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Ueber ein neues Princip der Abbildung krummer Oberflachen. 
Von 


A. Voss in DrespEn. 


Wird das Lingenelement auf einer Oberfliiche durch die Forme): 


(1) ds* = edu? + 2fdudv + gdv? 


ausgedriickt, so bestehen bekanntlich beim Uebergange zu neuen 
Variabelen «’, v’', durch welchen die Gleichung (1) in: 
ds? = dw? + 2f'dwdv + 9 dv" 
verwandelt wird, die Gleichungen: 
ow’ dw ov 1 (dv 
ome ie) af x oe +9 (ZS): 


o = ou 


¢ . ov’ ow av » Ov ov’ 
@ fame (et Wg Oe, 
, Ow dv’ 
ge mY 4 9 ov av +9 (= ay 


Man hat sich bisher vorzugsweise mit solehen Coordinatensystemen 
uw’, v' beschiiftigt, fiir welche f° = 0 ausfallt, wihrend entweder ¢ = q’ 
oder e' = 1 wird; jenes fiihrt zu den Untersuchungen iiber conforme 
Abbildung, dieses zu denen iiber geodiitische Linien. Aber es ist er- 
sichtlich, dass man im Allgemeinen in den Gleichungen (2) irgend 
zwei Relationen zwischen den e¢’, /’, g annehmen kann, um aus ihnen 
und den genannten Gleichungen die Transformationsrelationen zwischen 
u, v und w, v’ zu bestimmen. Insbesondere kann man also fiir e und 
g ein fiir allemal fest gewahlte Functionen annehmen, und sich dem- 
gemiiss das Liingenelement jeder Fliiche in der Form (1) vorstellen, 
in welcher nur der Coefficient f fiir die einzelne Fliche charakteristisch 


‘ ist. Alsdann sind die Abmessungen in den beiden Richtungen der u 


und v fiir alle Flichen dieselben. Es wird dadurch ein Zusammenhang 
zwischen allen Flichen vermittelt, deren geometrischer Sinn sich 
folgendermassen darstellt. Man denke sich auf irgend einer Fliche 
ein System von Curven « = const., v = const. gezeichnet, und stelle 
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sich lings dieser dieselbe mit véllig biegsamen unausdehnsamen Faden 
iiberdeckt vor, die an den Kreuzungsstellen unter sich verkniipft sind. 
Ein solches Netz kann — wenn auch nicht in seiner ganzen Aus- 
dehnung, so doch theilweise — im Allgemeinen auf jeder anderen 
Flache ausgebreitet werden; jede solche Ausbreitung liefert eine Ein- 
theilung der neuen Fliche in Elemente, deren Seiten /edu, /gdv 
denen der entsprechenden Elemente in der urspriinglichen Flache gleich 
sind. Wie man sieht, kommt dies darauf hinaus, jede Oberfliche als 
“Biegungsdeformation einer bestimmten etwa der Ebene erscheinen zu 
lassen, mit welcher eine Dehnung von dem besondern Charakter ver- 
bunden ist, dass die Abmessungen nach zwei verschiedenen Richtungen 
ungedndert bleiben. 

Im Folgenden ist zuniichst e = g = 1 vorausgesetzt. Die Curven 
«= const., » = const. médgen dann dquidistante Curven heissen; das 
Netz, welches auf der Fliche ausgebreitet ist, liisst sich stets in die 
Gestalt eines ebenen Netzes mit rechteckigen Maschen bringen, und 
es wird durch diese Operation die Abbildung eines beliebigen Flichen- 
theils auf ein ebenes Rechteck vermittelt. Die §§ 1.—2. beschiftigen 
sich zunichst mit den allgemeinen Eigenschaften dieser Netze auf be- 
liebigen Flichen, imsbesondere auf Flichen constanter Kriimmung. 
Daran schliessen sich Betrachtungen iiber die Bestimmung solcher 
Netze. Dabei kénnen von vornherein zwei Wege eingeschlagen werden. 
Sucht man niimlich Integrale der beiden simultanen partiellen Differential- 


gleichungen: : ‘ 
oi 
em (Ze) + (ga) + Gay <1 


o— ($5) + (2) + (HY a1, 


oder, was auf dasselbe hinauskommt, Integrale des Systems: 








eu ay Oz 

Oudv pee dudv awn “@udv 
dy 02 os Oy 08 0@ #02 0s Ou Oy Oy Oa ° 
Ou Ov du dv Ou dv du dv Ou 00 Ow dv 


so erhilt man offenbar Flichen, auf denen ein Curvensystem der ge- 
wiinschten Art bekannt ist. Zu diesen gehdren alle Flichen, welche 
durch Translation einer beliebigen Curve lings einer anderen Curve 
entstehen, deren Gleichungen von der Form: 


x= fru+ qr, 
y =f,u + g2, 
&= fu + 930 


sind. Solche Flichen sind im Folgenden als Z'ranslationsfliichen be- 
zeichnet. 
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Auf eine eigentliche Integration der eben genannten Differential- 
gleichungen bin ich nicht weiter eingegangen, da in den Fillen, wo 
dieselbe sich leicht auf Quadraturgn zuriickfithren lisst, man meistens 
zu solchen Flichen gelangt, auf denen es nicht schwer ist, a priori 
fiquidistante Curven anzugeben. Man kann sich tiberhaupt zweitens 
die Aufgabe stellen, auf einer gegebenen Fiiche Netze der gewiinschten 
Art zu bestimmen. Bei der allgemeinsten Lésung dieser Frage kann 
ersichtlich eine der Curven uw und eine der Curven v willkiirlich an- 
genommen werden. Demgemiiss kommt die Aufgabe auf die Lésung 
einer partiellen Differentialgleichung zweiter Ordnung hinaus, von 
welchen fiir die Gauss’ schen Biegungsflichen der Rotationsflichen 
leicht particulére Integrale angegeben werden kénnen. 

Aus der grossen Zahl von Untersuchungen, welche nach dieser 
Richtung hin angestellt werden kénnten, habe ich auch hier nur ganz 
einzelne Fille anfiihren zu sollen geglaubt, da eine speciellere Ver- 
folgung der in Rede stehenden-Abbildungen sich zu weit von meinem 
Zwecke entfernt hiitte, einige neue, meines Wissens bisher nicht auf- 
geworfene Gesichtspunkte, welche fiir die Flichentheorie von Interesse 
scheinen, zu erdrtern. Aus demselben Grunde habe ich auch davon 
abgesehen, irgend eine der Abbildungen genauer zu beschreiben. 



































§ 1. 
Allgemeine Eigenschaften aquidistanter Curvensysteme. 
Schreibt man das Lingenelement 
(1) ds? = du? + dv® + 2fdudv | 


in der Form: 
2ds? = (du + dv)? (1 +f) + (du — doy 1 —f), | 
so ergiebt sich der auch geometrisch unmittelbar evidente Satz: 
Die Curven u + v = const., u — v = const., d. h. die Diagonal- . 
curven, welche die Knotenpunkte des Netzes verbinden, bilden ein Ortho- *» 
gonalsystem auf der Fliiche. 
Ist f eine Function von (u +- v), so sind die Curven u — v geodi- 
tische Linien auf der Fliche. Dies ist der Fall bei den Biegungs- 
flichen von Rotationsflichen. 
Es seien ferner p, q, r die Richtungscosinus der Normale des 
Flichenelementes dw = Veg — f?dudv, so ist: 


dy 02 dy dz 





ferner sei: 


f° 
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eu e 
E=p Out +4 5a +r 
eee ay 
=p dudv +4 1 Suov a as 
. e 
G=p Fe ta Ge tr 
Dann ist bekanntlich: 
Cu Ox 
ow A> ju tA e 
‘ a ao Ox 
(2) judy Bay +B ae 
ua » Ox , Ox 
ae OGL + dv 


und analoge Gleichungen gelten fiir y und z. 


‘ Sie 
Ae+ A fms. ’ 
or 1 de 
Af + Ayg= Ou 20v’ 
: 1 0 
Be + B,/ — 2 = ? 
1 @ 
Bf + Bg=+ 4, 
’ 1¢ 7 1 0g 
Ce+ Of= dv. 62 Ow? 
’ 1 a: 
also im vorliegenden Falle, wo e = g = 1: 
Be B, = 0, 
of of 
ou Ou 
(3) Au — inna" ? A\=7—p ’ 
f- of oF 
nn . Se ; Speen Sean 
at 1—f?? i 1—f? 
Fur das Krimmungsmass K, welches auch durch die Gleichung: 
ae EG — al 
. Sr 
definirt ist, hat man: 
> a 2 ae 
(4) K=— ja0e Ti—- Ou dv/ 1—f?? 


oder, wenn f= cos¢ gesetzt wird, wo z den Winkel zwischen den 


Curven u = const., v = const. bed 


(5) — Ksinz 


eutet: 


Cz 





rz 

. ou? ? 

Oz 
duov 

az 

ov 


~ 





+ Ep, 
+ Fp, 
+ Gp, 


Oudv 


Dabei hat man: 
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An diese Gleichung kniipft sich zunichst ein sehr einfacher Aus- 
druck fiir die Curvatura integra eines Flichenstiickes ABCD, das 
von zwei Paaren von Curven ty, #3 Vp) 0 
begrenzt wird. 

Die Curvatura integra Q ist hier: 


Q = | Kdo == —f an dudv. 


Integrirt man in der Richtung der 
wachsenden Argumente wu, so entsteht: 


—2— f (CF), — GE),] a 


und weiter 





— 2 = 24, — 2&9 — (01 — 200) 


Fiihrt man an Stelle der Winkel ¢ die inneren Winkel des Vierecks 
ein, so entsteht: 

—Q=A+4+B4+C4+D— 22. 

Die Curvatura integra eines von zwei Paaren dquidistanter Curven ge- 
bildeten Vierecks ist gleich dem negativen Excess desselben. Man kann diesen 
Satz ausdehnen auf eine Figur mit beliebig viel Ecken, deren Seiten 
vou Theilen Aquidistanter Curven gebildet sind. Auf Flichen mit 
positivem Kriimmungsmasse ist daher der Excess immer negativ, bei 
negativem Kriimmungsmass positiv. Dass auf den developpabelen 
Fliichen der Excess gleich Null sein muss, wird evident, wenn man 
dieselben in die Ebene abwickelt, wobei das Viereck in ein krumm- 
liniges Parallelogramm iibergeht. Im Besondern wird auf Flachen 
constanter Kriimmung der Excess dem Inhalte proportional. Wir haben 
hier also ein vollstiindiges Analogon zu dem bekannten Gauss’schen 
Satze iiber die Curvatura eines von geodiitischen Linien begrenzten 
Flichenstiickes, und mag bemerkt werden, dass es leicht ist, diesen Satz 
mit Hiilfe der hier gewihlten Form des Liingenelementes zu beweisen. 

Es legt das Vorige die Frage nahe, ob die eine Schaar der Curven, 
etwa die Curven v = const., selbst geodiitische Linien der Filiche sein 
kénnen. Soll dies der Fall sein, so muss die Determinante: 





ng: 
Ox 
ou 
: Ox 
A= = P 
ov 
oy ez az Oy 
| OW Ow ou ow 
den 


(es ist der Abkiirzung halber nur die erste Verticalreihe hingeschrieben), 
verschwinden, welche ausdriickt, dass die Kriimmungsebene der Curve 
die Flichennormale enthiilt. 





Multiplicirt man A mit 


ae 
Ou 
, “) ee 
=| 5, |=EvVI-P, 
x 
ra | 
so ergiebt sich leicht: 
eee 
AN =A 
mithin wird A = st. Nach (4) kann daher nur bei developpabelen 
Fliichen eine der Sittin em System geodiitischer Linien bilden. 
Von grésserem Interesse ist die Frage, ob es Flichen giebt, auf 
welchen die Curven « = const., v = const. zugleich Haupttangenten- 
curven sind. Bekanntlich sind die Letzteren gegeben durch die 
Differentialgleichung: 


Edw + 2Fdudv + Gdv? = 0. 
Sollen daher du = 0, dv =0 selbst Haupttangentencurven sein, 


so muss E=0, G=0O sein. Nun geniigen aber F und G bekanntlich 
den beiden partiellen Differentialgleichungen: 


2(eg — f)(Se — & ech tat, ad 
+ (Fg — Gf) 2 4 2Ge— Rp 2 
+ (Ef — Fe) 2 = 


2(eg — (7) (= — 2%) _ (Ey — eid Ge? 
+ (Gf — Fg) % $+ 2(By— Ff) 4 
+ (Fe — Ef) $2 — 


Nimmt man e=g = 1, E=G=(0, s0 folgt: 


aes 
a tm 
Ou is es 
ar , Floo > = 
“Ov + i 


und durch Integration: 


F=y1—f? const., 
mithin wird: 


K=— ce == — (const.)?. 
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7 
Damit ist bewiesen, dass nur auf den F lichen constanter negativer 
Kriimmung ein System dquidistanter Curven aus den Haupttangenten- 
curven gebildet werden kann.*) Aber es lasst sich auch umgekehrt 
zeigen, dass auf jeder Fliiche mit constanter negativer Kriimmung die 
Haupttangentencurven wirklich ein solches System bilden.**) 


Hat man niimlich ein Curvensystem bestimmt, fiir welches EH = 0, 
G = 0 ist, wihrend 


Abbildung krummer Flichen. 


FF? = k(eg — f?) 
wird, so erhalt man durch Einsetzen seiner Werthe in die beiden 
Differentialgleichungen (6) unter Beriicksichtigung, dass: 





7 OF 1(, d9 de of 


Ow Ow/? 
aF 1, ag de af 
OF =k + 955 —2F Bb) 
die beiden Gleichungen: 


de 0g __ 
fo — oa oem 


Ou 
0g de 
fou oa 


aus welchen, da die Determinante eg — f? nicht verschwinden kann, 
folgt: : ‘ 
é 
Ov — 0, 3° = 0, 
mithin sind e, g beziiglich unabhangig von v und w und kénnen durch 
passende Wahl dieser Variabeln in 1 verwandelt werden, wie zu 
zeigen war. 

Das Integral der Curvatura integra eines Fliichensttickes, dessen 
Begrenzung nicht von Curven wu, v gebildet wird, liisst sich im All- 
gemeinen nicht weiter ausfiihren. Indessen lassen sich ausser den 
geoditischen Linien noch gewisse Curvensysteme angeben, fiir welche 
das Integral einer iibersichtlichen geometrischen Deutung fahig ist. 
Um hierzu zu gelangen, mag vorerst eine allgemeine Massbestimmung 
mit dem Lingenelemente edu? + 2fdudv + gdv? wieder auf der 
Flaiche vorausgesetzt werden. 

Es seien durch einen Punkt P die beiden Curven « = const., 
v = const. gezogen, deren Tangenten die Richtungscosinus 


*) Die Ebene ist hier selbstverstiindlich nicht mit beriicksichtigt. 

**) Diese Eigenschaft der Haupttangentencurven der Flichen constanter 
Kriimmung ist, worauf ich erst nach Vollendung dieser Arbeit aufmerksam wurde, 
bereits von Herrn Hazzidakis (Journal von Borchardt, Bd. 88, p. 68) er- 
wiesen, Zugleich findet sich dort die Bemerkung iiber den Inhalt eines von zwei 
Paaren solcher Curven begrenzten Vierecks. 
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1 On 1 dy lj dz, 1 dz 1 dy 1 @2 

Ve Qu’ Ve du’? Ye du’ Vg ov’ Vg Ov’ Ya av 
haben. Auf denselben seien zwei zu P unendlich benachbarte Punkte 
P,, P, angenommen, und durch dieselben die benachbarten Curven 
u-+ du, v-+ dv gelegt, welche sich in P’ schneiden. So entsteht 
ein elementares Viereck PP, P,P,, dessen Betrachtung fiir das Fol- 
gende erforderlich ist. 

Ks seien nun die unendlich kleinen Winkel zwischen den Tangenten 
an die Curven v = const. in den Punkten P, und P, respective in 
den Punkten P, und P durch 0,,, 0, bezeichnet, analog die ent- 
sprechenden Grossen fiir die Curven « = const. durch 0,7, 0,.. Die 


ue 


rae cgi der Tangente an die Curve v im Punkte P, sind 


x 1 1 0x de 
-du # — @ ) - — — > u. S. W. 
du Ve s HG + Guav % Ve 2 du 3 sila 
P 


mithin wird: 
0,27 = : +(* . y 
+ e ale adu + a oe dv v) 4 Chau oY du i+ oY dv) +(3 Sdut £2 a °) | 
F 1 (2) 4. ; \( fdu + Fdv)? + Lduw + 2Mdudv + Nav’, 


ae : As + A, (3 ~ 


Cu 
we, de og 
mm (426 4 4,28 


1 fp de » Og 
N= 7(2 ov +B 


1 ou 


Hieraus ergiebt sich fir du 0 der Werth von 0,'%, dagegen 
fir dv=0 0 2, der Contingenzwinkel der Curve v = const. im Punkte 
P. Fir den Fall e =g =1 wird also: 


(7) 0...” = (Edu + Fdv)? +(#Y du’, 
0, = Fdv, 
Or? = {Er + (% =) | du’, 


und ebenso: 


"9 Y P 0z\2 14 
(8) Oi? = (Fdu + Gdoy + (2) dv’, 
0,” = Fdu, 


"= {G74 (#y} dv, 
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Hieraus entnehmen wir zuniichst eine Eigenschaft der Haupt- 
tangentencurven der Flichen constanter negativer Kriimmung. Ist 
nimlich E = 0, G =O, so wird: 
' 02 
et 

"= oe dv. 

Bildet man nun das von zwei Paaren von Haupttangentencurven 
begrenzte Viereck ABCD dadurch auf die Einheitskugel ab, dass 
man Parallelen zu den Tangenten oder den Hauptnormalen der Be- 
grenzungsurven zieht, so entstehen vier sphiirische Curven ab, be, ed, da, 
deren Bogenliingen durch dieselben Zeichen dargestellt sein mdgen. 
Und bezeichnet man die jedesmalige Curvatura integra der Curven 
AB, BC, CD, DA durch: 


@,, D2, Ws, M%, 


du, 


so ist 

a ABsab, aBC=be, aC0CD=cd, o,DA=da, 

oder, weil die Haupttangentencurven fquidistante Curven sind: 
= AB(o, — a,) = BC(@, — a,). 
Das liefert den Satz: 

Die Curvatura integra eines Vierecks auf’ einer Fliche constanter 
negativer Kriimmung, welches von zwei Paaren von Hawpttangenten- 
curven begrenzt wird, ist gleich einer der Seiten multiplicirt in die 
Differenz der totalen Kriimmung dieser und der gegeniiberliegenden Seite. 

Wir bestimmen ferner die kiirzeste Entfernung correspondirender 
Tangenten (d. h. solcher, die einen unendlich kleinen Winkel mit 
einander bilden) in den Punkten P und P,. Bekanntlich ist fiir zwei 
Gerade, deren Neigung und kiirzester Abstand durch ©, d bezeichnet 
werden, und deren Gleichungen in der Form: 

x=dAcosa,+2,, =Acosa,+ 2, 
y=Acospip+y, y=4cosp,+%, 


=Acosy,+2,, %s=Acosy,+ 2, 
gegeben sind: 


Ly — ay 
dsnO=| cosa, 
COS @, 
Setzt man: 
1 02 
cos &, mig ou? 
cos a, == 2% l dv -+ Kaos 
2 Ou oe + (Fr + gap 30 Ve e 9 


Ly=2,+ CF du oe du+, | oe — dt +2 - go dude 


ad 0] $ 
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so erhalt man, wenn die kiirzesten Entfernungen durch d,,, d,\, be- 
zeichnet werden: 


aa 
dv 
, ’ Ox 1 
dy» Quo = Ou Ve 








Cu Ou 1 
aa + Gea5 4) Fe 


om yf a uc dv(Edu-+ Fdv), 
und ebenso: 


da, 8.4 = V =f au(Fau + Gdv). 


Die Curven Edu + Fdv =0, Fdu + Gdv =0 sind daher die 
Beriihrungscurven der developpabelen Flichen, deren Erzeugende die 
Tangenten der Curven u,v auf der Fliche sind. 

Nimmt man jetzt wieder e = g —1, so ist nach (7) und (8) fir 
diese Curven: 


, 02 
Cue aS ry du, 


0... = ge dv. 


Mittelst dieser Gleichungen kann man die Curvatura integra auch 
bestimmen fir Flachenstiicke, die von Curven dieser Art begrenzt 
sind, wie dies in den folgenden Beispielen angedeutet ist. 

1) Dreieck ABC, begrenzt von zwei Curven AB(u = w), 
CB(v=v,) und einer Curve AC, Ist AC eine Curve Edu+ Fdv=0, 
so integrirt man nach v und erhilt: 


, 
Rta e+ PK 
Cc 


WO %1;, %, die beiden Winkel bedeuten, welche von den Curven wu, v 
in den Punkten B,C gebildet werden. 

2) Viereck ABCD, begrenzt von zwei Curven AB(u = w%), 
CD(u=u,) und zwei Curven Edu + Fdv=0. Man lege durch 
C, D zwei Curven v = const., welche die Curve w=, in A,, B, 
schneiden, so wird: 


ae Pm Aa — Boo — [Ole — Cen — Aa) + f Oi 
“o B 


— Curvatura von CA, B,D. 
Da aber die negative Curvatura von CA, B,D gleich: 


(211 — 201) — (210 — 400)» 





go wird 
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st etal 
B AC 


3) Viereck ABCD, begrenzt von zwei Curven Edu + Fdv =O, 
AC und DB, sowie von zwei Curven Fdu+ Gdv=0, CD und 
AB. Man ziehe durch die Eckpunkte C und B zwei Curven v = const., 
durch A und D zwei Curven u = const., welche sich untereinander in 
den Punkten abed schneiden. Die Curvatura von ABCD ist dann 
gleich der von abcd, vermehrt um die der vier Dreiecke AaC, DdB, 
(cd, AbB. Versteht man unter A, B, C, D die Winkel; welche 
die Curven wu, v in den Eckpunkten des Vierecks ABCD bilden, 
unter 2;,, 2:9) 21) 299 die Winkel zwischen eben diesen Curven an 
den Punkten d, b, c, a, bezeichnet man ferner die Curvatura integra 
eines Fliachenstiickes durch eine eckige Klammer, so hat man: 


— [AaC] = C =~ 20 a J an 
AC 
— (DaB) = —(s,,—B) +f e;,, 
D 


—[CcD] =— (D—s,) + i ey, 
: D 


— (Abs) = (6, — 2) = J e,, 


B 
— [abcd] = 4, — 249 — (4 — 200), 


~ [ABCD] =C+ B—(D+ 4) 
+ J Oie— feint f Or — f eis 
D 4C D B 


§ 2. 
Eigenschaften der Translationsflichen. Rotationsflichen. welche 
zugleich -Translationsflachen sind. 


also endlich: 


Ks ist bereits eingangs hervorgehoben, dass auf den Flichen, welche 
durch Translation einer Curve lings einer anderen Curve erzeugt 
werden, diese Curven ein System von Aquidistanten bilden. Die im 
Paragraph 1. entwickelten Kigenschaften eines solchen Netzes sind 
daher insbesondere solche der Translationsflichen. 

Herr Lie hat in seinen Untersuchungen iiber Minimalflichen (diese 
Annalen XIV, p. 332 ff.) eine Reihe anderer wichtiger Higenschaften 
dieser Fliichen bemerkt. Von diesen fiihre ich zuniichst die folgende an: 





12 A. Voss. 


Da fiir Translationsfliichen 

a. Sie. Ae ee. ee 0 

du dv Oudv oudov ; 
so wird /’ = 0, mithin folgt fiir die Differentialgleichung der Haupt- 
tangentencurven 

Edw + Gdv? =0. 

Die Haupttangenten sind daher harmonisch zu den Tangenten der 
Curven u und v.*) 

Fallen daher an einer Stelle die Tangenten der beiden Curven 4 
und v zusammen, so ist ihre gemeinsame Richtung die einer Haupt- 
tangente der Fliche. Im Allgemeinen wird es nur eine endliche Zahl 
solecher Tangenten geben. Wenn aber fiir die beiden Curven u und » 
die Tangenten sich paarweise als parallel zuordnen lassen, so haben 
sie eine gemeinsame Curve 2 zur Umhiillungscurve,**) wnd diese ist, 
wie man hinzufiigen kann, eine singuliire Haupttangentencurve der 
Flache, welche durch blosse Elimination bestimmt werden kann, — * 

Es ist ferner das Kriimmungsmass K der Fliiche bestimmt durch 
die Gleichung: 

; EG = K sin’ z. 

Bezeichnet man die Kriimmungshalbmesser der Curven w und v in 
dem betreffenden Punkte durch g, und g,, ferner mit «, und a, die 
Winkel ihrer Hauptnormalen mit der Filiichennormale, so hat man 
zufolge der Werthe von FE und G: 

=sS 


cos @ : . 
——* == K sin? z, f= cosz. 
@1 Q2 


Nebenbei folgt, dass Translationsflichen immer zwei vdllig getrennte 
parabolische Curven enthalten, welche durch die Gleichungen E = 0, 
G = 0 bestimmt sind. 

Von Interesse scheint die Frage, ob eine Translationsfliche zugleich 
durch Rotation um eine Axe erzeugt werden kénne. Diesen Charakter 
besitzt zuniichst der Rotationscylinder, ferner das Rotationsparaboloid. 

Letzteres erkennt man sofort, wenn man die Gleichung desselben 
in der Form: 

2ce =u? + v?, 
L==U, 
y=v 


schreibt. Durch die folgende Betrachtung erkennt man eine weitere 
Classe von Fliichen der genannten Eigenschaft. 
Man denke sich eine Fliiche S durch Rotation einer Curve ¢ um 





*) Vgl. die Beweise bei Lie a. a. O., p. 335. 
**) Vgl. den Beweis bei Lie a. a. O., p. 356. 
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die z-Axe erzeugt. Man tibe ferner auf die Curve zwei gleiche ent- 
gegengesetzte infinitesimale Translationen senkrecht zur ¢z-Axe aus. 
Alsdann kann man die infinitesimale Rotation um die ¢-Axe ersetzen 
durch eine solche um eine zu ihr parallele Axe 2’ und eine Translation. 
Ferner stelle man sich in der z’-Axe zwei gleiche und entgegengesetzte 
Translationen vor. Dann kann man die infinitesimale Bewegung ersetzen 
durch eine Schraubenbewegung um die 2-Axe und eine geeignete 
Translation v. Wenn aber die Curve C eine gemeine Schraubenlinie 
ist, welche durch jene Schraubenbewegung in sich selbst tibergeht, so 
folgt, dass die infinitesimale Rotation um die z-Axe zugleich als Trans- 
lation v der Curve C aufgefasst werden kann, oder mit anderen Worten, 
dass die durch Rotation einer Schraubenlinie wm eine zu threr Axe 
parallele Axe erzeugte Fliiche zugleich durch Translation dieser Schrauben- 
linie ldings einer Schraubenlinie entsteht. 
Die Gleichungen einer solchen Fliche sind: 


x£=—asinu+bdsinv, 
y=acosu+ bcosv, 
e=ktiga(u—v). 
Um alle Flichen zu finden, die Rotations- und Translationsflichen sind, 
kann man folgenden Weg einschlagen. 
In den Gleichungen einer Translationsfliiche 
e=h(u) +9 (0), 
a= f(u) + gv), 
y= ¥ (uw) + xr) 
kann man zuniichst h(w) und g(v) an Stelle der Variabelen u, v selbst 
nehmen und hat demgemiiss die Functionalgleichung: 
Fu +0) =F + ¥(e))? + HM + 2@)), 
welche zu lésen ist. 
Setzt man wu + v= w, so wird: 
Fw =[f(u) + p(w — w+ [o(u) + x(o — WP. 


Ferner hat man fiir «w=0, ov =0 


Fu=([f(u) + 9O? + (¥@) + 2), 
Fv =(f(0) + po)? + [¥O) + xe) P. 
Aus diesen Identitiiten ergiebt sich: 
F(v + u) — Fu) — F(x) + FO) 
= [(v) — 9(0)] [f() — FO] + [x@) — 1] [¥@ — ¥@). 
Nimmt man an, dass f(w) und x(v) Constanten sind (man wiirde nur 
Cylinderfliichen erhalten, wenn man f(w) und (wu) gleichzeitig con- 






Se ————- 
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stant nihme), so ergiebt sich aus der vorstehenden Gleichung durch 
Differentiation nach v 


F'(v + u) — F’v =0, 
F’u = F’'0; 


d. h. Fist eine lineare Function. Diese Lésung der Functionalgleichung 
fiihrt ersichtlich auf das Rotationsparaboloid. 

Wenn dagegen die rechte Seite jener Gleichung nicht identisch 
verschwindet, so erhilt man durch wiederholte Differentiation nach u 
(oder v) Gleichungen von der folgenden Form: 


F'(u + v) — Fu) = [e(e) — oO) FP + (x) — 2] v(m), 
F'(u + v) —F"(u) = [e(%) — oO)" (@) + A) — 2] 0"), 


u, Ss. W. 


also fiir v = 0: 


Legt man daher u einen beliebigen constanten Werth bei, so ergiebt 
sich durch Elimination von v eine Gleichung von der folgenden Form: 


AF’ + BF’'+CF+D=0, 


also eine Differentialgleichung zweiter Ordnung mit constanten Coef- 
ficienten. Mithin ist J eine Summe von Exponentialfunctionen, und 
fiir die vier Functionen g, w, f, x, ergeben sich, wie man unmittel- 
bar erkennt, ebenfalls lineare Ausdriicke von solchen. Da man, um 
reelle Ausdriicke zu erhalten, die Argumente der Exponentialfunctionen 
imaginiir nehmen muss, so wird man ersichtlich auf die vorhin con- 
struirte Schraubenfliche gefiihrt. 

Die genannten Flichen sind daher die einzigen, denen die verlangte 
Eigenschaft zukommen kann. 

Jede Translationsfliche besitzt bekanntlich zwei verschiedene Trans- 
lationen in sich selbst. Die soeben betrachteten Flichen haben dem- 
gegeniiber die Eigenschaft, unendlich viele verschiedene (allerdings 
congruente) Systeme von Translationscurven zu enthalten. Sie sind 
indessen nicht die einzigen dieser Eigenschaft. So z. B. lassen sich 
auf der Schraubenfliche: 

s= au, 
z= becosu, 
y =cosinu 
unendlich viele Systeme unter sich verschiedener Translationscurven 


angeben. Man erkennt dies sofort, wenn man die Gleichungen der 
Fliche durch die Substitution: 


e@=keosv, utv=U, u—v=V 
in die Form: 
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22 =a(U+ JV), 
22 = bk (cos U + cos V), 
2y =ck(cin U + sin V). 
bringt. Dabei wird jedesmal ein bestimmter durch die Wahl der Con- 
stanten k begrenzter Bereich der Fliche erzeugt; die Translations- 
eurven sind congruente Schraubenlinien. 
Man kann die Frage aufwerfen, wann iiberhaupt eine Flache eines 
oder mehrere Systeme von Translationscurven enthalten kénne. Auf 
diesen Punkt hoffe ich bei einer anderen Gelegenheit zuriickzukommen. 


§ 3. 
Aequidistante Curven auf Flichen constanter Kriimmung, Developpabelen 
und Rotationsflichen. 


Die Bestimmung von ifiquidistanten Curvensystemen auf einer ge- 
gebenen Fliche kommt auf die Auflésung einer partiellen Differential- 
gleichung zweiter Ordnung zuriick. Man erhilt dieselbe folgendermassen. 
Ist das Liingenelement urspriinglich von der Form: 


ds? =edu? + 2fdudv+gdv? 


so handelt es sich darum, neue Veriinderliche w’, v’ einzufiihren, durch 


welche ds? in: 
du’? + 2f’ du dv’ + dv’? 


iibergeht. Man hat also die Differentialgleichungen: 
du ¥ ou 
ga) et 2 Gar ow +9 Gar)» 
du dv 
1—= (Feet oe ae +9 (Ge) 


zu lésen, oder, wenn man die Variabelen vertauscht, zu bewirken , dass: 


ov’ ov dv’ avy 
e (SY - 1 et +9Ge) 
ou or OU Ow 
— (Sy 97 +9) 4 


wird, wo A die Fungtionaldeterminante: 


bedeutet. Es mag nun vorausgesetzt werden, dass die Fliche bereits 
conform auf die Ebene abgebildet, d. hh. f—0, e=g sei. Alsdann 


hat man die Gleichungen: 
0) E+E) = G+ GY EE — HE aD 


ju) + 
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Setzt man jetzt 
v+u=—U, v—-w= VJ, 
so erhailt man: 
aU aV aU av : 
ov «av + ou. ow = 0, 


welchen man durch die Annahme: 


ov * “Ou? 
au av 
tee? se 


geniigt. Fir & erhilt man ferner aus den Gleichungen (1): 


‘ e 

_— 

k (ev a0 yo. : 
oe) ov 


Mithin lautet die Differentialgleichung: 


L(V erste 
watt Va — on 


ou) 


Von derselben lassen sich leicht particulire Integrale angeben, 
wenn ¢ eine Function von w allein ist, d. h. wenn die Fliche Biegungs- 
fliche einer Rotationsfliiche ist, auf welchen Fall wir noch zuriick- 
kommen werden. 

Eine besondere Beachtung verdienen die Flichen constanter 
Kriimmung. Fiir dieselben kennt man, wie oben gezeigt, die parti- 
culire durch die Haupttangentencurven vermittelte Lésung, aus welcher 
durch Bewegung der Fliichen in sich oo? andere hergeleitet werden 
kénnen. In diesem Falle ist zugleich der Coefficient f = cos z charak- 
terisirt durch die Gleichung: 


(2) nae = — K sin z. 


Man kann in der That zeigen, dass die Aufgabe auf den Flichen 
constanter Kriimmung alle Systeme iquidistanter Curven zu bestimmen, 
von der Lisung der Differentialgleichung (2) abhiingig ist. Wiahlt man 
z. B. als Typus dieser Fliichen bei negativem K die Rotationsfliche 
der Tractrix, so ergiebt sich als Ausdruck fiir das Lingenelement bei 
Polarcoordinaten : 





ds? = @dg*?+ - dQ’, 
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und man hat demgemiiss die Gleichungen : 
& (G5) +e Ge) = 
ot (20 4 (20) a 
zu lésen. Setzt man dg = odw, so wird 
tg es ine), 
i: eit A © 


Durch die Integrabilititsbedingung ~~. “ate findet man 
hieraus: 


ae 7 dw 
(3) " ey P44 Vi- cry! (yy V1—a( a 7) 


Sei nun aw == 2 


(4) St on one 0, = = cos 0, 
Ou ov 
so folgt: 
00 ‘ , 
—a~—=sn 90, 
5 dv 
(6) a0 
—a — =sinO. 
Ou 





Wird endlich ©’ = © + yw gesetzt, so gehen die Gleichungen (5) 


iiber in 
—a oa = sin(O+¥y), 
(6) . 
—67- =e ov + sin @, 
aus welchen folgt: 
a? 79 _ gin y 
Oudv : 

Unter der Voraussetzung, dass dieser Differentialgleichung ge- 
niigt, sind die linearen Differentialgleichungen (6) integrabel. Auf 
eine ganz ihnliche Art lisst sich auch fiir eine Kugel mit dem Radius 
a die Integration auf die der Gleichung: 
ay 


<ets  <ce 
” Oudv 


= sin ~ 
zurtickfihren. 

Auf den developpabelen Flichen reducirt sich die Bestimmung 
unmittelbar auf die Lésung der Gleichungen: 


Mathematische Annalen, XIX. 





2 
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(oy 4+ (ey =1, 
($e) + (Gey =1. 


Durch Differentiation entsteht: 


ou ou atv 


ou oudov ¥ $e. Ouov. 


ou eu av av 
Oe Ovow + Oe Geou 


pao oy 





Da nun die Functionaldeterminante der u, v nicht verschwinden 
darf, weil die Functionen u,v von einander unabhingig sein miissen, 
so folgt: 

eu ae @v seth 
dwav ou’ dv’ : 
mithin ist fiir die Biegungsflichen der Ebene die einzige Lisung durch 
die Translation einer beliebigen Curve gegeben. Dies ist geometrisch 
iibrigens unmittelbar evident, da die unendlich kleinen von den 
fiquidistanten Curven begrenzten Elemente Parallelogramme in der 
Ebene sind. 

Wie schon bemerkt, lassen sich auf den Biegungsflichen der 
Rotationsflichen leicht particuliire Systeme soleher Curven finden. Ist 
nimlich das Linienelement von der Form: 


ds* = dw? + dv’G(u), 
so setze man u = y, wo y eine Function von wv, v =v’ und 
dy 
Ve — Gy) 
Nimmt man ¢(1 — f) = 2G(y), so wird 


ds? = + {(du'%e(1 + f) + dv'e(l — fy}, 


= dw. 


so dass fir wu fe—u’ +0", v' Y¥e—u" —v" das Lingenelement die 
verlangte Form erhilt. Die Lésung enthalt eine willkiirliche Con- 


stante c. 
Fir Rotationsflichen insbesondere, deren Gleichung: 
2=fe, 
x= cos g, 
oad sin 2) 
setze man: 
p =c(u—»), 
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Die auf diese Weise entstehenden fquidistanten Curven haben 
eine einfache Beziehung zu den geodiitischen Linien auf einer anderen 


, 


Rotationsfliche. Setzt man-nimlich 9 = ma “= — ~~, v= — * > 
so werden die letzteren — 


v—u=@. 


Nimmt man endlich yo’ = — Jre2 fo=s ‘de, so sind die Curven 


w, v auf der Rotationsfliiche mit der OS 2= wo’ geodi- 
tische Linien. Man kann sich daher der bekannten Eigenschaften der 
geoditischen Linien auf den Rotationsoberflichen bedienen, um gleich- 
zeitig auch den Verlauf der aquidistanten Curven zu bestimmen. So 
entsprechen z. B. den Curven auf der Kugel die ktrzesten Linien auf 
der Rotationsfliche der Kettenlinie u. s. w. 

Fiir die Kugel erhilt man insbesondere die folgenden Curven- 
systeme : 





“ts a TY 


x =r sin am ——— cos — - 
u+tv . O84 
Pi - ? 


y =r sinam Sin 


u+v 
, 


4 =r cos am 


mit dem Modul & der elliptischen Functionen; speciell fiir k = 1: 














u+eo _ ute 
eS. i. MPs u—v 
r=?Tr ee wii uto cos Pa -y 
e” +e 4 
i. 
Pee Bek... baie -  &—v 
oot ee 
e r + e - 
zr 
im u-o _ ute » 
e r + e r 


Auf den Rotationsflichen, welche zugleich Translationsflichen sind, 
kann das System der Translationscurven mit unter den eben ermittelten 
Curvensystemen begriffen sein. Dies ist in der That der Fall bei den 
Schraubenflichen, wie man durch einfache Rechnung findet. Dagegen 
ist das System der Translationscurven auf dem Rotationsparaboloid 
nicht in der eben abgeleiteten Lésung enthalten. 


QF 
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§ 4. 
Beispiele. 


Gelingt es, Lésungen der simultanen Differentialgleichungen 


(22 4 (Sy 4+ (HY =1, 


dx ¥ Cy z\2 ; 

) +(3) + ) aah 
zu finden, so erhilt man eine Fliche, auf der wenigstens ein System 
iiquidistanter Curven bekannt ist. Man kann dabei folgenden Weg 


einschlagen. 
Setzt man: 





(1) 


ex Ox 


—— = sin 0, == sin 0, 
ou ov 
9 oy es . oy ay pire ’ 
(2) ju = 008 0 sin g, ay = 008 0’ sin g’, 
Oz 02 , > 
sy = 008 © cos 9, Sy = cos © cos g’, 


so sind die Gleichungen (1) identisch erfiillt. Die Integrabilitiits- 
bedingungen liefern dann weiter: 


oe , 60 
(3) cos © © zo = cos 0’ - au? 
e —_ 
(4) sinOsing oo cos © cosy 6? —sin sing’ “ — cos 0’ cos g’- oe “y 
(5) sin @ cos p £9 + cos Osing “2 -==sin 0’ cos gq’ ee + cos 0’ cos gy’ ae. 


Aus (4) und (5) erhilt man leicht: 





sin 0 cos gp — q a + cos @ sin p — q’ * ie = sin 0’ ee 
— sin © sin gp — y =~ “ + cos © cos p — g’ “ = cos Q’ oe , 
oder fiir p — » = w 
ag’ 1 20 sa 00’ 
own = =n a 0, — sin’ = cos w| = P, 
(6) _ ae 8 osw sind 2° — sine’ 2%] —@ 
Ov et TT) [« paths tele ah ned eck 
Die tans 
(7) OP _. 99 


00 Ou 
liefert eine Relation, welche mit (3) zu verbinden ist. Im Folgenden 
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‘werde ich eine einfache Annahme machen, bei welcher die Lésung 
der Differentialgleichungen auf Quadraturen zuriickgefiihrt werden kann; 
sie fiihrt freilich nur zu sehr speciellen Flichen. Nimmt man 0 = OQ’, 
so folgt aus (3), dass © eine Function von w+ v sein muss. Die 
Gleichung (7) wird dann: 

0 é log cos 9 w 7] é log cos O w Ow 
© aloe Catal Sait gee 
wihrend aus (6) wird: 


Ip tg @ d log cos © 


a 2 du ’ 
if toe @ dlogcosO Ow 
ov 2 2 du ov 


Da auch von (8) particulire Integrale im Allgemeinen nicht be- 
kannt sind, so setze man: 
cos 9 = ket 

und w als Funetion von au-+ bv = V voraus. Die Gleichung (8) 
wird daun 

Pw a+b ad w 

ie oth) iy $0, 
doch darf hier a -++- b nicht verschwinden. Demgemiiss ist z bestimmt 
durch die Gleichung: 





_ a+b w dw : 
€ ab tg 2 a av + ® = 0. 
Setzt man c, = m cosa, ¢ a =m sin @, so wird: 


mV+2 (s —- ) cos « + sin « log cos G a «)| = 0. 


Um endlich die Ausdriicke fiir y und z zu erhalten, setze man: 





utv= U, 

au+ bo = JV, 

dy __» dy _, oy 
'—e57—* 3 4 Ov? 

dy _. oy ey 
[7 Ww te 


also: 
y(b—a) = rer sin p—asin 9) dU + y(V). 


Ferner hat man: 
abe, aw 
P ape 9 e+ aE 


’ aby bw 


= sib *—* hoger 
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b+.4 2V 22 
oder, wenn v —u = baa J+ Haq gesetat wird: 


x! 2abe’ aw 
ame eU+ game 9+ sa 


P 2abe’ bw 
y= 04 — VY — 





be —a® a + b : 
Setzt man: 
c=hecos ®B, 
= =hsin B, 
so wird , 
y(b—a) —+ eb sin (1 849 a ¥+-T; -B 
asin gh 042 ae i — py, 


die Function ~(V) wird ii einer Constanten, wovon man sich 
leicht mit Hiilfe der Gleichung 


cos p — B tg 5 + cos g’ — B tg © = sin(p—@) — sin(g’—8) 


tiberzeugt. Mithin hat man als Gleichungen der Fliche: 


c= | yi—Re, 
kee"! 

I= "bah [b sin(p B) — asin(y’ — B)|, 
ke cU 

— (b—ayh [b cos ( — B) = a cos(@ ee B)], 


t= cel. 


Fiir den Coefficienten f des Lingenelementes erhilt man die 
Gleichung: 
f=1 — 2 cos? @ sin? ” 
Giebt man der Constanten ¢ den Werth Null, so wird « = 90°, 
6B =0. Daraus findet man: 


f = 1 — 2kh2ee—a) [5 - >|: 


a 


Fir diesen Specialwerth wird also f Function einer Variabelen, 
die Fliche wird Biegungsfliiche einer Rotationsfliche. Die Curven 
U = const. werden Cykloiden, die Fliche selbst wird erzeugt durch 
Drehung einer veriinderlichen Tractrix um die X- Axe. 

Sucht man andererseits solche Lésungen, bei denen w Function 


von « — v wird, welcher Fall so eben ausgeschlossen war, so ergiebt 
sich die Differentialgleichung: 
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Abbildung krummer Flichen. 


dw ¢ w d? log cos® 
qa —** 5 








Nimmt man wieder cos 0 = ke°’, so wird w = m(u — v), also: 





© us m 
p = mu — —~ ¢ log cos —- (u — v), 
gy = mv — —4 log cos - (u — v) 
m 2 4 
Setzt man noch w — v = V, so erhilt man aus: 
éy éy oy Pte 9-9 
9 - = — == : me as ee ares 
2 om +. or 2 cos O sin a 
k og m . U 2 m 
y= 7, ©" cos V > sin lm — —- Eg cos (> V—«a |) 
k og m U 2 m 
a= &” cos V —- cos [m —- —~ —- eg «3 V— «)]); 


c=hecosa, 
m 


* 


=hsin« 


zu setzen ist, und a wie frither durch das logarithmische Integral be- 
stimmt wird. 


2 ” 
Endlich kann man auch “4°. =c setzen und w aus der 
Gleichung: 
aw w 
de = 2e eS 


bestimmen, doch nehmen die Integrale dann schon eine complicirte 
Form an. 


§ 5. 
Schlussbemerkung. 


Die vorigen Paragraphen enthalten den einfachsten Fall einer 
grossen Classe von Untersuchungen itiber Curvensysteme auf Ober- 
flichen. Die niachst einfache Annahme iiber das Lingenelement wiirde 
wohl die sein, dass: 


ds? = du? + 2u cos z dudv + wdv? 


gesetzt wird, wo z der Winkel zwischen den Curven wu und v ist, 
Diese Curven bilden ein Netz auf der Fliche, welches man als Radial- 
mete bezeichnen kann, weil die Abmessungen nach den Richtungen 
der u, v so erfolgen, wie in dem Systeme der concentrischen Kreise 
und Radienvectoren der Polarcoordinaten. Schreibt man das Lingen- 
element in der Form: 
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ds? — (du — udv)? sin? = + (du + vdu) cos? =, 


so erkennt man, dass die Curven v + lu = const., v — lu = const. 
wieder ein Orthogonalsystem bilden. 

Die Bestimmung von Radialnetzen auf developpabelen Flichen 
kommt auf die Integration der folgenden Gleichungen hinaus, in denen 
“x, y geradezu Coordinaten der Ebene vorstellen mégen: 


ae) +E) = 1, 
(3) + (By =e. 


Setzt man: 


ot _ cos 0, oY _sin®, 
Ou Ou 

0x dy — 
Fr = u cos 0, Oe = wu sin 0, 


so liefern die Integrabilitiitsbedingungen : 
29 sin ae 0) =1, 
w sin - —~ @) 4 =~ = cos (9’— 9). 


Setzt man noch 0’ — 0 =z, so wird: 


oe.» § 

ov~— sing” 

298 02 1 
ute Te ee: 


also entsteht fiir u’ — Jw die Differentialgleichung: 


; tad 
2 = . 
Cz sin Ya 0 cotg z 


“wer = ee = 
ow’ dv Ow Ov ? 


sie driickt zugleich aus, dass das Kriimmungsmass der Fiche gleich 
Null ist. Fiir die particuliiren Lésungen, bei denen z eine Function 
von au + bv -+c=U ist, erhilt man: 


ad 0% ae 
q coset ksins—t 


wo k eine willkiirliche Constante. Bestimmt man z aus dieser 
Gleichung, so erhilt man Netze der geforderten Art. Der Kiirze 
halber mag hier nur der Fall angeftthrt werden, wo a= b =O ge- 


nommen, also z gleich der Constanten c gesetzt wird. Man hat 
dann: 
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Abbildung krummer Flichen. 


|... BOG & dF 

ov _ sine’? 

008 __ _cotge 

out” “u ? 
also: , 

» + cos clu , 

toni ~ amie te 

und: 


: ‘ , v + cose lu 
x= usin c sin {¢ + - 7 , 


sinc 


v + cose lu 
= wu sin C_————— 
y=USIl ¢ cos fc’ + - =a > 
die Curven w= const. werden Kreise, die Curven v = const. loga- 
rithmische Spiralen. 
Auch auf den Rotationsflichen lassen sich leicht Radialnetze 
construiren. Dazu hat man in dem Lingenelemente: 


ds? = dg? + dr?(1 + f’?) 


nur zu setzen: 
dg =" VF—TFF% + av, 


dr = du 
und erhilt: 


ds? = du? + wdv? + 2dudvuye—(1+ 7%), 


wo ¢ eine willkiirliche Constante. 


Man kann sich endlich die Aufgabe stellen, Transformationen des 
Raumes zu bestimmen, bei denen die Abmessungen nach drei Rich- 
tungen nach gegebenen Gesetzen erfolgen. Dabei wird es sich darum 
handeln, das Liingenelement in die Form: 


ds? = e,dwv* + e,dv? + e,dw? + 2e,,dudv + - 


zu bringen, wo @,, ¢, €, gegebene Functionen von w, v, w sind. 
Der wichtigste Fall ist wiederum der, wo das Lingenelement die Form: 


ds? = du* + dv? + dw? + 2f,.dudv + 2f,dudw + 2f,dvdw 


annimmt. Der Raum erscheint dann durchzogen von iquidistanten 
Curven, die Transformation ist eine solche, wie sie vermittelt wird 
, durch Biegung eines aus undehnsamen Faden bestehenden kérperlichen 
* Gewebes mit parallelopipedischen Zellen. Eine particulire Lésung der 
Gleichungen : 


A. Voss. Abbildung krummer Flichen. 
da \? , (ayy , (a2 _ 
ga) +E) + Gey 1. 
0x2 \2 dy ¥ Oz\? __ 
a) +5) + G1, 
ax \? , (ay a2 \2 
aa) +(e) + Ge) = 1 

erhilt man auch hier durch die Annahme x = fu + gv + ywu.s.w. 

Allgemeinere Systeme entstehen, wenn man eine beliebige mit Aaqui- 

distanten Curven iiberdeckte Fliiche in Translation versetzt. Eine 


Lésung der obigen Gleichungen, welche nicht auf diese angegebenen 
einfachen Fille zuriickfiihrt, ist mir bisher nicht gelungen. 


Dresden, den 12. Mai 1881. 
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Sur une question de Jean Bernoulli. 
Par 


A. Marxorr a St. Petersbourg. 


La question, dont nous allons nous occuper, fut proposée par 
J. Bernoulli dans son mémoire*) ,,Sur une nouvelle espéce de 
caleul.“ 

Cette question est la suivante. 

Pour les quantités réelles a et b données on demande a former 
la suite de nombres entiers 


F(v), Fat), F2a+d), FGa+d), --- 
respectivement les plus rapprochés de**) 
b,a+b, 2a+b, 3a+b,+:-- 


Jean Bernoulli remarque, que dans le cas, ov a@ est un nombre 
rationnel, la suite des différences 


F(a+b) —F(b), F(2a+0) —F(a+b), F(a+b) —F2a+),--- 


est périodique, et donne des régles trés remarquables pour composer 
la période de cette suite. 

Si a est irrationnel cette suite ne peut étre périodique. 

Cependant méme dans ce dernier cas on peut parler de ses périodes, 
si seulement on s’arréte & un nombre limité de termes. 

Nous chercherons pour les quantités réelles a et b et le nombre 
entier N la période la plus courte du systeme de N termes 


F(a+b)—F(b), F(2a+b)—F(a+d),--+,F(Na+b)—F((N—1)a+0). 


Le cas de b = 0 a été discuté par moi en détail, et pour le cas général 
, etp 
jai démontré un théoréme, que je considére comme fondamental. 

Le mémoire présent contiendra la démonstration de ce théoréme 
et des regles de Bernoulli. Quant aux autres recherches sur la question 
de Bernoulli, j’espére les publier dans une autre occasion. 

, P 


*) Jean Bernoulli. Recueil pour les astronomes T. I. 
**) Nous désignons généralement par F'(w) le nombre entier le plus rap- 
proché d’une quantité réelle a. 
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Lemme I. 
Soient a et b deux quantités réelles, m un uombre entier quel- 


conque et 
1m =F (ma + b) — F((m — lha+ Bb). 


La suite 
*y Y-3, Y—2y T-1) Noy My, Toy V3. °° 
jouit alors des trois propriétés suivantes: 
1) Les différences 


*, Y-2— 7-38, T-1 — V-2) % — 1,7, — %) Vo — 14. 73 — 22° * 
ne peuvent avoir que les trois valeurs 
+1,0,—1. 


2) Si Von a pour un indice m 


Ym+1—%m = + 1, 
la premiere des différences 
Yn+2 — Ym—1) Vn+3 — Tm-—2) *m+4 — *m—3)'°°° 
qui ne s'évanouit pas doit étre négative. 
_ 3) Si Ton a pour un indice m 


; Vmn+t -— fa or — i. 
la premiére des différences 


Ym+2 — Tm-15 Tm+3 — Ym—2; Yn+4 — Ym—8,°°° 
qui ne s'évanouit pas doit étre positive. 


Démonstration. 


D’aprés notre définition nous avons pour les nombres entiers m 
et m quelconques 


F((m + n)a + b) = (m+ nya + b+ Engr 
EF (ma + b) = ma+b-+ é&q, 


et 
ou 
1 1 1 1 

Zz <empn Sts et ~eS & Ks 


En posant successivement 


n=p ek n=——p, 

ou p est un nombre positif, nous trouvons 
F((m + p)a +b) — F(ma + b) =pa+ inp — Em, 
EF (ma + b) — F((m — pha + 6) = pat & — 


ou . 
Ym+p + Vm+p—1 +> + Ymt2 + Ym41 = PA + Emap — Em; 
Tm—p+1 + Ym—p+2 + sbi Bi + Ym—1 + Ym = pa + Em — Em—p+ 


Em —p» 
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D’od il s’ensuit 
(Timp are, Y'm—p-+1) + a + (Tm42 —Tm- 1) + (%m+1 = Tn) = Entp —2 Em+Em—p- 

Le nombre 

En+p — 2 Em + Em—p> 

qui en vertu de la derniére équation doit étre entier, a une valeur 
absolue moindre de 2. C’est pourquoi il ne peut étre égal qu’a l’une 
des quantités +1, 0, — 1. 

Done pour tout nombre positif p la somme 
(Y'm-t:p —¥m—p+1) + (Pm--p—1 — Vm—pt2) +++ (Pm-42—%m—1) + (7m+1 — Ym) 
est égale & l'un des nombres + 1, 0, — 1. : 

Par conséquent la différence 

= ¥m+1— Vm 


ne peut avoir que les trois valeurs suivantes 
+1,0,—1. 


Quant aux différences 


Ym+1 — Ym et Yn+p — 'm—p+1> 
elles ne peuvent avoir le méme signe, si toutes les différences inter- 
médiaires 
(Tm+2 = Tm—1)> ite a (Tn+p—1 staat 'm—p +2) 

sont égales & zéro. Ce qu'il fallait démontrer. 

Remarque. Nous désignerons pour plus de commodité toute suite 

vety Poa, Y-15 Toy Myr Yar °° 

satisfaisant aux trois conditions sousmentionnées par le nom de suite 
de Bernoulli. 





Lemme Il. 
Si ; 
Ym = F(ma + b) — F((m — lha+ bd) 
et 
ownage %, 
ui , 

oe + oe Se 
e.+ 1 
ou 1 


Oy, Hy +e *y Gy—1, hy 
sont des nombres entiers positifs, la suite 


sty V3, T-2, Y-1) "oy M1) Ya 3 °° 


*) En général nous conviendrons de développer une quantité rationnelle en 
fraction continue de maniére, que le dernier quotient soit égal 4 1. 
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conformément aux notations de mon second mémoire*) ,,Sur les formes 
quadratiques binaires indéfinies“ peut étre désignée par le symbole 

(Ge, Ge—1, +++, @y, M%), 
quelque soit le nombre réel b. 


Démonstration. 


Soit q le plus petit des nombres entiers, dont le produit par a est 
égal 4 un nombre entier. Dans ce cas il est facile de voir qu’en 
général 

F((m + qa +b) =ga + F(ma+). 


Par conséquent 


Sty Veep SS Pag tS Ty SH 1941 = L2q415°°*, 


ee, T2942 = —q+2 = Vo = 1q42 = 12942; we vy 
e%, V2qg+q = V-qtq =o = Vote = 12949) m2. ee 


en d'autres termes 
Tir Vor °° *, %q 
est l'une des périodes de la suite 
Ss T_3, Y2,5 T-1) To» "1 ey) 3) cae 
De 1a il s’ensuit que notre suite peut étre représentée par le symbole 


(Br, Ba—1, ++ -, By, By), 
Bi, Bn—1, raghe, B;, Bo 


sont des nombres entiers positifs. 
Pour déterminer les inconnus 


h, Bo, B,, ire Br-1, B;, 


nous avons |’équation 


ou 





1 ee ee 
attend = 2 be q 
tek. 
_ eS eee 
B+ 1 


qui n’admet qu’une seule solution 
h= x, By = %, By =, +++, Br = Oy -1, Br = Oy, 
" pareeque 
ntnti-y  Fqet+)—-Fo _, 
q q 
Ce qu'il fallait démontrer. 





*) Mathematische Anualen, Band XVII, p. 379—400. 
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Question de Jean Bernoulli. 


Lemme III. 
Pour toute suite périodique de Bernoulli 
sty Y-3, Toa, T—-1) No» M1, Ya T39-2* * 


il est possible de trower des quantités réelles a et b telles, que chaque 
terme 1, de cette suite soit égal a la différence 


F(ma + b) — F((m— 1) a+ 5). 


Démonstration. 
Soient 
(Gey Gury - + 09 By, Be) 


la suite que nous discutons et la fraction continue 





égale a la fraction ordinaire irréductible ‘. Dans ce cas 
a eee 
sera l'une des q périodes de notre suite. 
De méme en vertu du lemme II 


F (2 +0) -F(),...,F(q2 +)—F(q@—1)2 +3) 


coincide avec l’une des mémes périodes , quelque soit la quantité réelle b. 
Posons maintenant 





1 2i—1 
sae ) eeeeee 
et donnons a ¢ les q significations consécutives 
es werer f 
De cette maniére nous aurons q périodes qui toutes seront différentes 
entre elles. 
Effectivement, si deux de ces périodes 














F(2 + 2 —4)-F + Ee py FQ 24+5- ar 
— F(q-1) 24+5-- 
e 

r(t41—8=!)_ pat), r@h45—Not 


— F(q-—-1) 245-7 
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étaient identiques l'une a l'autre, alors aveo toutes les significations 
entiéres de m la différence 


2i—1 2j—1 
ee ee ee ee 
q 2q 2q 
‘ ; P , ; : 
serait par sa valeur absolue moindre que zy? —~ ce qui est impossible, 
parceque avec une certaine valeur du nombre entier m la différence 


F(m + : — 3) - (m? —_ a 


a le méme signe que = 
1 1 
2 2q 

Par conséquent nous pouvons toujours choisir 6 de maniére que 


1 =F (2 +0)—FQ, 
Fey > 4+b)—F(? +0), 


et est égale par sa valeur absolue a 


r= P 41)- F(q—1)2+9), 
et en général 


tm —= F(m? +b)— F((m—1)2 +0). 


Ce qu'il fallait démontrer. 


Lemme IV. 
Si le systéme de termes 


Vm--1> Vm-+2 » ee ey Vm'—1) Tn! 
fait partie dune suite de Bernoulli, la periode la plus courte de ce 
systéme sera en méme temps la période dune suite de Bernoulli. 


Démonstration. 
Notre lemme est évident pour tout systéme d’un seul terme. 


Admettons maintenant, que notre lemme a lieu pour tout systéme 
se composant de moins de m’ — m termes, et démontrons, que dans ce 


cas il doit avoir lieu pour tout systéme de m’ — m termes. 
De cette maniére notre lemme sera complétement demontré. 
En désignant le plus grand des nombres du systeme 


Tm-+1 » Vm42,) +++) Tm'—1y Tm! (R) 
par 7, nous pouvons représenter ce systeme sous la forme 
oes 7! r—1 r—1 r—1 
“=er’, f5 eye’ Fp Sg ce eg Fy Fe * 
6 8 89 8 G 


n 
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On ne peut faire que les quatre suppositions suivantes relatives 
i 6 et o: 
1) o et o sont tous les deux plus grand que |’un des nombres 
Gay. Bee's soy Ol 
2) 6 est plus grand que l'un des nombres s,, s,, ..., S, et 
o n’excéde aucun d’eux; 
3) 6 est plus grand que l'un des nombres s,, s,, ..., S, et 
6 n’excéde aucun deux; 
4) 6 et o’ n’excédent aucun des nombres s,, s,, +--+, S,- 
Nous nous occuperons de chacun de ces cas séparément. 
Dans le premier cas le systeme 
G, S81) Sg, +++) Say 
doit faire partie d’une suite de Bernoulli. 
Kt comme le nombre de termes de ce systéme est moindre que 
m — m, la plus courte de ses périodes 
Oy Gig Meg 0-09 & 
sera en méme temps en vertu de notre admission la période d’une suite 
de Bernoulli. 
Quant 4 la plus courte période du systeme R, elle sera 
r—i1 r—i1 r—1 
ey 
6 8 8, 
Dans le deuxiéme cas le systéme 
Gy 815 Spy w 0 09 Sn 
doit faire partie d'une suite de Bernoulli. 
Et comme le nombre de termes de ce systtme est moindre que 
m' —m, la plus courte de ses périodes 
6, Spy Soy ee ey & 
sera en méme temps en vertu de notre admission la période d’une suite 
de Bernoulli. 
Quant 4 la plus courte période du systéme J, elle sera 
f—1 r—1 ¢—1 
ey yy me 
6 8 8, 
Dans le troisitme cas le systéme 
Os. Mey +s sj Mg 
doit faire partie d’une suite de Bernoulli. 
Et comme le nombre de termes de ce systéme est moindre que 
m’ —-m, la plus courte de ses périodes 
Spy Soy ee ey Sty Sra 
sera en méme temps en vertu de notre admission la période d'une suite 
de Bernoulli. 


Mathematische Annalen, XIX. 3 
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Quant a la plus courte période du systéme BR, elle sera 


r—i r—il r—1 r—1 
=——, vr, —=——, Yr, wey =, vr, —s ee 
6 Sy 8, §.41—6 


Enfin dans le quatriéme cas le systéme 
Bey Son 0 <9 
doit faire partie d’une suite de Bernoulli. 
Et comme le nombre de termes de ce systeme est moindre que 
m’ — m, la plus courte de ses périodes 


. 
S55 Soy e+ ey Sty Sips 
sera en méme temps en vertu de notre admission la période d’une suite 
de Bernoulli. 
Quant a la plus courte période du systeme R, elle sera 


r—i1 r—i1 r—l1 r—1 
——, 7, enn 8) ey en Sloe" + 
6 8; 8; S141 —6 


Dans tous ces quatre cas la période la plus courte du systéme FR sera 
évidemment la période d’une suite de Bernoulli. 
C’est ce qu'il fallait démontrer. 


Théoreme. 
Quelques soient les quantitds réelles a et b et le nombre positif entier 
N, la période la plus courte du systéme 


F (a+b)—F'(b), F(2a+b)— F(a+),..., #(Na+b) — F((N—1) a+) 
sera en méme temps la période de la suite 
Au Pp Al 9 P 7 " p 
.., F(—2 + 0)— F(—22 46), F@)—F(—* +8), 
Al Pp ie 7 
F(z + 0) — F(6),.,.. 


ou . est Tune des fractions principales ou intermédiaires convergentes a a. 


Le nombre © peut étre choisi de maniére que 
F(b)= FF), 
F(a+b)= F(£ +6), 
( = P 
Fa +)=F(2? +0), 


F(Na+b)=F(N2 +8). 
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Démonstration. 
Développons a en fraction continue 


1 
ee ee, 
+ 1 
a, _ IS 
O41 T: 
et considérons en méme temps les fractions rationnelles 
P 1 
== @&, — | : 
Q, 0. + oy + ~ ; 
e,+ 1 
1 


avec les différents indices x. 
Il est évident, que pour tout nombre N donné lindice x peut 
étre choisi tel, que 
P 
k 


Fla+b)=F ( Q te b), 
k 
P 
F2a+b)=F (2 0, + b), 
k 


F(Na+b)=F (wv o +0). 
Dans ce cas le systeme 
F(a + 6) — F(b), F2Qa+ 6) — F(a+ D),..., 
F(Na+b)—F((N — lh)a+b) 
fera en vertu du lemme II. partie de la suite périodique de Bernoulli 
(gy Bez, «oy yy Me). 


Conformément au lemme IV. la période la plus courte de ce 
systeme sera en méme temps période d’une suite de Bernoulli 


(Bn, Bi-1, secs B,, By). 
Il est facile de voir, que les nombres 
By, B;, eee Br—1 
doivent étre respectivement égaux 4 


Hy, Hy, ee ey Hp—-t 
et les nombres 
h, B, 


ne peuvent excéder respectivement 


XH, Xj. 
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7 — F((m — 1)? +0’), 
ou 


dere a 1 
hs ede Te 


Be + - 


et 
ma 1, 2,3,..., N. 


Et si nous prenons 


0 —0' + F(b) — F@) 
F (8) = F(b), 
e+ nee. 


nous aurons 


F (wv? 9) = F (Na+). 


Notre théoréme est donc complétement démontré. 


St. Petersbourg. 


Question de Jean Bernoulli. 





En vertu du lemme III. nous aurons pour une quantité 0’ 


F (ma + b) — F((m— }) a+b)—F(m*? 


+ 6’) 
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Sur les propriétés métriques des courbes gauches dans un 
espace linéaire & » dimensions. 


Par 
G. E. A. Brunet a Abbeville. 


o 

Considérons » quantités, %,, 2... %,, pouvant varier de — co 
+ oo; nous regardons ces » quantités comme constituant un champ 
nm variables ou espace a n dimensions. 

Si on donne un systéme particulier de valeurs & 2,, 7 ..+ ®ny 
aux coordonnées, nous dirons que ce systéme de valeurs représente un 
point. ; 

Lorsque entre les coordonnées %,, 2... %, nous aurons une, 
deux ... k équations, nous dirons que ces équations représentent un 
espace i »—1, nm — 2,..., » —k dimensions détaché dans l’espace 
i dimensions; si en particulier le nombre des équations considérées 
est égal 4 nm — 2, nm — 1 ou m, nous conserverons aux espaces a 2, 
1 ou O dimensions correspondants le nom de surfaces, de courbes, ou 
de points. 

Dans le cas od les équations sont linéaires, nous parlerons d’espaces 
linéaires & » — 1, n — 2,...,4, 3 dimensions, de plans et de droites 
et de points*), 

Tl est dés lors facile de voir qu’un espace linéaire & p dimensions 
est en général défini par p + 1 points. Etant donnés les p + 1 poinis, 
on peut immédiatement écrire les équations de cet espace, par exemple 
sous forme de matrice. Nous pouvons dire aussi qu'un espace a p 
dimensions est en général défini par p droites passant par un méme 
point. 


oe 


o 


*) Ce sont la les plans, biplans, ..., (n — 4)-plans, (n—3) - plans, (n—2)-plans, 
droites et points de M, C. Jordan (Essai sur la géométrie a n dimensions. 
Bulletin de la Société Mathématique de France. t. Il, pp. 103—173). Voir aussi: 
H. d’Ovidio: Les fonctions métriques fondamentales dans un espace de plusiewrs 
dimensions et de courbure constante, Math. Annalen, t. XII, pp. 403—418, Atti 
della Accademia dei nuovi Lincei 1877, pp. 929—986. 


38 G. E, A. Bronet. 


Considérons en particulier une droite 
Lj = 4%, + bi, t=(1,2,---,n—1), 
la droite, passant par l’origine 
Bwat,, t=(1,2,---,-n—1), 

sera dite paralléle & la premiére. Etant données dans un espace a 
p dimensions p droites passant par un point et déterminant comple- 
tement cet espace, les p droites passant par l’origine et paralléles a 
celles-li déterminent un espace linéaire & p dimensions qui sera dit 
paralléle & espace donné. 

La distance de deux points x, y, sera V (,—Yy,)*-+- +++ (an — yn). 
Nous dirons dans ce cas, le seul que nous considérons ici, que notre 
systéme de coordonnées Ow,2,--+%, forme un n-édre rectangulaire. 


é 
Monsieur Jordan a montré*) que deux espaces linéaires étant 


donnés, il y a des fonctions de leurs coefficients qui demeurent in- 
variables par une substitution orthogonale. 
Etant données deux droites passant par l’origine 


x, Xe ae Ms vy 
a, As a,’ 
x, Xe famed x, 
ey Os we" 


Yexpression : 
( 24, «,.)? 


aa, - £a,* 


(1) cos? 9 = 


est un tel invariant, et on appelle 0 V'angle des deux droites. Si Von 
a deux espaces linéaires, l'un & p dimensions, |’autre 4 q dimensions, 
on peut caleuler au moyen de la formule (1) l’angle de deux droites, 
lune située dans le premier espace, l’autre située dans le second. On 
obtient aussi une expression dont les maximums ou minimums sont 
des invariants et qui définissent ce que l'on appelle les angles des deux 
espaces. 

Si Yon a spécialement deux espaces linéaires 4 p dimensions 
passant par lorigine et définis chacun par un systeme de’ p droites 
passant par lorigine: 





Gy, Hn °° * Gin, od | as * Bn, 
(2) P As Ayo len, TT Oly | Hoy Gen, 
Apt Up2 Apn) Opt One anny 


*) C. Jordan. 1. c. p. 122. 








(4) 0: 


linéa 
q din 
aura 
parle 


on | 


(6) 


pa 








ple- 
dit 
™ ae 


tre 
ire, 
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application de la méthode de M. Jordan nous permet de former 
léquation qui donne les cosinus des angles des deux espaces, Posant 


n n n 
~~ 
(3) Be Gi Ai = (4 Ay), > Oy; Ops == (0, Ox), 2 Ai Ces = (My M), 
=! t=] s=1 


l’équation se présente sous la forme du déterminant symétrique: 





cos®-(a,a,) cos O-(a,a,) ---cosO-(a,ap) (Qa) (Ay Oty) 

cos Q-(a,a,) cosO-(a,a,) ++ cos O-(a,ap) (@gc;) + (yep) 
(4) O=|cosO-(a,a,) cos O-(apa,) -- cos O-(apap) (Qp@,) > (GpG&p) |: 
(¢, a4) (@,@) ++ (@,@,) cosO-(a, eutimectes @ i“) 
(@¢p@) (@pQ) +  (@pGp)  cos® (apa,)-- £08 O-(tyt,) 


Cette équation est de degré p en cos?®, mais si les deux espaces 
linéaires 4 p dimensions qui nous occupent ont un espace linéaire a 
q dimensions commun, g des angles sont nuls et |’équation en cos*® 
aura q racines égales 4 l’unité*). Si g = p — 1 il n’y a a proprement 
parler qu’un angle formé par les deux espaces. Posons: 





(a “) @) +++ (ay) | 
Ase — : « > 
(5) tee ety) © “sy: + (Gp Gp) | 
(yy) (Gy By) » +> (4 dp) (1 @) (yy) + + (Oy My), 
Baa =| . . . ‘ . . . 1s Avc= . . . . . . . el, 
\(@p Gy) (Ap Ay) +++ (Ap Ap) (Mp @,) (@p ey) +++ (ty yp) 
on a pour déterminer cet angle la formule: 
29 A}, 
i aa Baa ise a? 
(6) d’ot 
: 29 Baa . Bean — Dia 
sin? Q = or 


aa 


Arrivons maintenant a l'étude des courbes gauches dans un espace 
% mn dimensions. Une courbe gauche est par définition représentée 
par un systéme de x — 1 équations entre les coordonnées 2, %,, +++ Xp: 


PF, (%, %- °* In) = 0, F, = 0, o*% F,-1 = 0; 


*) Voir dans ’ Essai de M. Jordan la définition des différents ordres de 
parallélisme. 
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nous supposerons ici que #,,%,--- 2%, sont donnés comme fonctions 


d'une variable indépendante ¢ qui admettent des dérivées jusqu’a 
Yordre n. 


(7) @, = 2(t), Ly = H(t), +++, Tn = Hn (2). 

Nous désignerons par a2” - - - x”) les dérivées premiére, seconde, 
-- + pitme de x par rapport 4 la variable ¢. 

Par p+ 1 points de la courbe, on peut faire passer un espace 
linéaire & p dimensions. La méthode employée dans l’espace a trois 
dimensions pour déterminer le plan osculateur en un point d’une courbe 
permet ici de démontrer que l’espace & p dimensions déterminé par un 
point M, de la courbe et p points voisins a une limite lorsque ces 


derniers se rapprochent du point M, et que cette limite est représentée 
par les équations: 


X,—2, X, — 2--- Xn — Lp 


, , 


xy Ly tee Ln | 
(8) a,” a” ad 3 -" hme. 0, 
x,'?) x,'P) ewe L,'P) 


ou bien encore par les suivantes 
, +0 , 
ai i= i a ece » Xj D ‘ =e 2 “ee x 
(9) X U; == A, aj + A, ai" + + Ap, xf?) t=(1,2 n) 


Nous appellerons cet espace espace linéaire a p dimensions oscu- 
lateur au point M,. Pour p=1 nous avons une droite 4 laquelle 
nous conserverons le nom de tangente au point M,. 

Au point de la courbe voisin de M, et répondant 4 une valeur 
de ¢ égale & ¢ + dé lespace linéaire & p dimensions sera donné par 
les équations 


(10) Xp — ae — my ed E egas” H+ + $ py i”) ahr de 
Les espaces linéaires & p dimensions menés par l’origine paralleéle- 
ment & (9) et (10) sont définis par les deux systémes de p droites 
suivants 
By By ttt Be 


” 


” 
xy Ly ee Ln 


” 


x,{) x,'?). - + 2,'P) 


, 


x 


_ ‘* 5 o@ 
av X a. Xn 


aP tg Ptdt al?) + x lrtdt..- x) + x,(Ptdt, 








ces d 
Yon « 


(11) 


ou 
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Il est manifeste qu’ils ont un espace & p — 1 dimensions commun; 
ces deux espaces osculateurs ne forment done qu’un seul angle que 
lon déterminera au moyen des formules (6) 


AT — B? 


ite 
(11) SIN’ Oy) =r 
ou 
| Sai? Daa” .-- Saal) | 
Sau” Sw"? «+. Ta" g)| 
A= P 
| Saag”) Da" gl)... Deor | 
Zax? Zax x" oes Lat (ap) + get) dt) | 
ae Za x" z2"’ vee Dae” (ale) Pt) dt) | 
=| ? 
| | 
(Dal (v4 gtNdt) Lx" (a) verde) --- Te+cendt? | 
Sal? Sala” --- Da’ (ee)+ gle+ dt) | 
r— Dau” La" «+. La’ (wle)+ alert) dt) . 
by | Sag”) Da” gle)... Dx) (ar) + ge+ dt) | 
Le numérateur se réduit immédiatement a 
| Da’? Sala’. Sa wlP-Y) Za’ wl) | || Da? oe Da gr) Saget | 
Zax" Ta"? . Lax" gr) 
dt? | | 
Zev gr-) . E ; Dal gP-Y .. SglP-—Y DalP-Y gle+ | 
Dax xP) i Bee . Sale” | Dal glPth ... Dale—-V glet) Sqtetn | 
| Sa’? oe Sax ale) Da’ alet) 2 


Val gle) ow. Egle Da lP—1) glP+0)) 
| 
| Dal atP) oe DalP—Valp) Daly) gle+y) | 


Or si l’on considére le déterminant symétrique: 
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| Sa’ Za a’--+ La gry Zax x) Za’ get) | 
ae” ae sae co .2 8 Se a fe ee ee ae 

| . . . . . «et . . . . . . . . . . . e . . 

| Da’ gle-)) wee) Zglerw Tale) ge) Dale") gery |? 
Dax xP) --. ZelP-VglY De" DaP) glp+h 
Dx a'e+) wee DylP-)) get) Daly) glet) Solp+) 


| 


le coefficient de dé? es+ un mineur dordre 2 formé avec les élé- 
ments du déterminant réciproque du déterminant que nous venons 
décrire. Il est done égal au produit de ce déterminant par le mineur 
complémentaire 


2x’? 2x x" Da gle-h) | 
Dx x" dz"? Da" ¢e-) | 
| \" 

Da eP-D Do" gle—Y Ssee-¥ 


Or en posant: 


% dy, en i 
” aa ” | 
. x x. &. } 
(12) M,=|' ™ 
| LP) gy'P) 2, {?) 


et désignant par le symbole M, la somme des carrés des déterminants 
contenus dans la matrice écrite, nous déduisons de la formule en sub- 
stituant l’arc infiniment petit au sinus, divisant par d?* et remplagant 
au dénominateur le second déterminant par le premier, conime on 
peut le faire: 


do, \? M,.,, MU. 
‘ dg Bee ee a 
(13) ( dt ) vette 


D’autre part, nous déduisons de l’expression qui donne la distance 
de deux points, en l’appliquanf 4 deux points infiniment voisins et 
situés sur la courbe ce que nous appelons |’élément d’arc de la courbe, 
nous obtenons ainsi: 


(14) ds,? = (a? + w/* +---+ 2,'*) dt?, 
ou bien simplement avec la notation que nous avons introduite: 
ds, = M, dt?. 

Nous appellerons p‘*”* courbure de la courbe au point M, le rapport 
do rem : ' 
=, limite du rapport de langle des deux espaces osculateurs i p di- 

1 
mensions aux extrémités d’un are infiniment petit ds, 4 cet are in- 
finiment petit. Nous désignerons par R, l’inverse de la pi*™* courbure 
et nots appellerons R, le rayon de p‘** courbure. Les formules (13) 
et (14) nous donnent alors 












(15) 


$i 0! 
fore 


on | 
(16) 


forn 
qui 

n — 
cour 
n— 
cque 
cow 


on | 
la | 
fone 


la ¢ 
dim 
ven 
sans 
n— 
espi 
en 

jusq 


que 
cou! 
coul 
il fi 
sent 


Cel: 





é- 
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nce 
et 
be, 


ort 
 di- 


ure 


(13) 
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(15) (Sr)'= tt Mp Mp1 
ds, R,* M, M, 





Pour p = 2 et p= 1 on trouve: 
1 mM, 1 M, 


Re Me? RY My? 































si on pose M,=—1, comme le calcul de sin? , montre qu’on doit . 
forcément le faire. Des relations 


1 ie 1 M,_1My41 
BS Mh ep i) out 

1 1 MM, oo 

Re M, Me’ Rk? MM MW’ 
on déduit: 

1 <= My41 
(16) R; R; Ry ss P R2?- *R?? inl ceri ier 
1 


formule connue dans l’espace 4 3 dimensions (p = 2). Dans tout ce 
qui précéde p peut recevoir une quelconque des valeurs 1, 2, ---, 
n—2,n—1. Nous avions précédemment reconnu en un point d'une 
courbe située dans un espace linéaire ad mn dimensions Vexistence de 
n —1 espaces linéaires osculateurs dont nous avions déterminé les 
equations; nous trouvons maintenant en un point n — 1 rayons de 
courbure pour lesquels nous avons une formule générale. 

En général M, n’est pas nul en tous les points de la courbe. Si 
on avait en tous les points de la courbe M, =—0, on sait que c’est 
la la condition nécessaire et suffisante pour qu'il y ait entre les 
fonctions %,, , +--+, ®» de la variable ¢ une relation linéaire 


1,2, + 1% + +++ + Indn + m=O, 

la courbe serait done située dans un espace linéaire d’un nombre de 
dimensions inférieure 4 ». Il résulte aussi du théoréme que nous 
venons de rappeler que si M,,; == 0 en tous les points de la courbe 
sans que cela ait lieu pour J, il y aura entre les fonctions x,, 2, -+-, Xn, 
n — p relations linéaires et par suite la courbe sera située dans un 
espace linéaire 4 @ dimensions. Remarquons enfin que si M,4,; = 0 
en tous les points il en sera évidemment de méme de M4. --- 
jusqua M,. 

En certains points de la courbe on aura M,,=0(; ce sont les points 
que l’on peut appeler d’aprés Cayley points stationnaires. Pour les 
courbes algébriques le nombre de points stationnaires est fini. Une 
courbe ne contient pas en général de points pour lesquels M,_, = 0; 
il faudrait pour que l’on ait des points tels que les m équations repré- 
sentées par VM, = 0 eussent une ou plusieurs racines communes en ¢. 
Cela a lieu a fortiori pour M,-», M,-s --+ ete. 
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Etant données deux fonctions de ¢: %;, x, développées suivant les 
puissances de la variable, supposons que les développements commencent 
par une méme puissance de ¢. Appliquant alors la substitution 


(17) 


on peut disposer de © de maniére a faire disparaitre dans &; le coeffi- 
cient de la premiére puissance de ¢ qui entrait 4 la fois dans 2; et 2. 

Considérons dés lors notre courbe et supposons que M, soit un 
point de la courbe ne présentant aucune singularité. Si x,, 7, ++ +, an 
sont alors développées suivant les puissances de ¢ on pourra en em- 


n(n—1 ns . . . 
ployant au plus - oie — 5) fois une transformation analogue 4 la trans- 


§; = x; cos © — a sin O, 
E. = a; sin 0 + 2 cos O, 


formation (17) amener z,, 2, ---, 2, & la forme: 





' a» 
L, = a,t+ ae i a Pe Pte... timp, 





- Oe p24. 8 ep gti 

(18) Gy» if 
Ly = p! tP a cee + t+ fe» 

Gann my 
tL, = a t” -f- fetes. 


Les formules que nous avons données précédemment montrent 
que M, x, est la tangente, M, x, x, le plan osculateur, ---, M, x, x, --- 2» 
espace linéaire osculateur 4 p dimensions. A une distance infiniment 
petite de l’origine correspondant 4 une valeur infiniment petite du 
premier ordre de ¢, on voit que z, sera du premier ordre, x, du 
second, --- a,» du pm... a, du nim, La distance d'un point infini- 
ment voisin de.M, a Vespace linéaire ad p dimensions osculateur en M, 
est un infiniment petit du p+ 1” ordre. On aurait pu partir de 
cette propriété pour définir les différents espaces linéaires osculateurs. 

On trouve simplement pour l’expression qui fgurnit dans ce cas 
le rayon de p*”* courbure: 

1 2 
(19) ae PT 


“LS 2 
Rk ayy ay» 


Les formules précédentes permettent également de résoudre facile- 
ment différentes questions se rapportant 4 la comparaison d’infiniments 
petits relatifs 4 l’are de la courbe et a ses différents espaces linéaires 
osculateurs. 
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Les formules (18) et (19) nous apprennent que les projections 
orthogonales d’une courbe sur l’espace linéaire osculateur & p dimen- 
sions en un de ses points a en ce point mémes rayons de premiere, 
deuxiéme --- (p— 1)” courbure que la courbe primitive. Comme 
d’ailleurs l’élément d’are est le méme pour la courbe que pour sa pro- 
jection, il en résulte qu’au point considéré d@,, d@,,-- +, d@,_1 sont 
les mémes pour les deux courbes. De plus, et cela résultait évidemment 
de nos premiéres formules, l’espace linéaire & p dimensions contient 
tous les espaces linéaires osculateurs de dimension moindre relatifs au 
méme point. 

Supposons que la courbe proposée ait été projetée dans |l’espace 
linéaire & p dimensions osculateur en M, et menons dans cet espace 
un systeme de p coordonnées rectangulaires O, y,y.+-- Yp3; projetons 
encore une fois la courbe sur l’espace & p — 1 dimensions osculateur 
en M, ov nous prenons un systéme de p — 1 coordonnées rectangulaires 
O, 2,2, +++ %—13 nous y ajoutons O, z, paralléle 4 la perpendiculaire a 
Yespace O, 2,2, + + + 2p; menée dans O, y,y,--- Yp- En UM, nous avons 
dans l’espace linéaire 4 p — 1 dimensions un p— 1° M, DL, L,--. Dp-1 
formé par la tangente, la perpendiculaire 4 la tangente dans le plan 
osculateur, la perpendiculaire au plan osculateur dans l’espace a trois 
dimensions osculateur, ---, etc. Nous représentons dans le tableau 


suivant les cosinus des angles que font avec O, 2,2, - ++ 2» ces différentes 
directions 
ay & : & * Sp—-1 Zp 
L, By By» * Bri * Bi, pa 0 
L, Bo, Bo» ‘ Bai ’ Bo, p-1 0 
Ti Bx, 1 Bi, 2 ‘ Bx, i ? Bi, p-l 0 
Ly-1 Bp: Bp—1,2 > Bp-,i + Bp-t,p1 9 
% O 0 » 0 - 0 1 
Si de plus nous représentons dans un tableau analogue les cosinus 
des angles faits par les axes O, ¢,2,-+-+ + Zp avec O, Y,Yo- ++ Yp 
4 Yu Yt Yp—1,1 Op,1 
Yo Vie Yn Yp-1,2 9Op,2 
Yop Vip V2,p Yp—1,p Opp 


nous en déduisons par l’emploi du théoréme des projections généralisé 
un tableau nous donnant les cosinus des angles faits par M, L, L,++- Lp-12p 
avec O, Y,Yo- ++ Yp: 














Yp 


L, 8, 944 81; 0; Pp 
L, 8,, 94, de, 02» 
I; d; 1 Ore Ox: Oy Pp 
Zp 9pi Ope Op: Opp 
ol nous posons: 
. S5 k=1-2---p—1, 
= kiVil ¢ 
_ y T=—1-2.---p. 
Si nous supposons des lors que le p — 1* rectangulaire 


M,L,L,-+- Lp-1 se déplacant sur la courbe on ait les formules 
suivantes : 


api: = Bai da, 
d Bo; == Bs: da, — Bid, 
(s : = . ome 
(20) aBx: = Buss, i da, — Bras, i dea : I, ? »P ; 
dBp-1,i —_ 5 Byp—s,i d@y—2 


on en déduit: 


doy; = Ld By; “tii = da; > Bi +t, i i = day 1 2 Br, i Vit 


—_ Dns, da, -* Ox—1,, do, 1: 
On a ainsi: 


addy, = 02; da, 

(21) 9x1 = Op41,: day — Op-1,, doy-_; _— 1,2. oo 
dd,1,. = _ Op-2,1 d@p_2 
dd»: = 0 


Si nous considérons en méme temps notre courbe dans |’espace 
i p dimensions, au point M,, da,, daj_1, dp41,1, Ox-1,, sont les mémes, 
dd;,, se mesure dans l’espace & k + 1 dimensions osculateur en M, 
qui est le méme pour les deux courbes si k < p—1. Les formules 
précédentes subsistent done jusqu’a la (p — 2)" pour notre courbe 
dans l’espace & p dimensions. Nous remplacerons les deux derniéres par: 


ddr-'s! == & — dp_2,,d@p_2 


addy: = & 








de d 


espa 


est 
et |} 
et + 


(22 


Vé 


Vey 





aire 
ules 


be 
we: 








Propriétés métriques des courbes gauches. 


é, et «, étant deux termes complémentaires que nous nous proposons 






47 


de déterminer. Ces termes sont nuls si la courbe est située dans un 
espace linéaire & p — 1 dimensions, c’est 4 dire si d@,1 = 0; done 


& = & d@y-1 


» & 


, 
= & d@p—1. 


D’autre part, comme par hypothése notre systéme de coordonnées 


est rectangulaire: 


One + Oe + ++ + Opa + Op = 0; 


et par suite 


O12 d-O;,1 -- see + Op—1,1-Op_1,1 +- Opid- Op: =(Q, 


et on en déduit 
(22) & = @- O,..d@p1, 


= — 0 9p—1,: d @p_1. 


Si les équations de notre courbe sont: 


%=%0, %=y, (6), -- 


*> Up = Up (t) 


l’équation de l’espace osculateur & # — 1 dimensions nous fournit 
Yexpression de é,.,. On a par exemple: 


Yo 





, 


ee Yp 
is Vp 
| 





4 ’ 
Mp 1) (Y) 
eae 
| Ye" Yp 
M,_,(y) 
nal Re i oe 
| gyi? .0g (o- 
| Yo Pp) Yp Pp) 
| Yo “By yy Vp i} H YW Yp | 
Yo" “Yp” | yy" “Yp" | | yy" “Yy | 
a } J | + | | 
2 —2 2 —2) | —2 —2) || 
yo? deny? ) | y,? Dy |? » | y,? deny? ) | 
- —1 —1 —1) | | 
dé, - yal? Deny |? | ya? day? ) | | y?) ys?) 
M,_1 (y) 


L’application de la méthode qui nous a conduit de la formule 


(12) & la formule (13) nous donne ici: 


t=1 





> (229 Zz M,(y) My oY) __ (Sep )' 
dt a mM. co dt ? 


1 
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calculant d’autre part au moyen des formules (22) cette méme somme 
nous en tirons 
o? = 1. 

Nous pouvons prendre g = 1 (g = — 1 correspondrait a la direction 
opposée de la perpendiculaire Mz,). Comme les formules analogues 
aux formules (20) sont connues dans le plan et dans l’espace nous en 
concluons pour la courbe gauche dans un espace linéaire 4 » dimensions 
cette proposition*). Représentons dans le tableau suivant les cosinus 
des angles que font les droites M,L,L,--+ Ly, avec Ox,%, +++ ty, 
M,L, est la tangente en M,, M,L, la perpendiculaire a la tangente 
située dans le plan osculateur, --- M,L, la perpendiculaire a Vespace 
linéaire & p — 1 dimensions située dans Vespace linéaire osculateur a 
p dimensions, - -- M, L, la perpendiculaire a Vespace linéaire osculateur 
a n — 1 dimensions: 


x X x Xn 
L, Oy a, 7 Qi Qin 
L, Qo Qos G2, Asn 
L, Xp 1 ay 2 Api ay n 
Ln Oni One Ony~ Ay ny} 


on a les formules suivantes que nous appellerons formules de déplacement 
du n®* osculateur 


| 


day; 2, A, 
da@,= @,da,—  «,da, 


(23) 


Gos 1,2,--+, 0. 
dey; ad Op41,1d@, — Op—1,1d Oy 


dey, = — Q&n-1,1 dO,—1 


On peut aussi alors écrire pour les équations de l’espace linéaire 
osculateur & p dimensions: 


(24) X; — Ye Ay G1; a Ay G2; 4. eee + Ap&pi- 


Au point M, lespace linéaire & m — 1 dimensions perpendiculaire 
i la tangente a pour équation: 


2 (X; — 2;) a1; = 9. 


*) Formules de Serret-Frenet: Journal de Liouville, t. XVI, et XVIJ,. 
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L’intersection de cet espace linéaire avec la tangente 
Xi — 4 = A, O15 
donne 4 =O, ce qui était évident. 
Deux espaces normaux consécutifs auront une intersection qui en 
tenant compte des relations (23) est formée par les deux équations 


O35 
> (X;— 2) m1; = 0, > (Xi — 2) R, 
L'intersection avec le plan osculateur 
X; —_— Y= Ay 15 +- A, 2; 
se trouve alors en donnant & 4, et A, les valeurs 4, = 0, A, = QR. 
Considérons encore l’intersection de trois espaces normaux consé- 


cutifs 
[X= i) a a Oe 
Ta-sja-o, Sa-oH 190, 
bt 1 ad 1 7 
> (Xi 2) (Bie + ogee — its) —°. 
L’intersection avec l’espace 4 trois dimensions osculateur 


X; - {i> Ay 13 + A, 2; +- A, O35 


. 


—~ 1 ow 0. 





sobtient en donnant 4 4, 4,4, les valeurs 4, =0, 4,=R,, 4, = R,R,; 
remarquons qu’on peut écrire: 

— Rp (ar a, 
4m BG + Fy, ): 


Supposons que par k — 1 dérivations successives et par l'emploi 
des relations (23) nous ayons trouvé pour l’intersection de k espaces 
normaux consécutifs: 


(25) = (Xi— aj) 1; = 0, > (Xia) at —1=0,--,, 
1 
z (Xi — 2%) (Avex Aparaopa + +--+ + A,a@,) + By =O 

et que cherchant I’intersection avec 

Xi — Uj = Ay + Ayer) + + + + Ageen; 
nous ayons trogvé: 

; di 1, 
4,=0, A= RK, 4—R, (42+ 4), 


| a ae oe ins i ); 
= R, ( th R, ), Be aie tics ( - Ry» }? 


pour trouver l’intersection de / + 1 espaces normaux consécutifs, nous 
devons joindre aux équations (25) la suivante, obtenue en dérivant une 
fois de plus et employant les relations (23): 
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Dx =. x)! On44,i : + ay, Ax 


- +m 1,4 Ax 1 — @-2% 
—1 


= a 2, « Ax 3-— 





1 
+ a3; R + a; A, 


+ a2; r + 0; A 


+ B—A,=0. 
L’intersection avec 


X;— 4 = A, eit A, G2; + “pee 
donne pour 4,A, - - 
se détermine au moyen de |’équation: 


+a) — at 


+ Apps Ang Oey, 
- A, les mémes valeurs que précédemment et ayy 


wii 


Mais |’équation qui déterminait précédemment A, était 
Ay Ay + Ap—1 Ax + i 


d’oi on tire en dérivant ea par rapport a s: 


. + 2,4, + B, =0, 


+ A, “ds + Ay — 


Substituant dans aid (26) la valeur de i + Api Agi + 
+--+ 4,A,' qu'on obtient ainsi, l’équation devient ey ordonnant par 
rapport aux A: 














thése 
est d 


(28) 


A wi 
M,J 


ow 0 
M, | 
et le 
linéa 


espa 
linés 
cent 
celui 
@» ¢ 
a p 
(29) 


cour 
des 


(30) 
dot 
(31) 
et | 
(32) 
dod 
(33 


(34 
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Or les divers coefficients de A,A, ---+A,-1 sont nuls par hypo- 


ase, A, est égal le voit faci ea 

thése x est égal comme on le voit facilement 4 a 

est différent de 0 si nous avons affaire 4 un point non singulier, donc: 
’ di Ay 

(28) 4,=0, 4=R,, ++) A= (= + a): 


k=2,3---n—1 


A un point M, de la courbe correspondent donc en général n — 1 points 
M,M,:---M,---M,; le point M, est donné par les formules: 

X; —-— y= Ave + Ay G23 + eee + Ap Mp: 
ow on donne aux A les valeurs définies par les relations (28). Le point 
M, est situé dans l’espace linéaire & p dimensions osculateurs en MU, 
et les points M,_,--- M,, M, constituent ses projections sur les espaces 
linéaires osculateurs en M, & p — 1, ---, 2, 1 dimensions. 


p+ 1 points consécutifs de la courbe déterminent en général un 
espace sphérique & p—1 dimensions qui est contenu dans |’espace 
linéaire osculateur & p dimensions. Le calcul des coordonnées du 
centre de ces différents espaces sphériques osculateurs est précisément 
celui que nous avons fait pour déterminer M,M,---M,. La distance 
e, du point M, au point M, ou rayon de espace sphérique osculateur 
i p — 1 dimensions résulte des formules précédentes 
(29) Op? = A? + A? +--+ 4,7. 

Les mémes formules nous permettent de déterminer l’are de la 
courbe lieu de M,. En dérivant par rapport a s, et tenant compte 
des relations (23) et (28) on a 











: dX, @, Ana, te A 
S iiay — eS eee 
(30) >: ies R, 7 
dod 
ds, \2 t. hy 
(31) (32) — He, pendOs enh 
i P 
et pour p = ” on trouve simplement 
: dX; di, hs 
(32) Fem BPE), 
dod 
ds, \? di, 4,4 \* 
(33) (oy —(S +t): 
L’expression (30) peut s’écrire 
aX, do 
(34) ds, a a (cy Aptt Opp, i ay) ? 


p 


- SS ee 
Sidaetteteeeniremmnenmes : 
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En désignant par M, T, la tangente en M,, elle est d’aprés cette formule 
située dans le plan M,_,M, M,4:; on en déduit aussi immédiatement 





(85) o8(My-1 Mp Ty) = dps P*, sim Mpa My Ty) = by G2*, 
P 

c'est & dire que la tangente en M, est la perpendiculaire abaissée de 
ce point sur M,_,M,,,. Des formules (35) on déduit que la tangente 
en M, est la droite M, M,_,. Par des dérivations successives et |’appli- 
cation des relations (23) nous reconnaitrions qu’en M, le plan osculateur 
est le plan M, M,_:M,-2, - -- Vespace linéaire 4 p dimensions oscu- 
lateur en M, est l’espace M, M,_;--- My» et ensuite qu’en désignant 
par 2,,2,, -++, Q-+-Qr+ les angles qui relativement 4 la courbe 
M,, repondent aux angles @,, @, - - - @, +++ @,; relatifs & la courbe 
M, on a: 


(36) dQ, => A@n-1, dQ, => d@n-2, dQ, ss AOn—p eee AQ 1 = d@,, 


ce qui est la généralisation du théoreme de Fourier relatif aux 
courbes dans l’espace & trois dimensions. On connait d’ailleurs ds, , on 
peut done calculer les différents rayons de courbure en M, a la courbe 
lieu de M,. 

Si une courbe est tracée sur un espace sphérique 4 » — 1 dimen- 
sions la quantité 4,?>-+ 4,?-+----+ 4,? est constante et égale au 
rayon de la sphére. 

Occupons-nous de la réciproque. D’aprés la formule (32) pour 
que M, soit un point fixe, il faut et il suffit que : 

Cd di, Ana 
(37) 4, +H = 0. 


n—1 


Supposons 4, différent de 0, on peut écrire cette équation 


di, a, 
an “ds” + An yey —_ 0, 


n— 


ou bien 


a 


P| di, a ( A, n—2 a Ant 4n-3 
2 Sp (abt et) ta) + 


n—2 





a. « dee 
+4(—jt) +4 per 
c'est 4 dire en tenant compte des relations (28): 
di, di,_ di 1a 
dy ae ae ba St t+ 4, St = 0, 


3 ds 





dou: 


(38) arytaztargt.--+42=—C2 











alors 
moir 


ont 
a di 


on | 


(39) 


diff 
(40 
doi 


1; 
nou 


ay 


on 
lai 





mule 
nent 


R 


a) 


ie de 
rente 
ppli- 
iteur 
scu- 
nant 
urbe 
urbe 


10, , 


aux 
, on 
urbe 


nen- 


pour 


53 


Si cette condition est remplie, la condition (37) le sera aussi, et 
alors la courbe sera sur un espace sphérique & m — 1 dimensions, a 
moins que A, ne soit nul. 
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Proposons-nous comme application de déterminer les courbes qui 
ont en tous leurs points les mémes rayons de courbure. Nous avons 
& distinguer deux cas, suivant que ” est pair ou impair. 

Supposons » pair et prenons pour simplifier l’écriture n = 4. 
Des relations: 








a Seg Se . bat: RE 
ds R; ’ ds RR R, ? ds sry R; R; ? 
Se on ae 
ds R; 
| . a2 . . . 
_ on tire par des dérivations successives 
ll 
Boe, ; 
gat 1 Ms HE Cys: 
( 
(39) Poet 
ja Os + 6, G35. 


Eliminant entre ces deux équations a3; on en déduit une équation 
différentielle linéaire 4 coefficients constants: 


4 2 
A ce, j Bex, j 


Y Y 
(40) ‘t+ + C, “as? + C,m;= 0, 
dot nous déduisons: 
et; = m, Bi; cos — — m, Ba; sin —- + m, Bs; cos ~- — m, By; sin 
15 SS My Pri ay 1 P2i a, » P3i a » Psi 8 a,’ 
; Po : 
(@ = 1, 2, 3, 4); 
nous supposons 
2 2 
m,? + m,? = 1, 
a, et a, sont déterminés par |’équation: 
Y »2 oe 
C, — C,a* + C,a' = 0. 
De ce que en tous les points de la courbe on doit avoir 2a,? = 


on déduit que les 6 sont les cosinus directeurs d’un 4-édre rectangu- 
laire. Prenant de nouveaux axes paralléles & ce 4-édre, on a: 


s : 8 
Oy, = M, COB 7, Oy. —= — m, sin 7, 
8 a ps 


intégrant sans introduire de constantes, ce qui revient a un déplace- 
ment de J’origine, on a pour les équations de la courbe cherchée: 
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. s 
x, = m, a, sin a ’ Ly = m,a, cos ? 
Lt, == mM, a. COS 7 xz“, m 
. -oee de ? un . 


De méme dans le cas général on a 
; 8 Yr 7 9 
Tee-1 = MG SID ——, La, = M.A, COS — k=1,2---n 
k 

avec la condition 
(41) m,* + m* + ---+ m,? = 1. 

S'il s’agit d’un espace de dimension impaire, de l’espace 4 5 dimen- 
sions par exemple, on tire des cing relations (23) par des dérivations 

. Pets ; Boe, ; 2; 

successives -> =~ et - — qui ne contiennent que a; et a4;. Eli- 


minant «@; on a une équation différentielle linéaire 4 coefficients 


constants 
, as; y 2 Pats; , 
(42) C, dst +0, “ds? + C; =0, 
et nous en déduirons: 
cee » (bi s my By, in — oie? me By; +) 
. C25 = R,( all ot = —+ = -t a, 8G. 
i= 1,2,3,4, 5 
et en intégrant 
ty; = m, Bi; cos as m, Boi sin = +} — cos —*- 
cr a bs ag 


— m, Bx; sin a+ <i Bsi, i=1,2,3,4,5 


ott nous supposons: 
m,? +- m,? = 1. 

Or on reconnait que les 6 sont les cosinus directeurs d’un 5édre 

rectangulaire. Prenant de nouveaux axes paralléles & ce 5édre, on a 


8 . 
a), = mM, COs = Gig = — Mm, Sin ) 
a 1 
Pe aE = a 8 
G13 = Mm, COS a,’ a1, = — M, 81D Ce ’ 
ca ie 
bed | ‘1 +p? 


et en intégrant sans introduire de constantes: 


‘ 8 8 
x, = m,a, sin 5 Ly = M, a, COS = ‘ 


. 8s 8 
L, = Ma, SIN — “Ly, = mM, a, COS — 
3 we a, ? 4 22 ay ? 


(43a) 


ef de 
(43 b> 
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Daus le cas général, on a: 


(43a) Hop—1 = My Ay SiN od ‘ 22 = MA, COS aD ; 
a, a, 
k=o=1,2---", * 
et de plus 
(43 b ¥ 
43 b) Tanti = TF 8 


avec la condition 
m,? + m,? + +--+ m,? = 1. 

La courbe (43) est située sur un espace cylindrique de génératrices 
paralléles & Owz,4;, et dont la base dans espace perpendiculaire 
Ox, 2, +++ Xz, est une courbe ayant en tous ses points les mémes rayons 
de courbure, et elle coupe les génératrices sous un angle constant. 

Dans les espaces 4 dimension paire on peut déterminer des courbes 
algébriques ayant la propriété dont il s’agit; dans les espaces 4 dimen- 
sion impaire, ces courbes sont transcendantes. Pour ces courbes on 
peut caleuler facilement les valeurs des 4: 


RR 
4, =0, = Rh, 40, Yep, 
(44) ; R, Ry +++ Ry, , 0 
a gnpi = O---- 


~ 


Dans un espace & 2 dimensions on a 
A? + A,? +--+ + Asn = const. 
et comme Ag, est différent de 0 la courbe est sur un espace sphérique 
i 2m — 1-dimensions ce que montrent d’ailleurs les équations (41). 
Dans un espace 4 2m + 1 dimensions, on a également 
2 
Aye + A? +--+ + Agony = const., 
mais comme dz,4; = 0 on ne peut pas en conclure que la courbe est 


sur un espace sphérique 4 2 dimensious, Et en effet, cela n’a pas 
lieu, car alors 


d Ae nfl ; ‘ dy n Rg R; pay Ry n—1_ 
ds 7. ee 


et cette expression est différente de 0. 


Leipsic, 3. Juin 1881. 














Ueber die Anwendung der elliptischen Functionen auf Probleme 


der Geometrie. 
i. 
Von 


A. Hurwirz in Hildesheim. 


I, 


Bekanntlich ist die Gleichung 

(1) F (Ay, Ap) = A,A,? + 2B, A, + C, 
= A,A,? + 2B,A, + C, =9, 

wo A;, B;, C; ganze rationale Functionen zweiten Grades von 4; be- 
deuten, das allgemeine Integral der elliptischen Differentialgleichung: 
(2) sal diy re dh, : 

VB2—A,C, VB —A,C, 
Deutet man nun 4, und A, als Parameter zweier rationalen einstufigen 
Mannigfaltigkeiten M, resp. M,, so stellt die Gleichung (1) die all- 
gemeinste (2 — 2)-deutige Beziehung zwischen den Elementen dieser 
Mannigfaltigkeiten dar. 

Ks ist bekannt und durch eine leichte Rechnung ohne Weiteres 
zu verificiren, dass die rationalen Invarianten der vier Elemente von 
M,, welche durch die Gleichung 

B,? — A,C, =0 
bestimmt werden, mit denen der vier Elemente von M,, deren Para- 
meter die Wurzeln von 

B,? — A,C, =0 
sind, gleichen Werth besitzen. 

Diese zwei Mal vier Elemente sind offenbar diejenigen ,,Doppel- 
elemente“ von M, resp. M,, denen zwei zusammenfallende Elemente 
in MV, resp. M, correspondiren. 

Wir wollen uns nun irgend eine 2 — 2-deutige Beziehung zwischen 
den Elementen von M, und UM, gegeben denken. Dieselbe sei jedoch 
in dem Sinne allgemein, dass die vier Doppelelemente in M, wie in 
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M, vier getrennte Elemente sind. Wegen der Gleichheit der Invarianten 
kénnen wir nun die Parametervertheilung auf M, und MM, so treffen, 
dass sowohl den vier Doppelelementen in M,, wie auch denen in M,, 
die Parameter 1 1 

+ 1, — Fy + o Dane 3 


zufallen. 

Dann wird aber die Gleichung (1), welche die 2 — 2-deutige Be- 
ziehung darstellt, eine soleche Form annehmen, dass die aus ihr ab- 
geleitete Differentialgleichung (2) folgende wird: 

J ian . 
Vi- ive | 6 6hVi-we toe 





Gehen wir nunmehr von den Integralen zu den elliptischen Func- 
tionen tiber, so erhalten wir den Fundamentalsatz: 

1. ,,Sind zwei rationale einstufige Mannigfaltigkeiten (2—2)-deutig 
algebraisch auf einander bezogen, so ist bei geeigneter Wahl der Para- 
meterveytheilung die Beziehung so dargestellt, dass einem Elemente 
4, = sn u*) der cinen Mannigfaltigkeit die Elemente 

A, =sn(u+C) und A,” =sn(u —C) 
der andern Mannigfaltigkeit entsprechen. 
Dabei bedeutet C eine der Beziehung eigenthiimliche Constante, und 


die Parametervertheilung ist so zu treffen, dass den Doppelelementen in 
der einen wie in der andern Mannigfaltigkeit die Parameter 


1 1 

+ 1, — t, eae biedy <2 
beigelegt werden.“ 
Umgekehrt: 


2. ,,Ldsst man einem Elemente snu einer rationalen einstufigen 
Mannigfaltigkeit die Elemente sn(u-+C) und sn(u—C) einer zweiten 
solchen Mannigfaltigkeit entsprechen, so ist dadurch eine 2 — 2 -deutige 
Beziechung zwischen den Elementen der Mannigfaltigkeit festgesetet, deren 
Doppelelemente in der einen wie in der anderen Mannigfaltigkeit die 


Parameter +1,—1, + — _- + besitzen. 


*) Ich gebrauche die Gudermann’sche Abkiirzung von sinam vu. — 
Uebrigens habe ich nur um der Gewohnheit der Mathematiker zu folgen die 
Jacobi’sche Function sinam w eingefiihrt. An ihre Stelle kann jede andere 
zweiwerthige elliptische Function treten, entsprechend dem Umstande, dass die 
elliptische Differentialgleichung in die allgemeine kanonische Gestalt 


, dh, ra : & 
V (44 — a) (4, —b) (4, — €) (4 — +) Vag — a) (Ag — b) (Ap — €) (4g — ) 











gesetzt werden kann. 
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A. Hurwirz, 


In Bezug auf den letzten Satz ist jedoch zu bemerken, dass in 
dem einen Falle, wo die Constante C einer halben Periode von sn wu 
gleich ist, die 2 — 2-deutige Beziehung in eine projectivische Be- 
ziehung zwischen den Mannigfaltigkeiten ausartet. 

Ich fiige den Sitzen 1. und 2. noch einen dritten allgemeinen 
Satz hinzu, der jedoch von geringerer Bedeutung ist. 

Je vier Elemente a, b, c, d einer einstufigen rationalen Mannig- 
faltigkeit bestimmen niimlich drei quadratische Involutionen. Denn 
vier Elemente kénnen auf drei Arten in zwei Elementepaare angeordnet 
werden (ab, cd; ac, bd; ad, be;), und durch zwei Elementepaare 
ist eine quadratische Involution eindeutig bestimmt. 

Unser Satz lautet nun so: 

3. ,,Sind zwei rationale einstufige Mannigfaltigkeiten M, und M, 
2 —- 2-deutig auf einander bezogen, so bestimmen die vier Doppelelemente 
von M, dieselben drei quadratischen Involutionen, wie die vier Elemente 
von M,, welche den Doppelelementen von M, entsprechen.‘‘*) 

Dass dieser Satz richtig bleibt, wenn man in der Aussage M, 
mit M, vertauscht, ist selbstverstindlich. 

Zum Beweise bemerken wir, dass in der Darstellung durch ellip- 
tische Functionen nach Satz 1. sowohl die Doppelelemente von M, 
wie auch die von M, die Parameter 


+1=sn(“), —1=sn(—-*), +4 = sn (“4 %), 


PP ek ( @, Or) #2) 
_ = Sn r ; ) 


erhalten. Daher haben die Elemente von M,, welche den Doppel- 
elementen von M, entsprechen, gleichfalls nach Satz 1. die Parameter 


Law Se, © ye eee—9, 
A, = sn(“ +2+0), 4, = sn(—“—° —C¢), 


welche Werthe paarweise einander entgegengesetzt gleich sind. Also 
liegen die Elementenpaare 4,, 4,; 4;, 4,; +1, — 1 und + ;) _ i 
harmonisch zu den Elementen 0 und oo. 

Die iiberhaupt médglichen Weisen, wie man die Werthe ~+- 1, 


+ + den Doppelelementen von M, und denen von UM, als Parameter 


*) Man kann dieses auch so ausdriicken: 
»Die beiden in Betracht gezogenen Elementenquadrupel von M, be- 
sitzen dieselbe Covariante sechster Ordnung.“ 
**) Die nach Jacobi mit 4K und 2iK’ bezeichneten Perioden von snwu 
nennen wir @, und m, respective. 
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zuweisen kann, liefern so, wie man leicht abzihlt, drei verschiedene 
Anordnungen der acht in M, betrachteten Elemente zu vier Elemente- 
paaren in Involution, womit dann unser Satz bewiesen ist. 

Die Siitze 1. und 2. enthalten Alles, was aus der Theorie der 
elliptischen Functionen, neben deren Periodicitit, in den Anwendungen 
auf die geometrischen Schliessungsprobleme*) benutzt worden ist, und 
ich lege besonderes Gewicht darauf, dass sie in der gegebenen geometri- 
schen Formulirung scharf das Gemeinsame bezeichnen in den Ueber- 
legungen, die von der Theorie der elliptischen Functionen aus zu den 
hierher gehérigen Theoremen hinfiihren. 

Auch die elliptische Parametervertheilung auf Curven vom Ge- 
schlechte 1 lasst sich auf unsern Satz 1. direct basiren. Bei der ebenen 
Curve 3. Ordnung z. B. braucht man nur die Parameter zweier Strahl- 
biischel, deren Mittelpunkte auf der Curve liegen, als Coordinaten 
einzufiihren. 

Ohne auf alles dieses niher einzugehen, sei es mir gestattet einige 
neue Anwendungen dieser fruchtbaren Methode zu geben, wobei es 
mir hauptsiichlich darauf ankommt zu zeigen, mit welcher Leichtigkeit 
sich dieselbe in der oben aufgestellten geometrischen Formulirung fiir 
geometrische Probleme verwerthen liisst. 


Il. 


Zur Abkiirzung der Ausdrucksweise will ich im Folgenden einen 
Punkt P einer Raumeurve 3" Ordnung einen Tangentialpunkt einer 
Geraden G nennen, wenn die durch P und G gehende Ebene die Raum- 
curve in einem von P verschiedenen Punkte beriihrt. 

Es ist klar, dass jede die Raumcurve nicht treffende Gerade vier 
Tangentialpunkte besitzt. Dagegen ist jeder beliebige Punkt der Raum- 
curve ‘T'angentialpunkt fiir jede beliebige ‘T'angente der Curve. Es sei 
nun eine Raumcurve 3" Ordnung C, und eine dieselbe nicht treffende 
Gerade G, gegeben. Durch G, legen wir alle méglichen Ebenen. 
Jede soleche Ebene schneidet die C, in 3 Punkten, und die 
Gesammtheit dieser Punktetripel bildet offenbar auf der Curve eine 
Involution 3'" Grades. 

Lassen wir nun je zwei Punkte der Raumcurve einander ent- 
sprechen, deren Verbindungsgerade G, trifft, so dass also in jedem 
Tripel der erwihnten Involution je zwei Punkte immer dem dritten 


*) In der That kommen alle diese Probleme auf die Untersuchung von 
2 — 2-deutigen Beziehungen zwischen rationalen Mannigfaltigkeiten hinaus. 
Siehe: Mathem. Annalen XV, pag. 8, wo diese Probleme auf ihren algebraischen 
Kern zuriickgefiihrt sind. 
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als entsprechende zugehéren, so ist damit eine 2 — 2-deutige Be- ons 
ziehung zwischen den Punkten der C, hergestellt. pun 
Ertheilen wir den Doppelelementen dieser Beziehung, also den 
Tangentialpunkten der Geraden G, die Parameter 
1 1 nun 
7a —t, + % me hab 
so wird die 2 —- 2-deutige Beziehung nach unserem Satze 1. der Art 
sein, dass dem Punkte sn w die Punkte sn(w+ C) und sn(u — C) 
entsprechen. Die letzteren Punkte sind aber dann auch zwei sich geg 
entsprechende Punkte und es folgt daher: best 
»Die Constante C ist ein Periodendritttheil — 3 so dass je drei He 
ven 


Punkten, die von einer durch die Gerade G, gelegten Ebene auf’ C, aus- 
geschnitten werden, die Parameter 


snw, sn(w+ *), sn (u + 23) 
zukommen.“ 


Den Tangentialpunkten A,, A,, A,, A, der Geraden G, ent- in 
sprechen dabei die Berthrungspunkte B,, B,, B,, B, der die Gerade 


G, treffenden Tangenten, jeder doppelt geziihlt. Unser allgemeiner my 
Satz 3. ergiebt daher, unter Beriicksichtigung einer bekannten Kigen- ie 
schaft der Raumcurve 3. Ordnung, folgendes Theorem: 
»Das aus den Tangentialpunkten einer Geraden als Ecken gebildete 
Tetraeder und das in gleicher Weise durch die Beriihrungspunkte der seh 
jene Gerade treffenden Tangenten bestimmte Tetraeder liegen so zu ein- 
ander, dass jedes Paar von gegeniiberliegenden Kanten des einen Tetraeders pu 
mit je einem Paar gegeniiberliegender Kanten des anderen Tetraeders mi 
4 Erzeugende eines Hyperboloides bilden.“ so 
Die 9 incongruenten Periodendrittel vertheilen sich bei Ausschluss dic 
des Periodendrittels 0 in vier Paare, wie 
% 9M, Mw gM, 
= »* =? a? 
Be ae HTM | 3%. und — 22. so 
( 
Wir sahen, dass bei Zuweisung der Punkte Ka 
sn u, sn(u + *), sn (u+2%), vs 
die durch diese Punktetripel gehenden Ebenen die Gerade G, ent- de 
halten. de 
Nach der Umkehrung unseres allgemeinen Satzes folgt nun: pr 


»Die durch die Schaar der Punktetripel 
Q Q 
sn, sD (u + =) Ye (u +2 +) 
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bestimmten Ebenen gehen durch eine feste Gerade G,, deren Tangential- 
punkte die Punktte +1, + > sind.“ 

Also: 

,Jeder Geraden G, sind iy Beeug auf eine Raumeurve 3 Ord- 
nung 3 andere Gerade G,, G,, G, eindeutig zugewiesen. Und gwar 
haben alle diese Geraden dieselben Tangentialpunkte.“ 

Man erkennt leicht die Richtigkeit der Umkehrung dieses Satzes: 

,Sind die 4 Tangentialpunkte einer Geraden in Bezug auf eine 
gegebene Raumcurve 3 Ordnung gegeben, so ist die Gerade 4-deutig 
bestimmt.*) Den iiberhaupt miglichen auf einer Raumcurve 3 Ordnung 
liegenden Punktquadrupeln entsprechend, ordnen sich also die siimmt- 
lichen Geraden des Rawmes in Gruppen von je vieren.“ — 

Eine Ebene durch G, schneidet die C, in den Punkten 


Q Q 
sn u, sn(u + —"), sn (w+ 2—*). 
Dann schneiden die durch Gs; und diese 3 Punkte gelegten Ebenen 


in den weiteren Punkten 
sn(u + “2. sn(u + > - —!); sn(u + 25% 4 *6), 
Q. 


Q Q Q Q 
sn(u +2 -£), sn(u + = +2-#), sn (w + 2-—— +3 -£ ), 
Hier lehrt der Augenschein, dass je 3 in eine Horizontalreihe ge- 

schriebene Punkte wieder mit G, in einer Ebene liegen. Folglich: 
»Legt man durch eine der 4 Geraden, die zu denselben Tangential- 
punkten gehiren, eine Ebene, verbindet die 3 Schnittpunkte dieser Ebene 
mit der C, durch neue Ebenen mit irgend einer andern der 4 Geraden, 
so bestimmen diese neuen Ebenen 6 weitere Schnittpunkte auf der C,, 


die sich auf zwei durch die erstere Gerade gehenden Ebenen vertheilen.“ 
Betrachtet man jetzt die 9 Punkte 


sn u, sn(u + ~"), sn (u +2 ="), p= 1, 2,3, 4, 


so erkennt man, dass sich der soeben ausgesprochene Satz in folgenden, 
mehr sagenden, einschliessen lisst: 

In Bezug auf jedes durch eine Raumcurve 3°” Ordnung bestimmtes 
Geradenquadrupel (G) gruppiren sich die Punkte der Curve threrseits 
zu je neun. Jede Ebene durch eine der Geraden von (G), welche einen 
der neun Punkte enthalt, geht zugleich durch zwei weitere dieser Punkte, 
der Art, dass sich die neun Punkte auf vier Weisen als Durchschnitts- 
punkte der Curve mit drei Ebenen eines Ebenenbiischels auffassen lassen.‘ 


Q Q 





*) Wir nehmen dabei stillschweigend an, dass die Punkte getrennt liegen 
und die zu bestimmende Gerade keine Tangente der Raumcurve sein darf. 
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Die Analogie dieses Satzes mit den Gruppirungssitzen der neun 
Wendepunkte einer ebenen Curve 3'* Ordnung ist in die Augen 
springend. 

Als bemerkenswerth, wenn auch in den obigen Siitzen implicite 
enthalten, ist noch folgender Satz anzhfiihren: 

»Aus den 16 Beriihrungspunkten der die Geraden eines Geraden- 
quadrupels treffenden Tangenten der Raumcurve lassen sich 4 Tetraeder 
bilden, so dass die Seitenfliichen irgend eines dieser Tetraeder der Reihe 
nach durch die 4 Geraden des Quadrupels hindurchlaufen.“ 


III. 


Wir betrachten auf einer ebenen Curve 3'* Ordnung zwei Punkte 
P und P’, und fassen diese als Mittelpunkte zweier Strahlbiischel auf. 

Nennen wir zwei Strahlen, von denen der eine durch P, der 
andere durch P’ liuft, dann einander entsprechend, wenn sie sich in 
einem Punkte der Curve 3'*" Ordnung treffen, so haben wir damit eine 
2 — 2-deutige Beziehung zwischen den Strahlbiischeln festgesetzt, 
indem jedem Strahle aus P zwei Strahlen aus P’, und umgekehrt jedem 
Strahle von P’ zwei Strahlen durch P zugehdren. 

Die Doppelelemente dieser 2 — 2-deutigen Beziehung sind im 
Strahlbtschel P die vier von P aus an die Curve gelegten Tangenten, 
im Strahlbiischel P’ die vier in gleicher Weise von P’ ausgehenden 
Tangenten der Curve. 

Nach unsern an die Spitze dieser Arbeit gestellten Sitzen haben 
diese zwei Tangentenquadrupel dasselbe Doppelverhiiltniss, womit ein 
bekannter Satz aus der Theorie der ebenen Curven 3. Ordnung auf's 
Neue bewiesen ist. Das allgemeine Theorem 3. liefert, auf die Be- 
ziehung zwischen den Biischeln P und P’ angewandt, folgenden Satz: 

»,Legt man von einem Punkte P einer ebenen Curve 3" Ordnung 
die vier Tangenten an diese und zieht von demselben Punkte aus die 
vier Strahlen nach den Beriihrungspunkten der vier Tangenten, die von 
einem ganz beliebigen andern Punkte der Curve ausgehen, so haben die 
beiden durch P laufenden Strahlenquadrupel dieselbe Covariante sechster 
Ordnung, die acht sie constituirenden Strahlen lassen sich also auf’ drei 
Weisen zu vier Strahlenpaaren in Involution anordnen.“ 

Dieser Satz ergiebt sich itibrigens auch unschwer aus bekannten 
Siitzen tiber die Hesse’ sche Correspondenz auf der Curve 3'* Ordnung *). 

Die von uns betrachtete 2——2-Correspondenz zwischen den Strahl- 
biischeln P und P’ wird nun nach Satz 1. analytisch so darzustellen 
sein, dass dem Strahle snuw von P die Strahlen sn(u+ C) und 


*) Siehe z, B. Schréter, Mathem. Annalen Bd. V, pag. 50. 
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sn(u — C@) von P’ entsprechen. Dabei sind die Strahlen durch die 
ihnen zukommenden Parameter bezeichnet. 

Verlangt man jetzt, dass der Curve 3" Ordnung ein Steiner’- 
sches 2-Eck einbeschrieben werden kinne, dessen Seiten abwechselnd 
durch P und P’ laufen, so sieht man, dass diesen Seiten als Strahlen 
der Biischel P und P’ die Parameter zufallen: sn uw, sn(u + C), 
sn(u-+2C) --- sn(w-+ (2n—1)C) und dass nothwendig der Strahl 
vom Parameter sn(wu-+2nC) mit dem Strahle sn w identisch sein, 
also 


Q 
C= — sein muss, 


wo Q eine Periode von sn u bezeichnet.*) 
Bei diesem Werthe von C ist es klar, dass 


sn(u + 2nC)=snu o 


unabhingig von dem Werthe von wu, woraus der Sate der Steiner’- 
schen Polygone folgt. 

Folgender interessante Umstand scheint bie jetzt dabei nicht 
bemerkt zu sein: 

»Lrgdnet man ein zu dem Punktepaar P, P’ gehiriges Steiner’ - 
sches 2n- Eck zu einem vollstindigen 2n-Seit, indem man die n durch 
P laufenden Seiten mit den n durch P’ laufenden Seiten zum Schnitt 
bringt, so liegen, falls n eine ungerade Zahl ist, immer n Eckpunkte 
des so erhaltenen vollstiindigen 2n-Seits auf einem durch P und P’ 
gehenden Kegelschnitt. Ferner bleibt dieser Kegelschnitt derselbe fiir 
alle unzihlig vielen Steiner’ schen Polygone, die zu P und P’ gehiren, 
auch liiuft derselbe durch vier von den 16 Punkten hindurch, in denen 
die vier von P an die Curve 3!” Ordnung gehenden Tangenten von den 
vier in gleicher Weise durch P’ laufenden getroffen werden.“ . 

In der That sind, wie schon bemerkt, 


sn &, sn(u +2. =); sn(u +4- =) tee sn(u + 2(n—1) ~) 


die Parameter der » durch P laufenden Seiten des Polygons und 


sn(u + =), an(u +3. evn sn (w+ (2n—1)-2-) 


die Parameter der m durch P’ laufenden Seiten. Ist nun » eine un- 


*) Die Werthe w, fiir welche 
“Qu + 2nC = = (mod, a, @,) 


und also auch snw=sn(w-+2nC), liefern nur singuliire 2n-Ecke der ve- 
angten Art. 
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gerade Zahl, so kommt unter den durch P’ laufenden Strahlen der 
Strahl vom Parameter sn (u + =) vor, und allgemein findet sich zu 
jedem der » Strahlen durch P je ein Strahl durch P’, dessen Argu- 


ment u+k- — sich von dem Argumente des durch P gehenden 


Strahles um -+- - , also um eine halbe Periode unterscheidet. Nach dem 


Ausnahmefalle des Satzes 2. sind daher die m Strahlen durch P pro- 
jectivisch zu den m Strahlen durch P’, woraus sofort die Richtigkeit 
des ersten Theiles unseres Satzes erhellt. 

Da die betrachtete Projectivitiit dadurch hergestellt ist, dass dem 


Strahle sn wu aus P immer der Strahl sn (u a >) aus P’ entspricht, 


so ist klar, dass der im ersten Theil des Satzes genannte Kegelschnitt 
fiir alle zu P und P’ gehirige Steiner’sche Polygone derselbe ist, 


und dass den Strahlen +1, + - von P die Strahlen +1, + + 
von P’, letztere in einer bestimmten Reihenfolge genommen, corre- 
spondiren. Damit sind auch die weiteren Theile unseres Satzes voll- 
kommen erwiesen. 

Ist m eine gerade Zahl = 2m, so folgt aus thnlichen Griinden: 

»Die 2m durch P laufenden Seiten eines zu dem Punktepaare 
P, P’ gehirigen Steiner’ schen 4m-Ecks lassen sich in m Strahlen- 
paare einer quadratischen Involution anordnen. Diese Involution bleibt 
dieselbe, welches der unziihlig vielen zu P und P’ gehirigen Polygone 
man auch auswihlen mag.*) Gleiches gilt von den durch P’ laufenden 
Seiten.“ 

Der letzte Satz lisst sich auch ohne Schwierigkeit mit Hiilfe der 
elliptischen Parametervertheilung auf der Curve 3' Ordnung erhalten. 
Dass sich ganz ahnliche Sitze fiir Raumcurven 4 Ordnung erster 
Species mit derselben Leichtigkeit aus unsern allgemeinen Siitzen er- 
geben, braucht kaum hervorgehoben zu werden. 


IV. 


Ich wende mich zu andern Anwendungen der an die Spitze dieser 
Abhandlung gestellten Siitze, werde mich jedoch dabei, da die Schliisse 
der Art nach bei allen diesen Anwendungen dieselben sind, theils auf 
kurze Andeutungen beschriinken, theils nur Resultate angeben. 

Die Gesammtheit der Kreise, welche zwei feste Kreise beriihren, zer- 
fillt — den beiden Aehnlichkeitspunkten der festen Kreise entsprechend 
— in zwei getrennte Schaaren. Irgend ein Kreis einer einzelnen 


*) Diese Involution ist eine derjenigen, von denen der Satz pag. 62 handelt. 
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* dieser Schaaren wird von zwei Kreisen derselben Schaar beriihrt, und 
a jede einzelne dieser Schaaren schickt zwei ihrer Kreise durch einen 
~ willktirlich gegebenen Punkt. 

Diese Angaben geniigen, um aus unseren allgemeinen Sitzen 
= einerseits die Richtigkeit der die Steiner’ schen Kreisreihen betreffenden 
a Siitze zu erweisen, andererseits den folgenden Satz mit Leichtigkeit 

herzuleiten: 
we Es seien zwei feste Kreise gegeben, von denen man sich den 
it einen M, innerhalb des anderen M, liegend denken midge. Ferner 
sei ein dritter fester Kreis M, gegeben, dessen Peripherie ganz in 
* dem zwischen den ersten beiden Kreisen liegenden Raume verlaufen soll.*) 
it, Wir betrachten nun die simmtlichen Kreise, welche in dem Raume 
tt zwischen M, und M, liegend diese beiden Kreise beriihren — M, von 
st, aussen, MZ, von innen — und wollen nun je zwei dieser beriihrenden 
1 Kreise einander benachbart nennen, wenn einer ihrer beiden Schnitt- 
k punkte auf dem festen Kreise M, gelegen ist. Hiernach ist klar, dass 
"e- jeder Kreis zwei Nachbarn besitzt, einen rechten und einen linken. 
ll- ,Construiren wir nun von einem der M, und M, beriihrenden 
Kreise als erstem ausgehend eine Reihe von Kreisen, von denen jeder 
n: spiitere der rechte Nachbar des unmittelbar vorhergehenden ist, so sind 
re zwei Fiille miglich: Entweder die Reihe ist commensurabel, d. h. wir 
n- kommen schliesslich zu einem ni Kreise, dessen rechter Nachbar wieder 
ibt der erste, Ausgangs- Kreis ist, oder dieser Umstand trifft niemals ein. 
me Welcher von beiden Fiillen nun stattfindet, hingt nur von der gegen- 
en seitigen Lage der drei Kreise M,, M,, M, ab, so dass die Reithe immer 
commensurabel ist, von welchem Kreise, als erstem, man auch ausgehen 
ler mag, wenn sie es ein einziges Mal ist.« — 
on. 7 
ter V. 
wer Endlich wollen wir noch eine Anwendung unserer Principien auf 
ein Beispiel machen, das einen eigenthiimlichen von dem aller bis 
jetzt bekannten Beispiele verschiedenen Charakter hat, und welches zu 
den interessantesten Problemen Anlass bietet. Ich habe diese Unter- 
al suchungen jedoch noch nicht vollstindig erledigt und muss mich daher 
sai auf wenige Bemerkungen beschriinken. 
uf Die ebene Curve 4" Ordnung und 4‘ Classe hat bekanntlich 
einen Doppelpunkt, zwei Riickkehrpunkte, eine Doppeltangente und 
ial zwei Wendetangenten. Sie hat das Geschlecht Null und hiangt von 
we einer wesentlichen, gegentiber linearen Transformation unveranderlichen 
sai Constanten, ihrer absoluten Invariante, ab. Als diese absolute In- 
variante kann man z. B. das Doppelverhaltniss der vier Parameter 
- *) Diese Lagenangaben sind nur der Anschaulichkeit wegen gemacht. 
Mathematische Annalen. XIX. 5 
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ansehen, die bei irgend einer auf der Curve festgelegten Parameter- 
vertheilung den beiden im Doppelpunkt vereinigten Punkten der Curve 
und den beiden Riickkehrpunkten zufallen. 

Liisst man nun zwei Punkte dieser Curve sich entsprechen, wenn 
ihre Verbindungsgerade die Curve in einem dritten Punkte beriihrt, 
so hat man dadurch eine 2 — 2 Correspondenz zwischen den Punkten 
der Curve hergestellt. Bei geeigneter Vertheilung der Parameter auf 
die Punkte der Curve werden dann dem Punkte vom Parameter sn u 
die Punkte sn(w-++C) und sn(w — C) correspondiren. Der Werth 
der Constanten C und der Modul & von sn wu werden dabei offenbar 
Functionen der absoluten Invariante der Curve sein. 

Verlangt man nun, dass ein eigentliches (nicht singuliires) »-Eck 
existirt, welches der Curve gleichzeitig ein- und umbeschrieben ist, 
d. h. dessen » Ecken auf der Curve liegen, wihrend gleichzeitig seine 
nm Seiten Tangenten der Curve sind, so muss die Constante C ein 
Perioden-n-Theil sein, und folglich giebt es unzahlig viele solche 


n-Ecke, wenn es ein einziges giebt. Die Bedingung aber, dass C 


der n'* Theil einer Periode sein soll, liefert fiir die absolute Invariante 
der Curve eine algebraische Gleichung mit Zahlencoefficienten. Nach 
alledem kénnen wir sagen: 

»Die ebenen Curven 4” Ordnung und 4" Classe theilen sich in 
zwei Gruppen. In der einen Gruppe finden sich nur solche Curven, bei 
denen keine n-Ecke existiren, welche der Curve zugleich ein- und um- 
beschrieben sind. Dagegen theilen sich die Curven der andern Gruppe 
— den ganzen positiven Zahlen entsprechend — in unzihlig viele Classen. 

Fiir jede Curve einer solchen Classe giebt es unzihlig viele n- Ecke, 
welche der Curve sugleich ein- wnd umbeschrieben sind, und die abso- 
luten Invarianten der Curven derselben Classe sind die Wurzeln einer 
algebraischen Gleichung mit Zahlencoefficienten.“ 


VI. 


Es sei schliesslich noch folgende allgemeine Bemerkung gestattet: 
Wie der Fundamentalsatz der Algebra durch seine geometrische 
Formulirung im Correspondenzprincip zu einem der fruchtbarsten Werk- 
zeuge geometrischer Forschung wird, so gewinnt jeder analytische 
Satz, welcher einer ahnlichen Umsetzung fihig ist, durch diese eine 
grosse Beweglichkeit in seiner Anwendbarkeit. Die obigen Entwick- 
lungen bilden ein neues Beispiel fiir diese Thatsache. 

Wie in ahnlicher Weise das Abel’sche Theorem ausgenuizt werden 
kann, denke ich demnichst zu zeigen. 


Leipzig, den 22. Juni 1881. 
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Zur Transformationstheorie der elliptischen Functionen. 


Von 


A. Hurwitz in Hildesheim. 


Betrachtet man den Modul & des elliptischen Integrals erster 
Gattung als Function des Periodenverhiiltnisses @, so ist bekanntlich 
eine Haupteigenschaft dieser Function in dem folgenden Satze aus- 
gesprochen: 

»Zwischen den Werthen k(w) und k(@,) besteht eine algebraische 
Gleichung, wenn die Argumente o und w, eine. Relation der Gestalt 

aaa, +ba-+ca,+d=—0 
befriedigen, wo a,b,c, d ganze Zahlen sind, deren Determinante 
ad — be positiv ausfallt.«*) 

Es kniipft sich nun naturgemiiss an diese Eigenschaft des Moduls 
die folgende Aufgabe an, deren Erledigung der Zweck der vorliegenden 
Arbeit ist: **) 

»Alle algebraischen Gleichungen zwischen @ und @, 2u bestimmen, 
welche der Anforderung geniigen, dass die Werthe k(m) und k(a,) 
selbst algebraisch zusammenhingen, wenn w und w, threrseits jene 
algebraische Gleichung befriedigen.“ 

Den nachfolgenden Entwicklungen vorgreifend will ich gleich hier 
das Resultat unserer Untersuchung in folgendem Satze aussprechen: 

Unter allen algebraischen Gleichungen geniigt nur die in @ und a, 
bilineare Relation mit ganzzahligen Coefficienten und positiver Deter- 
minante der gestellten Anforderung. 


*) Der Modul & tritt hier und im Folgenden nur als Repriisentant einer 
ganzen Functionsclasse, nimlich der endlichwerthigen Modulfunctionen von end- 
lichem Index auf. Es ist nur der concreteren Darstellungsweise halber, dass ich 
mich auf die Betrachtung des Moduls beschriinke, eine Beschriinkung, die iibrigens 
bei den anzustellenden Untersuchungen um so weniger verschligt, als jede andere 
Function der genannten Classe von Transcendenten eine algebraische Function 
des Moduls ist. 

**) Es ist dieses dieselbe Aufgabe, auf welche ich im XVIII. Bande dieser 
Annalen, p. 566, gelegentlich hingewiesen habe. 


5* 
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Indem ich mich dem Beweise dieses Satzes zuwende, will ich an- 
nehmen 


f(a, @,) =0 
sei eine Gleichung, welche die geforderte Eigenschaft besitzt. Dann 
kénnen wir zunichst voraussetzen, dass diese Gleichung irreductibel 
ist, denn widrigenfalls wiirden. wir einen irreductibeln Factor der- 
selben in Betracht ziehen. Tragen wir nunmehr successive w + 1, 
a-+2, o+3,---, an Stelle von @ in unsere Gleichung ein, so 
miissen wir schliesslich zu einer Zahl +» kommen, so dass die 
Gleichung 
f(a +n, a,)=0 


mindestens eine Wurzel @,° liefert, die mit einer Wurzel o,° der 
urspriinglichen Gleichung 

f(@, @,) =0 
aiquivalent ist, das-heisst in folgender Weise zusammenhingt: 


aa, + B 
wobei ad — By —1 ist und «, B, y, 3 ganze Zahlen bedeuten. 

In der That, der Modul & kann nur dann fiir verschiedene Argu- 
mente @,° und @,° denselben Werth annehmen, wenn dieselben in 
der angegebenen Art zusammenhiingen.*) Fiir die Argumente @, a+ 1,---, 
nimmt der Modul aber nur eine endliche Anzahl von verschiedenen 
Werthen an, und unter den zu allen diesen Argumenten @ + m ver- 
mige f{(@, @,) = 0 gehérigen Werthen ,, muss man daher unzihlig 
oft zwei solche wie ,° und o,° auswihlen kénnen, die in der ge- 
nannten Relation stehen, da widrigenfalls zu einem Werthe k(@) un- 
zihlig viele Werthe k(@,) gehéren wiirden. 

Somit ist klar, dass fiir irgend einen Werth von » und fiir 
passende Werthe von a, 6, y, 6 die beiden Gleichungen 


<j 
Oo; = 


f(@, @;) = 0 
und 
am+B\ 
flo +m, yaute mn? 
eine Wurzel @,° und folglich — wegen der vorausgesetzten Irreducti- 


bilitat der Gleichung f(@, @,) = 0 — alle Wurzeln gemeinsam haben. 
Jetzt miissen wir zwei Fille unterscheiden: 








*) Des Niheren ist k(@) = (w,) dann und nur dann, wenn in der Be- 


ziehung 





ss oO, = watt ‘ ¢ . = (: oder (; ’) (mod. 4) 
ist. 








ist p 


wo | 


statt 
in e 


und 
repr 
gese 


Ebe: 
vor, 
soll. 
latic 
und 

von 

notl 


ist 


setz 


und 


geh 


an 


iibe 








an- 


Jann 
tibel 
der- 


+ 1, 
, 80 
die 


der 


fiir 


lucti- 
aben. 


r Be- 








Transformation elliptischer Functionen, 


1) Die Substitution 


,_ «a,+ 8 


ya +0 


(= 
ist parabolisch. 
In diesem Falle kénnen wir dieselbe in folgende Gestalt setzen :*) 





ao;+b  aa,+b mi 
mad Wwe 


wo k eine ganze Zahl bedeutet. Fiihren wir jetzt die Grosse 
ao b 

on Tae re + d 
statt w, in unsere Gleichung f(@, @,) = 0 ein, so geht letztere tiber 
in eine irreductible Gleichung 

fh, 2) =0, 
und von dieser neuen Gleichung wird nun verlangt, dass sie sich 
reproducirt, wenn @ + m statt m und gleichzeitig Q,-+ 4k statt Q, 
gesetzt wird. 

Deuten -wir aber w und Q, als Cartesische Coordinaten in der 
Ebene, so stellt f,(@,2,) =O eine irreductible algebraische Curve 
vor, die bei einer endlichen Translation der Ebene in sich iibergehen 
soll. Die Curve ist daher nothwendig eine in der Richtung der Trans- 
lation laufende Gerade, die Gleichung /,;(@, 2,) == 0 also linear in @ 
und Q,;. Wir erkennen so, wenn wir schliesslich wieder @, an Stelle 
von &, einfiihren, dass unsre urspriingliche Gleichung f(@, @,) = 0 
nothwendig bilinear in @ und , war. 

2) Die Substitution 

wo,” a 2M t8 
: y+ 
ist elliptisch oder hyperbolisch. Dann iisst sich dieselbe in die Gestalt 
setzen :*) : 
Se IT, AS 1, 


— b @, rae b ? 


und unsere Gleichung 


{[(@, @,) =90 

geht, durch Hinfiihrung der Grosse 
o,— a 
2, W wo, —b 


an Stelle von ,, in eine neue irreductible Gleichung 
f,(@, 2;) = 90 


iiber. 
*) Siehe Klein, Ueber die Transformation der elliptischen Functionen und 
die Auflésung der Gleichungen fiinften Grades, Math. Annalen XIV, pag, 122— 124. 
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Diese letztere Gleichung soll nun ungeindert bleiben, wenn @ 
in @ + » und gleichzeitig Q,; in AQ, verwandelt wird. 

Deuten wir wiederum @ und Q, als Cartesische Coordinaten, 
so muss also /,(@, 2,) = 0 eine irreductible algebraische Curve C vor- 
stellen, die bei der linearen Transformation ihrer Ebene 


a=—a+tn, 2, =—1.Q, 
in sich tibergeht. Daraus folgt aber, dass die Gleichung /,(@, Q,) =0 
@ gar nicht enthilt, und folglich f(@,@,) =O gar keine Relation 
zwischen @ und , darstellt. 
Zunichst schliessen wir nimlich, dass die Curve C die Gerade 
Q, = 0 (@-Axe) nur im unendlich fernen Punkte der letzteren treffen 
darf, da jeder im Endlichen liegende Schnittpunkt von C und Q, =0 
eine unendliche Zahl soleher Schnittpunkte hervorrufen wiirde. Dem- 
nach ist: 
f(@, 21) =Q,f,(@, 2) + ky; 
4-f,(@+ n, 42,) =f, (@, Q,), 
und daher muss die Curve f,(@, 2,) = 0 entweder die Gerade Q, = 0 
als Bestandtheil enthalten, oder diese Gerade im unendlich fernen 
Punkte treffen. Es ist also 
f(2,) = 2 f(@, 2) + hy. 
Auf f; sind dieselben Schliisse anwendbar, wie auf f; und f, u s. f. 
Wir erhalten somit eine Reihe von Identititen folgender Gestalt: 
f — Qf + ky, 
h, = Qf + ky, 


es folgt: 


fn= Qi ng + In. 

Hierbei bedeuten die k; constante Gréssen. Aus diesen Identitiiten 
ergiebt sich nun unmittelbar f, als ganze Function von Q,, und f, 
enthalt also in der That gar nicht die Grosse o. 

Es ist somit erwiesen, dass nur in @ und @, bilineare Relationen 
zu algebraischen Gleichungen zwischen den Werthen k(@) und k(a@,) 
des Moduls Anlass bieten kénnen. Wir haben diese bilinearen Rela- 
tionen noch niher in Bezug auf ihre Coefficienten zu untersuchen. 

Bei dieser Untersuchung werden wir von der Gleichung 


aoe, +ba-+ca,+d—0 


anzunehmen haben, dass sie nur eine endliche Zahl von inaiquivalenten 
Werthen o, (resp. @) liefert, wenn fiir (resp. @,) alle einer festen 
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Zahl aquivalenten*) Werthe eingetragen werden. Driicken wir nun 
zuniichst aus, dass irgend eine ganze Zahl m existirt, so dass der zu 
a-+» gehérige Werth von , fquivalent ist dem zu o gehdrigen 
Werthe, so folgt: 

Die Substitution 


c d A+abn vn 
—b d — nb = . 4 _ 
a b < azn A—abn 
@ OR aP Rorag y ete i wr 
ist nothwendig ganzzahlig. Hierbei ist ad— be =A gesetzt. Da 
abn Pn , . 1 
sonach —,— und —— ganze Zahlen sein miissen, so muss 
ae SS 
are ee 


eine rationale Zahl sein. Wegen der vollkommenen Gleichberechtigung 
von ound @, muss daher auch ~ eine rationale Zahl sein. In gleicher 
Weise ergiebt sich aus der Forderung, dass fiir eine passende ganze 
sa9 gehérige Werth von @, dem zu @ gehdérigen 


Werthe jiquivalent sein wird, dass <. eine rationale Zahl sein muss. 


Diese Resultate zusammengefasst ergeben schliesslich: 

Die Verhiiltnisse a:b:c¢:d miissen rationale Zahlen sein, und 
die Grissen a, b, c, d kinnen daher als ganze Zahlen angenommen 
werden. 

Damit ist der Beweis unserer Behauptung geliefert, bis auf die 
kleine in die Aussage unseres Satzes aufgenommene Beschrinkung, 
dass nimlich die Determinante ad — bc der bilinearen Gleichung positiv 
sein soll. 

Dieser Zusatz motivirt sich durch die Eigenthiimlichkeit des Mo- 
duls nur fiir Argumente mit positiver zweiter Ordinate definirt zu sein. 

Dadurch wird -es nimlich erforderlich, dafiir zu sorgen, dass zu 
Werthen o mit positiver zweiter Ordinate nur Werthe @, gehdren, 
die gleichfalls in der positiven Halbebene liegen, was, wie man sich 
leicht tiberzeugt, durch die Annahme ad — be > 0 erzielt wird. 


Zahl n’ der zu — 


Hildesheim, den 11. August 1881. 


*) Zwei Werthe und a, heissen iiquivalent resp. iniquivalent, jenachdem 
es méglich resp. unmdglich ist, vier ganze Zahlen a, B, y, d so zu bestimmen, dass 


ed —By=1 und a= sot ist. (Cf. p. 68.) 














Zur Theorie der Curven doppelter Kriimmung. 
Von 


A. Enneper in Gottingen. 


1.*) 


In der Note Probleme de géométrie“ (Journal de Mathématiques, 
T. VII, p. 65, Année 1842) hat Herr Puiseux zuerst nachgewiesen, 
dass nur fiir die Helix eines Kreiscylinders der Kriimmungsradius und 
der Torsionsradius gleichzeitig constant sind. Eine Erweiterung dieses 
Satzes hat Herr Bertrand gegeben in: ,Sur la courbe dont les deux 
courbures sont constantes* (J. d. M., T. XIII, p. 423, A. 1848). Durch 
rein geometrische Betrachtungen hat Herr Bertrand gezeigt, dass 
fiir die Helix einer beliebigen Cylinderfliche das Verhiltniss des 
Kriimmungsradius zum Torsionsradius constant ist und umgekehrt. 
Durch eine gewandte analytische Rechnung, enthalten in ,,Sur la ligne 
dont les deux courbures ont entre elles un rapport constant“ (J. d. M., 
T. XVI, p. 208, A. 1851), hat Herr Puiseux den erweiterten Satz 
deducirt. Mittels einfacherer und mehr symmetrischer Rechnungen 
hat Herr Serret in der Abhandlung ,Sur quelques formules relatives 
i la théorie des courbes & double courbure“ (J. d. M., T. XVI, p. 197, 
A. 1851) den Satz des Herrn Bertrand bewiesen. Eine weitere 
Ausdehnung haben die Siitze der Herren Puiseux und Bertrand 
in den ,Bemerkungen iiber Curven doppelter Kriimmung“ erfahren, 
welche der Verfasser der vorliegenden Untersuchungen der Gesellschaft 
der Wissenschaften zu Gottingen 1866 mitgetheilt hat. (Nachrichten 
von der K. Gesellschaft d. Wissenschaften, Gottingen 1866,'p. 134—140.) 
Im Punkte P einer Curve sei g der Kriimmungsradius, r der Torsions- 
radius, durch s werde der Bogen der Curve bezeichnet,. von einem 
festen Punkte P, bis zum Punkte P gerechnet. Sind g und h Con- 
stanten, so ist durch die Gleichung: 


*) Die in diesem Abschnitt enthaltenen Resultate sind entnommen aus den 
»Nachrichten vy. d. K. Gesellschaft d. Wissenschaften‘ Géttingen 1881, p. 291 — 301. 
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Curven doppelter Kriimmung. 


(1) P= gs th 


eine geoditische Linie einer Kegelfliiche charakterisirt. Fiir g = 0 
geht die Kegelfliiche in eine cylindrische Flache iiber, auf welcher 
bekanntlich eine Helix geodiitische Linie ist, man erhalt dann den 
Satz des Herrn Bertrand. Eine conische Fliche lisst sich als be- 
sonderer Fall einer developpabeln Fliiche auffassen, deren Wendecurve 
in jedem ihrer Punkte denselben constanten Kriimmungsradius hat. 
Vir eine geodiitische Linie einer solchen developpabeln Fliche findet 
folgende Gleichung statt, in welcher a, b und ¢ Constanten bedeuten: 
2 2 
(2) a [1+(2) |=[5 ¢ —s+e]- 

Ks ist a der constante Kriimmungsradius der Wendecurve einer 
developpabeln Fliche. Dem Fall a = 0 entspricht die Gleichung (1). 
Es lassen sich noch einige andere Relationen von der Art der Gleichung 
(2) aufstellen, wenn die Wendecurve einer developpabeln Fliche, auf 
welcher eine gegebene Curve geodiitische Linie sein soll, einer be- 
stimmten Bedingung zu gentigen hat. Kine kurze Begrindung einer 
allgemeinen Gleichung, welche die Gleichung (2) als besondern Fall 
enthilt, bildet den Gegenstand dieser Mittheilung. Es musste dabei 
ein Weg eingeschlagen werden, welcher wesentlich von dem ver- 
schieden ist, auf dem sich die Gleichung (1) ergeben hat. Man kann 
allgemein eine Curve doppelter Kriifimung als geodiitische Linie einer 
developpabeln Fliche ansehen. In Beziehung hierauf besteht das 
folgende, leicht zu beweisende, beinah selbstverstiindliche Theorem: 

Durch eine Curve doppelter Kriimmung C lisst sich nur eine deve- 
loppabele Fliche legen, auf welcher die Curve C geodiitische Linie ist. 
Diese Fliiche ist die, von Lancret aufgestellte, rectificirende Fléche 
der Curve C. 

Dieser einfache Satz gestattet, mit geringem Aufwand von Rech- 
nung, die Gleichung (2) und aihnliche Gleichungen herzustellen. 

Es seien 2, y und g die Coordinaten eines Punktes P einer Curve 
C. Im Punkte P sei g der Kriimmungsradius und r der Torsions- 
radius. Es seien ferner: 

“, B, 7; 

A, U,V; 

l,m, ; 
die Winkel, welche respective die Tangente, die Hauptnormale und 
die Binormale der Curve C im Punkte P mit den Coordinatenaxen 
einschliessen. Ist allgemein s der Bogen der Curve, so kénnen be- 
kanntlich die siimmtlichen bemerkten Quantitiiten als Functionen von 
s angesehen werden. Dem Punkte P der Curve C entspreche der 








74 


A. Ennepsr, 


Punkt P, einer Curve C, mittels der Coordinaten z,, y, und 2, Im 
Punkte P, sollen die zu s, 9, r, a, 4, 1 u.s. w. entsprechenden Quanti- 
taten mit dem Index 1 versehen werden. Es sei nun C, die Wende- 
curve der rectificirenden Fliiche der Curve C und P, der Punkt von 
C,, welcher mit dem Punkte P der Curve C auf derselben Generatrix 
der rectificirenden Fliche liegt. Zur Vereinfachung der folgenden 
Formeln setze man: 


(3) 2. = tang wv 
und id =u. Zwischen den Coordinaten der Punkte P und P, be- 


stehen dann die folgenden Gleichungen: 


cos & 


4-2 — — (cos a sin u — cos 1 cos u), 
cos & . 
(4) ¥, = ¥ — —— (cos B sin u — cosm cosu), 
Cos & . 
Z, =z — —-— (cos y sin u — cos cos u). 
- U 
Nimmt man: 
cos @, = cos @ sin u — cosl cos u, 
(5) cos B, = cos B sin u — cosm cos u, 
cos y, = cos y sin u — COS” COs u, 


da die Verbindungslinie der Punkte P und P, die Tangente zur Curve 
C, im Punkte P, ist, so geben die Gleichungen (4) nach s differentiirt, 
mit Riicksicht auf die Gleichung (3): 


cos &u 
ON nn sin uw — d “ 
—: ds 


Durch Multiplication mit cos w liasst sich die vorstehende Gleichung 
auf folgende Form bringen: 
cos? U 


ds, u 
(6) o 06+ = — d—— 





Unter Zuziehung der Gleichung (3) leitet man durch Differentiation 
nach § der Gleichungen (5) die folgenden ab: 


(7) 1 4H oy 
cos 4, = cos a cos wu + cos/ sin wu, 
(8) cos “4, = cos B cos u + cosmsin u, 
cos Vv; = cos y cos uU + Cos m Sin wu. 

Die Gleichungen (5) und (8) geben: 


cosl,== —cosd, cosm,—=—cosm, cos n, = — cos», 


(9) 
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Curven doppelter Kriimmung. 15 


Die Gleichungen (9) differentiire man nach s, unter Zuziehung 
der Gleichungen (3) und (8) folgt dann: 


(10) bi a. Saget. 


Die Gleichungen (3), (6), (7) und (10) bilden die Basis der 
folgenden Entwicklungen. 

Fiir eine Cylinderfliche als rectificirende Fliche sind in der 
Gleichung (5) @,, 8B, und y, constant, es ist dann in (7) @, = 00, also 
uw =O oder wu ist constant. Die Gleichung (3) giebt dann den Satz 
des Herrn Bertrand. Fiir eine conische Fliche als rectificirende 
Fliche reducirt sich die Wendecurve C, auf einen Punkt, in den 
Gleichungen (4) sind dann 2,, y, und z, constant, Hieraus folgt 








ds eo ‘ 
ds = 0: Die Gleichung (6) giebt dann: 
cos*u ss it 
ete 
wo g eine Constante ist. Aus der vorstehenden Gleichung folgt: 
_ a du 
cou costu ds 9 


also 

tangu—gs+h, 
wo h eine Constante ist. Setzt man links den Werth von tang w aus 
(3), so ergiebt sich wieder die Gleichung (1). 

An Stelle der Gleichung (3) soll eine allgemeinere Gleichung auf- 
gestellt werden, die zu einigen besonderen Fallen Veranlassung giebt. 
Zu diesem Zweck fiihre man den Contingenzwinkel dé und den Torsions- 
winkel dw durch folgende Gleichungen ein: 


r 


(11) aa—=, dean 


In der Abhandlung: ,Mémoire sur les lignes courbe non planes“ 
(Journal de |’Ecole Polytechnique. Tome XVIII, Cahier 30; p. 1—76, 
Paris 1845) hatte Herr de Saint-Venant (pag. 48 in der Anmerkung) 
folgende Frage aufgeworfen: 

,sur la surface gauche formée par l’ensemble des rayons de cour- 
bure d'une courbe donnée, peut-on tracer une seconde courbe, dont 
les génératrices de la surface soient aussi des rayons de courbure?“ 

Diese Frage findet sich beantwortet in Bertrand: , Mémoire sur 
les courbes & double courbure“ (Journ. de Math., T. XV, p. 347, Année 
1850). Die gesuchte Bedingung ist enthalten in der Gleichung: 


a b 
te Bapten 


wo a, b Constanten sind. Einen sehr einfachen analytischen Beweis 
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hat Herr Serret gegeben in der Note ,Sur un théoreme relatif aux 
courbes & double courbure“ (J. d. M., T. XVI, p. 499 —500, A. 1851). 
Kine geometrische Deduction von Herrn Mannheim findet sich in 
»Démonstration géométrique d’une proposition due 4 M. Bertrand.“ 
(J. d. M., 2. série, T. XVII, p. 403, A. 1872.) 

Die Bedingung, dass die Hauptnormalen einer Curve gleichzeitig 
die Hauptnormalen einer zweiten Curve sind, soll fiir die Wendecurve 
C, der rectificirenden Fliche der Curve C angenommen werden, und 


zwar in folgender Form: 

2 9 4 SP, & 
(12) Py + r; a’? 
wo p und @ Constanten sind. Die Gleichung (12) werde mit cos wu * 
multiplicirt. Mit Hiilfe der Gleichungen (6), (7) und (10) folgt dann: 


cos? u 


, i 1 w 
13 OS p + COs U- —) 

(13) cos p+ cos w- uw + a Me a 
ay i 5 : 

Man setze hierin zo - - Bedeutet b eine Constante, so giebt 


die Gleichung (13) durch Integration: 


cos? u 





(14) cos p+ sin wu + €- sin p= — a oO, 
oder mit —“ multiplicirt: 
cos*u 
sinw:« , e-u' 1 b-w 
(15) C8 P costa + sin p cosu 8 8©}©)so@ + cost 
Es ist nun nach (3) und (10): 
e-w _—s,-s dtangw j £: tang u _ tangwu _ q = tang u ee 
cou —_ ds qn ds r? 
d. i. 
eu 1 e tang u — 
cou ds 





Die Gleichung (15) lisst sich also schreiben: 
1 


“Cos U ‘ s tang u—o@ 1 d tang u 
cos p- d 7 + sin p-d=“8—* == + —: 
Bedeutet ¢ eine Constante, so erhilt man aus der vorstehenden 
Gleichung durch Integration nach s: 


cos p 


—— + sin p - (¢ tang u — @) = — ~ +b tangu +e, 





oder: 


(16) <F. + (e- sin p — b) tang u — (@-sin p—c) = — * 
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Curven doppelter Kriimmung. q7 


Hierin ist w durch die Gleichung (3) bestimmt. Die Gleichung 
(16) charakterisirt die geodiitischen Linien einer developpabeln Fiche, 
deren Wendecurve die Eigenschaft hat, dass ihre Hauptnormalen gleich- 
zeitig die Hauptnormalen einer zweiten Curve sind. 

Fiir p = 0 giebt die Gleichung (12) 9, =a. Die Gleichung (16) 
reducirt sich fiir p = 0 auf: 


1 
ey =O: tangu—— +e. . 


Setzt man LJ und “ statt b und c, so giebt die vorstehende Glei- 


chung, in Verbindung mit der Gleichung (3), durch Elimination 


von wu: 
a? [! +(2)] =(0 £_ ste) 

Durch diese Gleichung sind die geodiitischen Curven einer 
developpabeln Flache charakterisirt, deren Wendecurve constanten 
Kriimmungsradius hat. Fiir p= = giebt die Gleichung (12) r, =a. 
Die Gleichung (16) giebt dann nach (3): 


(17) (¢- sin p — b) £ —(@sinp—e) =——- 


Durch diese Gleichung sind die geodiitischen Linien einer deve- 
loppabeln Fliiche bestimmt, deren Wendecurve constanten Torsions- 
radius hat. Fiir a = oo bestimmt die Gleichung (12) eine Helix. Die 
Gleichungen (14) und (16) reduciren sich fiir a = oo auf: 

cos p-sinu-+ esinp—b=—O, 
ae + (€+ sin p — b) tang u=—@- sinp—e. 


Durch Elimination von u zwischen diesen Gleichungen folgt: 


(18) (e- sin p — b)? + (@- sin p — c)? — cos? p. 
Setzt man 
b= -sinp, c=@-snp, cotp=—k, . 
so folgt: 
(19) (e— 4) + (@— a) =P. 


Durch diese Gleichung sind die geodiitischen Linien einer deve- 
loppabeln Fliche charakterisirt, deren Wendecurve die Helix einer 
beliebigen Cylinderfliiche ist. Man kann die Gleichung (18) auch aus 
der Gleichung (15) auf folgende Art herleiten. Fiir a = co giebt die 
Gleichung (14) 

cosp-sinw-+«é-sinp —b=0O. 

Wird u« zwischen dieser Gleichung und der Gleichung (3) eliminirt, 

so folgt: 








A, Enneprr. 








ee e-sinp—b : 
= = r Vcos? p — (s - sin p — b) 
Diese Gleichung multiplicire man mit aap , setze dann cat 
und + = =. - Durch Integration nach s ergiebt sich wieder die 


Gleichung (18). 

Fiir dem Fall, dass g, und r, beide constant sind, ist die Wende- 
eurve der developpabeln Fliche die Helix eines Kreiscylinders. An 
Stelle der Gleichung (18) oder (19) liisst sich eine algebraische Gleichung 
zwischen @ und r aufstellen. Nimmt man zuerst 9, constant, so ist 
nach (12) p= 0, die Gleichung (14) giebt dann: 


(20) asinu= — ee + ab. 
Ist r, allein constant, so hat man in (12) und (13) sinp = 1. 


Man setze dann in der Gleichung (13) ¢ statt a, so dass r, —c ist, 
Die Gleichung (13) giebt dann: 


cos* we 
c u 
ri ds 


cos? u 


Setzt man hierin aus der Gleichung (20) den Werth von P 


so folgt: 


=acosu-u, 


2\|o 


Die Elimination von w’ zwischen der vorstehenden Gleichung und 
der Gleichung (20) fiihrt auf: 


: b 
tang wu + .. cos? “4 = ——* 


Wird endlich u zwischen dieser Gleichung und der Gleichung, (3) 
eliminirt, so erhailt man: 


[ :. + £ Ce | = b? [! + (+) | : 


Die vorstehende Gleichung bestimmt die geoditischen Linien der 
developpabeln Fliche, welche eine Helix eines Kreiscylinders zur 
Wendecurve hat. 


Il. 


In der oben erwihnten kurzen Abhandlung in den ,,Nachrichten 
von d. K. Gesellschaft d. Wissenschaften. Géttingen 1866“ hatte der 
Verfasser eine Frage behandelt, auf die zuriickzukommen er sich hier 
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erlaubt. Es handelt sich dabei theils um weitere Ausfiihrung von 
Rechnungen, theils um Aufstellung von Resultaten, die nicht ohne 
einiges Interesse sein méchten. Die Eigenthiimlichkeit der Helix einer 
Cylinderfliiche, dass in jedem Punkt das Verhiltniss des Kriimmungs- 
radius zum Torsionsradius constant ist, hat auch die Helix der Flaiche 
eines Kreiskegels. Es entsteht hierbei die Frage: Welche Curve kann 
gleichzeitig die Helix einer cylindrischen und einer conischen Fliche 
sein ? 

Die Generatricen einer cylindrischen Fliche seien der Axe der z 
parallel. Es sei q der constante Winkel, unter welchem cine Helix 
der cylindrischen Fliche ihre Generatricen schneidet. Bezeichnet V 
eine beliebige Function von v, deren Derivirte V’, V” etc. sein mégen, 
so lassen sich die Coordinaten x, y und z eines Punktes P der cylindri- 
schen Helix auf folgende Art in Function einer Variabeln v darstellen: 


(1) x= V" cosv+ V'sinv, y= V"sinv — V’ cosv, 
e=(V" + V) cotg. 

Die beiden ersten Gleichungen (1) geben 
(2) x COS vy + ysinv, = V" cos(v—v) + V' sin(v—»,), 
“x sin vy + y cos %) = V” sin(v—v,) — V’ cos(v—w). 
Ergiebt sich bei einer Bestimmung von V durch Integration, dass 
V eine Function von v — v ist, wo v, eine Constante bedeutet, so 
zeigen die Gleichungen (2), dass sich die Constante v, nur auf eine 
Drehung des Coordinatensystems um die Axe der z bezieht, also, un- 
beachtet der Allgemeinheit, 1) = 0 genommen werden kann. 

Sind «, 6 und y die Winkel, welche die Tangente der cylindri- 
schen Helix mit den Coordinatenaxen einschliesst, so geben die Glei- 
chungen (1) 


'-(3)  cosa=—cosvsing, cosPB=—sinvsing, cos y = cos q. 


Die Spitze einer conischen Fliche werde zum Anfangspunkt der 
Coordinaten genommen. Soll der Punkt P einer Helix der conischen 
Fliche angehéren, welche Curve die Generatricen der Fliiche unter 
dem constanten Winkel p schneiden mége, so findet die Gleichung, 
statt: = 

zcosa+ycosB +2cosy =—cosp -Yart yt 2. 
Die vorstehende Gleichung giebt infolge der Gleichungen (1) und (3): 


V" + V cos? g = cos p- /(V” + Veos?q)? + (V2? + V? cos?q) sin? q. 
Hieraus folgt: 





” 2 
7 Ae hat = cot p sin q. 
VV’?+V? cos? q 











80 A. Exneprr. 


Wird die vorstehende Gleichung mit V’ multiplicirt, darauf inte- 
grirt, so folgt: 
(4) VV? + V? cos? gq = Veotpsing+e, 


wo ¢ eine Constante bedeutet. Aus der Gleichung (4) ergiebt sich 
unmittelbar die folgende: 





(5) V"sin?p-+ V?(sin?p— sin? g)—2 Ve-sinpcospsin g=c?sin®p. 
Es sei zuerst p > q. Aus der Gleichung (5) folgt: 


. V’2 sin? p esinpcospsing)?__[ esin?pcosq ]? 
(6) tgraea +1" — in? p — sin? g ] =| in’ ii | : 


sin? p — sin® q sin® p — sin® q 





Setzt man zur Abkiirzung: 
7 sinp mT 
( ) Vein? p - — sin? q 9; 


wo also g > 1, so erhiilt man aus der Gleichung (6), mit Weglassung 
einer unnéthigen Constanten: 


(8) | V=cg? cot p sin g — ¢ cos g g* cos : : 
also: 
(9) V’=ccosq-gsin—, V" = cos q+ cos 


Die Werthe von V, V’ und V” aus (8) und (9) substituire man 
in die Gleichungen (1), Zur Vereinfachung nehme man ¢ cos q = k, 
oat und setze im Werthe von ¢ fiir g? den Werth aus (7). Es 
folgt dann: 
x =k[eos u cos gu + g sin u sin gu), 
(10) y = k[cos u sin gu — g sin u cos gu}, 


k sin p cos p — sin q cos q cos tu — 


ashen sin? p — sin? g 


Nach (7) und (10) ist: 
2 ‘i 2 2 
a + y* = k*(cos? u + g? sin? u) = h? “ = a aie rT 


Wird auf der rechten Seite cos w mit Hulfe der dritten Gleichung 
(10) ersetzt, so erhiilt man: 


(11) wae (a? + y?) + (sin* p — sin? q)* [ek _ sin p cos p }=" 


k? sin? p cos? q sin? p — sin?g 


Zur Vereinfachung setze man: 


Kk? sin? p cos® q_ 2 Kk sin? p 


(sin? p — sin? gq? ~~” ‘sin? p — sin? 


9 
= b?, 








also: 


Wei: 
(12) 


(14) 
80 { 


(15) 


(17 
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also: 


k sin p cos p Pm ORBRE < E 
Gin? p —oint g VPP. 

Hierdurch lisst sich die Gleichung (11) einfacher auf folgende 
Weise darstellen: 





(12) Gerea OT 4 ete oo. 

Die beiden ersten Gleichungen (10) bestimmen eine Epicykloide. 
Aus den Gleichungen (10) und (12) folgt: 

Wird die grosse Axe einer Ellipse zur Rotationsaxe genommen, 
ist C eme Curve der Rotationsfliche, deren Tangenten mit Parallelen 
zur Rotationsaxe einen constanten Winkel bilden, so schneidet die Curve 
C auch die Generatricen einer conischen Fliche unter einem constanten 
Winkel, deren Spitze einer der Brennpunkte der Ellipse ist. Die Pro- 
jection der Curve C auf eine Ebene, senkrecht zur Rotationsaxe, ist 
eine Epicykloide. 

Wenn q > p ist, so giebt die Gleichung (6): 








(13 __V" sin? p Ae V+csinpcospsing |? [_csin®*p cos q ws 
) sin? g — sin? p [ sin? q — sin? p sin? q — sin? p 


Setzt man: 


(14) va =s, 


Vsin? q — sin? p 





so giebt die Gleichung (13): 


(15) V + Sain p cos p cing 
; sin? gq — sin? p 














a Pe =. we 
csintpcosq e% +e 4% 2 ev? +e 2 
~~ gin? g — sin? p 2 a ee 2 . 
also: 
A sete a ra 4 
, e7—e 9 , e7+e % 
(16) V’ =c- cos qg ——) V" =c cosg > ol 


2 

Aus (15) und (16) setze man die Werthe von V, V' und V” in 
die Gleichungen (1), darauf zur Vereinfachung c cosq =k und v=gu. 
Kiir x, y und g ergeben sich dann die Gleichungen: 











ua _ ge” 2 ae . 
o=mk| +! cosgu+ 9 = sin gu, 
uot 
(17) y =k | SHE sin gu — 9 =! cos gt, 
—- sin p cos p+ sin g cos g “t cS. 
=k sin? g — sin? p 
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Bildet man x? + y’, substituirt fiir g seinen Werth aus (14), so 
folgt aus den Gleichungen (17): 


(18) (sin? g — sin? p)* [¢ + k sin p cos p | sin? g — sin? p (a2 4+y?)=1. 








k* sin® p cos**q sin? g — sin® p k? sin? p 
Fiir: 
Hsin? pcos?q _ at Pe. . b2 
(sin?qg— sin? pj? = ” sintg—sintp 8 ” 
also: 


jy LT 8 


sin? q — sin® p 





lisst sich die Gleichung (18) einfacher wie folgt schreiben: 


[s+VeFOP tty _, 


a b? 


Diese Gleichung giebt den analogen Satz zu dem obigen: 





Wird die grosse Axe einer Hyperbel zur Rotationsaxe genommen, 
ist C eine Curve der Rotationsfliche, deren Tangenten mit Parallelen 
zur Rotationsaxe einen constanten Winkel bilden, so schneidet auch die 
Curve C die Generatricen einer conischen Fliche unter einem constanten 
Winkel, deren Spitze einer der Brennpunkte der Hyperbel ist. 

Fiir den Fall, dass g = p, reducirt sich die Gleichung (5) auf: 

V? =2c-cosp-V+. 

Hieraus folgt: 

2c cos p- V+ c? = (ve cos p)?. 


Fiir den vorstehenden Werth von V geben die Gleichungen (1): 


< = cos p - (cos v + v sin v), 4% — cos p - (sin v — v cos v), 
a 4. 4 ae snp | 
(19) ; aero ee 


Die beiden Gleichungen fiir x und y bestimmen die Evolvente 
eines Kreises. Aus den Gleichungen (19) findet man leicht: 


a? + y* = 2c sin p- (c+ s=2.). 


Aus dem Vorstehenden folgt: 
Wird die Axe einer Parabel zur Rotationsaxe genommen, ist C 
eine Curve der Rotationsfliche, deren Tangenten mit Parallelen zur 
Rotationsaxe einen constanten Winkel p bilden, so schneidet die Curve 
C auch die Generatricen einer conischen Fliche unter dem constanten 
Winkel p, deren Spitze der Brennpunkt der Parabel ist. Die Pro- 
jection der Curve C auf eine Ebene, senkrecht zur Rotationsaxe, ist die 
Ewolvente eines Kreises. 
Ist in der Gleichung (5) ¢ = 0, setzt man, wie in (14) 
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sin p a 
; Vsin® q — sin® p Ae 
so ist: 
V'g=— J, 
oder : 
V=kg e, 


wo k eine Constante bedeutet. Die Gleichungen (1) werden fiir den 
vorstehenden Werth von V: ; 


(20) a == ke’: [cos v + g sin v], y = ke? [sin v — g cos v], 


2=k(g?+ 1)cotq-e?’- 

Die Gleichungen fiir 2 und y bestimmen eine logarithmische 
Spirale. Hieraus folgt: Ist der gemeinschaftliche Durchschnitt der 
Fliiche eines Kreiskegels mit einer cylindrischen Fliiche — deren Genera- 
tricen der Axe des Kegels parallel sind — auf jeder der beiden Flichen 
eine Helix, so ist die Projection der Helix auf eine Ebene, senkrecht 
zur Axe der Kegelfliiche, eine logarithmische Spirale. 

In Beziehung auf die Werthe von x und y der Gleichungen (10), 
(17), (19) und (20) liasst sich noch folgende Bemerkung machen. Es 
sei P, ein Punkt einer planen Schnittcurve, deren Ebene senkrecht 
auf den Generatricen einer Cylinderfliche steht. Im Punkte P, sei g, 
der Kriimmungsradius und s, der Bogen der ebenen Curve. Soll der 
gemeinschaftliche’ Durchschnitt der cylindrischen Fliche mit einer 
conischen Fliche, auf beiden Flaichen eine Helix sein, so besteht die 
Gleichung: 

9,° = As,’? + 2Bs, + C, 
wo A, B und C Constanten sind. Statt von den Gleichungen (1) 
auszugehen, kann man die entsprechenden Gleichungen fiir eine Helix 
einer conischen Fliche zu Grunde legen. Die auszufiihrenden Rech- 
nungen werden aber dann bedeutend weitliufiger und complicirter wie 
bei dem im Vorstehenden eingeschlagenen Verfahren. 








Sur une classe de fonctions analogues aux fonctions Eulériennes. 


Par 
P. Appetit a Paris. 


Introduction. 


En généralisant la série hypergéométrique de Gauss, M. Heine 
a découvert des fonctions nouvelles qui ont avec les fonctions 0 
les mémes rapports que les intégrales Eulériennes avec la fonction 
sinus, Ces fonctions de M. Heine sont formées avec la moitié des 
facteurs qui constituent les fonctions © de méme que la fonction [(«) 
est formée avec la moitié des facteurs qui constituent la fonction 
sin xz*). On a ainsi une double série de fonctions: d’un coté les fone- 
tions simplement périodiques et les fonctions doublement périodiques, 
et de l’autre les fonctions Eulériennes et les fonctions O et ® de 
M. Heine. Mais, tandis qu'il n’existe pas de fonctions uniformes 4 
plus de deux périodes, il existe des fonctions qui sont semblables a la 
fonction Eulérienne [ et a la fonction O de M. Heine et qui sont 
formées & l’aide de plusieurs quantités imaginaires @, @,, ..., @n 
comme la fonction O est formée avec deux quantités @, ,. 

Dans le présent mémoire, je m’occupe dabord de l'étude des 
principales propriétés de ces fonctions; puis j’applique les plus simples 
d’entre elles 4 différents probleémes du calcul fonctionnel et a l’évalu- 
ation de la limite de certaines séries et de certains produits infinis, 

Quelques uns des résultats exposés dans ce mémoire ont fait l'objet 
de trois Notes présentées 4 l Académie des sciences et insérées dans 
les Comptes Rendus: tome 86, page 953; t. 89, p. 841 et 1031. 


I. Définition et propriétés des fonctions 0. 
1. — Désignons par: 
(1) @, Dy, Do, -- +) Dn, 


(nm + 1) quantités imaginaires telles que, dans les rapports 


*) Man vergl. die Arbeit von Scheibner: Ueber periodische Functionen, 
Berichte der Gesellschaft d. W. zu Leipzig, 1862, D. R. 
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. eae Se 


ao? @? ee i 


les coefficients de Y/— 1 soient positifs et posons: 
pee Pk Pasta —_ 
(2) WM=€ ", @=e™,.64,Qee”; (i =Y—)). 


Les modules. de ces quantités q,, q,, .-., da sont moindres que 
Yunité, et le produit: 





2a2i 


(3) O(@ | @, @,, @,...+, @_) = (1- a a" a. a2 ) 
Me =0 


(9 =1, 2,..., ) 


est convergent, quelle que soit la valeur attribuée & la variable 2. Ce 
produit (3) est étendu & toutes les valeurs entiéres positives de m,, 
My, .+ +) My, Z6YO compris. 

La fonction O(”|@, @,, @,,..., @,) ainsi définie est une fonction 
entiére de x admettant la période a, 

Si lon augmente z d’une des quantités mg(9 = 1,2,...,) la 
fonction O se reproduit divisée par une fonction analogue formée avec 
les m quantités 





@, @,, Wo, . ++, Wo-1y Moti, +. ey On, 
cest & dire avec les quantités (1) & lexclusion de qs. 
Ainsi l'on a: 
,_° 
O(a + @|@, @,, @,, ..., Wn) = O(a @, w,, @,, --., Wn) 


‘ "re 
O(a + a,\@, @,, yy . + + o,) = 0 O(@|@, a, me, » O,) 





x|o@, a, ***y Mots o.419°**» Mp) 
(9m 1, 2,..., ). 
La multiplication de l’argument dans cette fonction se fait par la 


formule: 
O(mx\@, @,, Wo, .~ +) Wn) 
(5) Ag=m—1 h , 
a a a n On 
=| ] O(a4 te 4 hey rads eee oy 0, 01, 0y)...504)) 


"ans 





le produit étant étendu aux valeurs entiéres de 4, 4,, 4,,..., An 
depuis 0 jusqu’a m — 1. Le second membre de cette formule (5) 
contient m"+! facteurs. 

Pour démontrer la formule (5), remplagons, dans le second nombre 
de cette formule, les fonctions O par leurs expressions (3) et formons 
d’abord le produit des facteurs 
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Qni Ayo, Ann 


dw 
. s St (9p te y Mey... = ) a. q”™ om PN 





pour lesquels 4,, 4,,...-, Any ™m,, ™,,..., M, Ont la méme valeur, 
4 variant de 0 4 m — 1. Ce produit est, en vertu des propriétés des 
racines mi de l’unité: 


2maAzi 


(6) Busy w qi ents gst a 2 (my ban) ; 


q 

Il reste alors 4 former le produit de tous les facteurs tels que (6) 
en faisant varier m,, m,., ..., M, de 0 & oo et 4,, 4,,..., An de 0 
a m—1. Or, Vexposant de gq,” c'est & dire (mmp-+ 4e) prend de 
cette facon toutes les valeurs entiéres de 0 4 +- oo et ne prend qu'une 
fois chacune de ces valeurs; le produit des facteurs (6) est donc: 


Mp @e 2mnaxvi 

a 2m 2 nity 2m. 
| (: — ¢ 71 "qe On -) 
mo=0 


ou bien: O(ma|@, @,, @,, ..., @n); ce qui démontre la relation (5). 
Les zéros de la fonction O(2|@, @,, @,, ..., @,) sont donnés 
par l’expression 

L = UO — by, @, — Uy Wy — +++ — Un @n, 

(7) # =0,+1,+2,---+00, 

Hp =0, +1, 4+2,-+-+00, (9=—1,2,---, m); 
ces zéros sont tous simples, & condition de regarder comme des zéros 
distincts ceux qui proviennent de valeurs différentes attribuées a 
Hy My, Ho, - ++, Mnj mais il peut arriver que plusieurs systtémes de 
valeurs des entiers w, u,, .,-.-, Mn donnent pour « la méme valeur 
dans l’expression (7). Il est & remarquer que la valeur z = 0 ne peut 
étre obtenue qu'une fois en faisant: 





Peasy eRe -- rm, = 0. 
En effet, si lon a: 
BO — Uy, @,—+++— Un@, =O, 
en divisant par @, l’on obtient: 
@, 
(8) jb — fy — +++ — fe —* = 0; 


comme 4, fy, .--, Mn Sont positifs ou nuls et que les coefficients de 

Y— 1 dans >, <*, teey —2 sont tous positi/s, l'équation (8) entraine: 
as tet Insaiiiieces banned 

et, par suite, uw = 0. 


2. La connaissance des zéros des fonctions entitres O permet de 
décomposer ces fonctions en facteurs primaires suivant la méthode de 
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M. Weierstrass, Prenons, par exemple, la fonction O(x|@, @,) qui 
nest autre que la fonction 0(4,?, = 1) de M. Heine (Voir 
1 


Journal de Crelle t. 34, p. 290, ou Handbuch der Kugelfunctionen 
p. 109); on a: 


(9) O(a|o, a) = e#+ete.0. PP (1— 2) « at) 


= "UO — 4,0), 
w= 0, +1, +2,-+-+00, 
v= 9, +1,4+2,---+0, 
(u = uw, = O étant excepté). 
Dans cette formule (9) les lettres a, b, ¢ désignent des constantes. 


On voit que le produit doublement infini (9) est formé en prenant 
la mottié des facteurs primaires qui constituent la fonction 


o (a ~) 2 


de Mr. Weierstrass; de méme que est formé en prenant la 


ria a“) 
moitié des facteurs primaires qui constituent sin a a. 


La fonction générale O (x| @, @,, @,, ..., @,) peut de méme, 
% un facteur exponentiel pres 
e% + Q 2 +e Any grtl 


étre considérée comme la limite du produit 


VY, ,isgae¥ 1 «2 \n-+1 
5 +4 tet (= 
(10) ef (1—)e +5 (=) 7G) aan (=) 
ou: 
Oe ee ee” a 
le produit étant étendu aux valeurs: 
te +1, +2 .< (9 = 1, 2,--+-+,m) 
la ania w= 0 étant anit 
Pour montrer directement que la fonction (10) ne diffeére de 
O (@| @, @,, Wy, ..., @n) 
que par un facteur exponentiel, formons le produit (10) en prenant 


les facteurs dans l’ordre suivant. Faisons d’abord le produit des facteurs 
primaires (10) dans lesquels u,, @),..-, #n Ont la méme valeur, w 


. 


variant de — oo & + oo; ce produit est une fonction 


[ (Ur, Hoy ++ +s Mn), 
et il restera & faire le produit: 
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[[r, Hoy ++ +> Mn), 


chacun des entiers uw, variant de 0 & oo. 
Lorsque l’on prend les facteurs dans l’ordre que je viens d’indiquer, 
le produit 
Hi May +++) _g=eO KH+o 


(11) o]] - IT: (1 _*)6 (excepté, w = 0) 


Mi May-++9My_=0 KH=—@ 


st convergent; le produit des autres facteurs: 
2ehe} (2)e---2 0)" 


pris dans le méme ordre est convergent aussi et donne un facteur 
exponentiel : 
C@ +a; w+ +++ +4n41 ght ; 


Pour former le produit (11) supposons d’abord que, dans le premier 


roduit 
P u=+o 


aa) ifo-D-. 
“=—@ 
les entiers “,, #,-+.-, fn, ne soient pas tous nuls, et posons, pour 
abréger, 
Wy Oy Pb Mg @, ++ fF Un On = V; 
ce produit (12) a pour limite: 





si, au contraire, on suppose: 


PPR «-- ie 


et qu’on ajoute au produit (12) le facteur x qui précéde le produit 
(11); on a le produit 


+a x 
x [TG ——) eu = 0 excepté), 


. . @ . ux 
cest a dire — sin ——- 
4 @o 


Done enfin, le produit (11) est 


. (13) © gin 22 3 f sin eotedab: a as 


? 


le produit . étant étendu aux valeurs: 
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He =0, 1, 2,...,00, (91, 2,..., m) 
dou l'on excepte la combinaison uw, = uw, = --- = uy, = 0. 
Or, en se servant de l’identité 


ui — ui 


sin 4 = *—_* 
20 
et se rappelant que 

imo 

os om (e=1, 2, oo ay n), 
on met ce produit (13) sous la forme: 





2nxi 


axi inet ax ny 
= ney ‘sty 2u _-= (i sot ) 
: 1—e er. n i+cotg 
(14) ®%e “(1 “Ts «© a 
Qa ah ie ; 





n 


Le produit 


mx {. ay 
‘é poten? 


est convergent et sa limite est de la forme e**; le produit 


[]T a— ata"... .a2"") 


qui se trouve au Pty Pm a pour limite une constante; et le 
produit 


2axi 2a wi = 
(; —e* JT (, —e® gitgim...gite 
est la fonction O(%|@, @,, @,, ..., @,). Done lexpression (14) et, 
par suite, l’expression (11) sont de la forme 
e~mtae , Ox | @, ,, Wy, .. +) Mn) 
comme on devait le trouver. 
Remarque. Le produit (15) est convergent, car la série 


21, 92h... 9 Bltn 
Qin ry N°" A In 

16 — 4 4 + cot = a — 

( ) (i + — get qe ++: qa" —1 


est convergente; la somme 2” étant étendue aux mémes valeurs que le 
produit JZ’ (13). On voit facilement que la somme de cette série (16) 
est la valeur que prend la fonction 


O(a | @, 1, @,+*+, @,) 
ad | eS | 
1—e” 


dx 














pour x = 0. 
3. On peut supposer, comme cas particulier de ce qui précéde, 
que deux ou plusieurs des quantités 
@:) @», eee On 
deviennent égales entre elles. 
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Supposons, par exemple, w, = @,; alors 
2aai 


Oe: ff ) 2 2m, 
O(x|@, @,, My, ..., Op_1, @,) = / | (1 —~e * ” ‘ia e.g ‘), 


M,, My,++*, M1, M, Variant de 0 &-+ oo. La somme m, + m, prend 
(m+ 1) fois une méme valeur entiére positive m; on a donc: 


222i 
Fat m-+1 
- o 2m 2m 2m, 
O(x|@, @,, Wy, -.+, nr, Dy) = [Te Yn a Pa ') 


et par suite 
0 (x + @; | @, Gy, @y5+++, @n—1, @;) 


2axi 


—— +1 
o 2(m+1) . 2m 2m,_ “s 
=[TT0- q; oss ee ') : 


d’autre part 
2Qa2i 
O(z\a, @), @y,-+ + @n—1) = IT (1 —e® ti ae ce qi") . 


Si, & Paide de ces expressions, nous prenons d’un coté la dérivée 





d log 0 (2+ a, |, @,, @g,***, @,_1> %) 
dx 





et d'un autre coté la dérivée 


d log O (x | @, @, @,°**, @,,_1) 





da, 


nous voyons que ces deux dérivées sont égales l’une et l'autre a 
la série: 





2Qa2xi 
mMo=e o 2m, 72m, , , 7 2Mn—1 
2m,xt 4, 4, 4,4 
7 o- 2awi 
mp=0 @ 2m, ,, 2m 2m 
@ i-— € 1 er n—1 
4, qs a 


(e=1, 2,...,”—1). 
On a done la relation 
d log O (@ + a |@, @, @2,--, @, 4, 4) 
ada 
d log O (x |@, a, Wg, +++, @, 4) 
da, ? 
qui permet de ramener les dérivées des fonctions O par rapport a une 
période @» & des dérivées de fonctions O par rapport 4 7. Nous faisons 
plus loin (§ 10.) une application intéressante de cette formule (17). 
D’une facon plus générale, si, dans la fonction 


(17) 








O(a | a, @yy DQ, ++ oy @n), 


k périodes sont égales 








cette 


La s 


repre 


de fi 


(18) 


les e 
préce 


logai 
ou |’ 


ou 


p(x) 


fone 
relat 
(19) 
ou 


(20) 


p(x) 


done 





nd 


Hl 


une 
sous 
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On = Dn—-1 = + + * = Wyn +2 = @,, 
cette fonction devient 


m 


Sn Aa arin 
Mp = aay 


(aml, 2,..., n). 
M, + My + Maa ++ + + Mn—n+2 
reprend une valeur entiére positive donnée m un nombre 
(m, k) = fet HSte—h 


- 2 beeee m 


“ag Qnxi 
(1 icendl co) q, (m+ My t+ My—jts:: +n K-42) , Png q 2m 141) 
0 
g 


La somme 





de fois; par suite la fonction O considérée devient dans ce cas: 


2axi (m,k) 
o 2m _ 2m 2m,_ 
a [J Qe aterm. ates )™ 
les entiers m, m,,..., M%,—z41 Variant, comme dans tous les produits 


précédents, de 0 & + oo. 


II. Applications des fonctions précédemment définies. 


4. On sait que l’on peut avec la fonction [(a#) et ses dérivées 
logarithmiques former une fonction uniforme F'(x) satisfaisant 4 l'une 
ou l’autre des relations 


F(x + ©) = (2) F(x) 
F(a + @) = p(x) + F(x) 


p(x) étant une fonction rationnelle donnée de x. 
Proposons-nous, par analogie avec ce probleme, de former une 
fonction uniforme F(x) satisfaisant 4 l'un ou l'autre des groupes de 


ou 


relations 

% F@ +o) = F(z) 

(19) Saab F(z) 

ou 

# F(z +o) = F(z) 

(20) hep hens Poe 


g(x) étant une fonction uniforme donnée. 
Remarquous d’abord que la fonction g(x) doit admettre la période 
o, Kn effet, on tire, par exemple, des deux équations (19) 
Fa+o+ o) = 9() F@), 
F(a + @, + @) = 9(x + @) F(2), 


p(% + @) = 9(z). 


done: 
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Il résulte de la que, si la fonction g(x) n’admet pas la période 
@, il est impossible de satisfaire aux équations (19) ou (20) a aide 
d’une fonction F(x) uniforme; mais alors il pourra exister des fonctions 
F(x) non uniformes, satisfaisant 4 ces équations, ainsi que nous en 
donnons plus loin un exemple (§ 6.). 

Puisque la fonction g(x) doit admettre la période @, il y a lieu 
de distinguer deux cas: ou bien cette fonction est simplement périodi- 
que, ou bien elle est doublement périodique et admet, outre la période 
@, une autre période ,. 

5. Supposons d’abord que g(x) soit simplement périodique, et 

2a2xi 
plus particulitrement que g(x) soit une fonction rationnelle dee” . 

Dans ce cas les fonctions F(z) satisfaisant aux équations (19) ou 
(20) peuvent étre formées 4 l’aide de la fonction O(%|@, @,) et de 
ses dérivées logarithmiques. 

Prenons d’abord les équations (19) 


F(a+oa)= F(z) 
F(a + o,) = (x) F(z) 


2axi 





(19) 


(x) étant une fonction rationnelle de e ° 
Si Pon pose: 


222i 
ee” = 
on a: 
1—az 
= m —___— = 
9 (2) As 1— bz 





A, a, b étant des constantes différentes de 0 et m un entier positif 
ou négatif. 
Posons en outre: 
2nai @npi 
a=xe” , b=—e 
la fonction g(x) prend la forme: 


2mnxi s2@4+e)i 


= 1—e ” 
p(a)— Ae * [] *—*irera : 


i—e 
Or on a: 


O(a+ @ | @, a,) = 0(z | @, w,), 





(1) Oe + @, | @, @,) == - O(a| , @,). 
1—e ® 
Considérons alors la fonction: 
f(z) me O(a + B | @, o) , 


Oe@+alo, a)? 








puis f 
stra: 
Yon 4 


il suf 


pour 
géné 
par u 


Soit 


fonet 
pren 


une 


fiant 
poso 


(22) 


0 d 
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le puis formons 4 l’aide des fonctions © ou de la fonction 6 de Mr. Weier- 
le strass une fonction intermédiaire de Mr. Hermite 7,(x) telle que 
18 Yon ait: 
on f, (@ + @) =f, (2), 

Snant 
eu f(a@+@,)=—Ae ” f(x); 


li- 


il suffira de prendre: 
de 


F (x) = f(z) + f@) 
et pour avoir une fonction satisfaisant 4 la question. La fonction la plus 


i générale satisfaisant 4 la question est égale 4 la précédente multipliée 
par une fonction possédant les périodes @ et @,. 


ou Par exemple Supposons: 
de —2a2xi 4nzi 
. 22x 1 co] ( ~o 
rt) = —_—_—_= = — —e€é 
p (x) = sin — az ¢ 1 


_ 2nzi anzvi an(o+5)i 
=—te * \1i-e® toe... 
a 


Soit f,(x) une fonction uniforme telle que 


fi(@+o)=f, (2), 


2a2i 


f\(a+o,)=— se ° f,(a); 





fonction que lon sait former 4 l'aide des fonctions 0. On a, en 
tif prenant: 


0 (x) = f(x) a 
) O (@|@, @) -O(« + + \°, o,) 





une fonction uniforme satisfaisant aux deux relations: 


O(a -+@)= (x), O(¢ + @,) = sin 27 O(a). 


@ 





6. Pour donner un exemple de fonction F(a”) non uniforme véri- 
fiant les équations (19) lorsque (x) n’admet pas la période @, sup- 
posons 

nui 222i. 


(22) p(a) = sin™@ —=— te *(1-e*). 





Soit alors f(a”) une fonction uniforme formée a l’aide des fonctions 
© de telle fagon que lon ait: 


2Qaxi 


{(a+o)=—f(2), sS@+o)=—te ° f(a); 
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on aura une fonction F(z) satisfaisant aux relations (19) dans lesquelles 
(x) a la valeur (22) en prenant 


Fe) = Geja,ay VIM. 


Cette fonction F(x) n’est pas uniforme. 


7. Passons & la deuxiéme question, et proposons-nous de former 


une fonction uniforme F(z) vérifiant les relations (20) od g(x) désigne 
2a2zi 





une fonction rationnelle dee ® . Si lon pose 


2naxi 

. 3 1 

e as g == re 

la fonction (x) devient rationnelle en w, et cette fonction rationnelle 
de u décomposée en fractions simples prend la forme: 


pa—H+ Siw + > [GAs + ata t tata] 


ot  désigne un entier positif ou négatif et a@ une constante différente 
de zéro. Faisons 


22ai 


2a2vi 


et remplagons w pare © ; nous arrivons 4 mettre p(x) sous la forme 











2Qnaxi 
(23) o(z) =H + Sane ° 
2a (e+a)i 2a (a+ ai *~ 
A, "hier: A, ies 
+> Saber intetat + “ie + a ( 2a(e+a)i\s | - 
a ee 
Cela posé, faisons 
aoe 1 log O (a| ) 
“o  dlogO0(e&\o,o 
(O(z)—=e” - eo 
4nzvi . 
” @ log O(a | @, a) — 
| So . 
2k avi 
4 a log O(a | , a) 
D, (x wed Sat ba 
(2) — 12-1) as 


Ces fonctions vérifient les équations 

















(24’) 


ainsi 
suival 


(25) 


de M 


de t 


(26) 


fait 


fon 









lles 


ner 
yne 


me 
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D, (a + w) = (2), 


2kavi 


o 
— er 
( =-<«® ve) 
ainsi qu'il résulte immédiatement des équations (21) ou de l’expression 
suivante de ®, (x): 





(24’) 
, (% ++ ,) = M(x) + 


? 


anmet 
a 
e N 


4 2Qaxi >: 
4, —e” ar m) 
La fonction ,(x) n’est autre que la fonction 
2 . 
, 7 (4°, rs ie 1) 


de M. Heine. ‘Yoir Handbuch der Kugelfunctionen p. 111.) 
Désignons par /,,(”) et w(x) les fonctions 


m 


(25) wie—— 2 


lI 
8 


2mk 


iM 





2naxvi 
: 1 
fn (x) ms Ba 2nm0,i ’ 
e* —1 
— — 2 _ adlog O(x#| a, a) x 
¥(2) - Quit dx ) 


de telle fagon que l’on ait les équations 
Qnawi 
(26) fx(t+o)=—f.(%); fp(e+o)—fp@)+e ” , 
V(e+o)=¥(@); ve+o)—v¥(@) +1. 


Cela posé, la fonction cherchée F(x) est donnée par la formule 
F(a) = Mate + >) data (2) 
+> [406+ 94+ 40@+q 4.44040]. 


En effet, en vertu des relations (24’) et (26) cette fonction F(x) satis- 
fait aux équations (20) dans lesquelles m(x) a la valeur donnée (23). 

La fonction la plus générale satisfaisant aux relations (20) est la 
fonction que nous venons de trouver augmentée d’une fonction quelcon- 
que ayant les deux périodes w, @,. 

8. Supposons maintenant que, dans les formules (19) ou (20); 
(x) désigne une fonction doublement périodique. aux périodes @, w, 
n’ayant pas d’autre point singulier essentiel que le point oo. La fonction 





*) O(x|@, wm) désigne la fonction © formée avec les périodes wm et a, (voir 
Briot et Bouquet, Théorie des fonctions elliptiques 2° édition p. 114). 


; 
| 
i 
' 
| 
| 
| 


| 
{ 
i] 
! 
| 
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élémentaire & Vaide de laquelle nous formerons la fonction F(x) est 
la fonction O (x | @, @,, @,). 
D’aprés les formules précédentes (4), on a 


O(a + @| @, @,, @) = O(a” | @, w,, @),’ 


O(ax | @, @, @) 
O(@\|@,@,) ’ 

O(x | @, @, Wy) 
O(a | @, a) 


(27) O(a + @,| @, @,, @) = 


O(a + @,| @, @,, @,) = 





Rappelons en outre les formules: 
O(x|@, @,) O(@, — x|\@, a) =a, e° O,(2\@, «,)*), 
© nei 
O(«\@, @,) O(@, — £\|@, @,) =a,e” O,(z\@, o,), ‘ 


dans lesquelles a, et a, désignent des constantes faciles & déterminer. 
D’aprés cela, si nous posons: 


0(— ieee 
(28) N(a| @,@,, @,) = 7! patel. O03) 





cette fonction N(x) vérifie les relations: 


[ N(x + @) = N(2), 





nxi 
N \ yy 

(28’) . We = a,e° 0, («| @, @,), 
nai 


N “o 
Wore = ae 0, (x|@, a). 








Revenons maintenant 4 notre probléme. La fonction donnée o(z) 
aux périodes @, w, peut se mettre sous la forme: 


2manzi 


(29) g(z)e se * TT Se— ale 


jb O%(@ —b,|@, a) * 


Formons, avec les fonctions ©, une fonction F’,(x) satisfaisant aux 
relations: 


*) 0,(@| @, w’) est la fonction ©,(a) formée avec les périodes w, ’. (Briot 
et Bouquet, Théorie des fonctions elliptiques p. 114.) L’on a de plus: 


‘ t a 

= — ———~ 9 Se ——-— » 
: ; Va *(%) Vie * (Ge) 
ou 


oO 


() = kK —¢"). 


1 








La fo! 
(30) 
est la 
p(x) 
L 
relatic 
ou 4( 
et a, 
g 
unifo1 
une { 
singu 


] 
de M 


(31) 


ou 


et 


dans 
(32) 


Cette 
(32’) 


La f 








st 


jux 


riot 
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F\(@+o) =F,(2), 


=! (Da,— Dd) +782 
F(a + @,) = Ae . F, (2). 


La fonction 


N(x —-a 
h 





est la fonction cherchée satisfaisant aux équations (19) dans lesquelles 
g(a) a la valeur (29). 

La fonction ainsi obtenue F(x) (30) satisfait, en outre, & une 

relation de la forme 

Fa + @)=4(2)F@) 
oi x(x) désigne une fonction doublement périodique aux périodes 
et @,, ainsi qu'il résulte de la derniére des relations (28’). 

9. J’arrive enfin au dernier probleme, celui de former une fonction 
uniforme F'(z) vérifiant les équations (20) dans lesquelles p(x) désigne 
une fonction uniforme doublement périodique n’ayant d’autre point 
singulier essentiel que le point oo et admettant les périodes @ et ,. 

En décomposant cette fonction en éléments simples par la méthode 
de M. Hermite, on la met sous la forme 


(31)' o(2) = C+ >) [4,Z(@—alo,@,) + 4,2’ (« —a\o, @,) 
+ +++ 4,20 («— alo, o,)] 


Glog O, («| @, ws) 
dx 


ou 
Z(@|@, @) = 


> A= 0. 


La fonction élémentaire qui sert & former la fonction F(x) est, 
dans ce cas, 


(32) P(a | @, @,, @)) = She Selo ey 


et 


Cette fonction P(x) satisfait aux relations: 
P(a@+a)= Piz), 
(32’) P(x + o) = P@) ++ Z(e|o, @») , 


P(x + 0) = P(e) + ™ + Z(c|@, a). 
La fonction cherchée F(a) est alors 
F(a) = C¥(#)*) + S! [40 P@ — a) + AP’ (x — a) 
pilheteap +++: +A,PO (4 —a)]. 
*) Voir les équations (26) pour la définition p(a). 
Mathematische Annalen, XIX. 
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. 


Cette fonction F(x) satisfait en outre & une relation de la forme 


P(e + @,) = 4(@) + F(z) 
ot x(x) désigne une fonction doublement périodique aux périodes 
@ et @,. 

10. Dans les deux paragraphes précédents (8) et (9) on peut sup- 
poser @, = @,; dans ce cas le probleme résolu (§ 8.) donne comme cas 
particulier un probleme que s'est posé M. Picard (Comptes rendus 
t. 86, p. 657). 

Les fonctions g,(2), ..-, Mox4i(2) considérées par M. Picard 
sont des fonctions O de M. Heine et la fonction 


O(2) = II P2r+i (2) 


une fonction O(« | @, @,, @,). 

Mais il est & remarquer que, dans ce cas particulier considéré par 
M. Picard, les fonctions cherchées peuvent sobtenir par la dérivation 
de fonctions 9 et de fonctions doublement périodiques par rapport 
aux périodes. 

En effet, si, dans la formule (28), on suppose a, = @, et si l’on 
y remplace x par x + @,, cette formule donne 


O(—: | @, Gy, 4) 
N(e + | @ 0) = “Separterace) 
dot lon déduit d’aprés (32) 


log O(— 2+, |, ayo) __ dlog O(a-+ ay) aa), 


P(2-+@,|@, @,, o)—= da da 


Or, daprés la formule (17) du (§ 3.): 


dlog O(—&+ a |o,o,a) _ _— dlog O(—a a, a) 
da re da, z 
d log O(a@+ | @,@,@) _ adlog O(e| a, a) | 
da 7a da, ; 


done 


d log O(x|@, a) O (—#| @, w) 
da, 


et par conséquent, en vertu de la relation (§ 8.) 


P(a + @,|\@, @,, @,) = — 





O(2|0, o,) O(—a\0,0)=a,(e" —e *)0(e\o, o,), 


(33) P(tz+@,|@, @,, a) = — - qe <= ote 2%). 





Ainsi P(x + @,|@, @,, @,) s’exprime & l’aide de la dérivée de la 
fonction 90, (x\@, @,) par rapport & @,. On conclut de |’équation (33) 
la suivante 








Il e 
(34) 


véri 


d’od 
(34) 


d’ov 


ce ¢ 
elle 


peu 
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cett 


(35) 


Pos 
Qa ( 


on 
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z-+-a, 











aie dloga, — fEPEMele.™) 4, 
dw, dw, 
| N(a + @,|@, @,, @,)==Ce ~~ 
es 
Il est aisé de vérifier directement que la fonction 
ns d log ©, (x| @, 
ee ec Q (a + a) = — SES Eleven 
us vérifie les relations (32) od @, = @,. On a en effet 
rd log ©, (% + @,) = log ©, (x) — teat — log (— 4) 
d’ot en dérivant par rapport 4 @, et tenant compte de la notation 
(34) et de Péquation 48 O(@) _ 7(2); 
a — Q(@ +20) + 2 (e+ a) = — Qe +a) — =; 
‘on d’od enfin en changeant x + @, en x 
wi Q@ +o) — Oe) = = + Z@); 
on ce qui est bien la seconde des relations (32’); quant 4 la relation 


: Q (a + @) = Q(x) 
elle est évidente. 


11. Remarque. Les résultats contenus dans le paragraphe précédent 
peuvent de la facon suivante @tre étendus & des fonctions de deux 
0) variables, 

Soit 
m,n=+o 1 
: m2 + ny+ = (m’a+2mny-+n'~) 
O(,¥)—= > e ; ; 


mn=—® 


cette fonction, comme l'on sait, vérifie les équations 


O(x+2ni,y) = O(x, y); O(x, y+2xi) = O(a, y), 
(35) O(atayty—e * O(n,y); 


all 
Oa+tyy+p—e * Q(z, 9). 


Posons en outre 
1 * 0 log O(a, 
Qa(x+a, y+7) = sie oe ey) Q (at+y, y+p)—— ae Y) 


2 log O(a, 
2, (any) = PED; 


é log O(a, y) 
Zn (x,y) — Lee Oley x 
e la 


(33) on déduit des relations (35) les suivants en prenant les logarithmes et 
dérivant par rapport & @ ou B: 


q* 











P. Appett. 


Qa(r-+ 22%, y) = Qu(@,¥), Qa(t,y+2z2i) = Qa(x, y), 
(36) | Qe(x+e,y-+r)— Qala, y) = ++ Z.(x, 9), 
Qa(a+y,y+B)= Qa(x, y). 


Qs (@+2x1, y) = Qp(z,y); Op(e, y4-227) = Qa(a, y), 
(37) }Qa(@+e,y+7)—= Ole, y), 


Qs (a@-+7,y+B)— Qps(x,y) => + Z,(x, y). 








Si alors on a une fonction de deux variables x, y 4 quatre paires de 
périodes conjuguées de la forme particuliére 


dZ,,(a-+-a,y-+b 
¥ (x,y) = C+ > [4 Z(e+a, y+b)+A4,— age ln ) 


PZ et ayt) 


> 4) =, 


ou 


la fonction 
F(a,y) = — CZ, (x,y) 


+ > [4,0-(2-+a,y +b) 4.4, ee Te 9t® 











+A, rasesasisy 
a 


vérifie les équations: 
F(a+2xi,y) =F (x,y); F(x, y+2xi) = F(x, y), 
(38) | F(@+e,y+7) = F(a, y) + ¥(2, 9), 
F(a+y7,y+8)= F(a, y). 


Mais je laisse de coté ces considérations pour revenir aux fonctions 


d'une variable, et j’arrive 4 une autre application des fonctions 
O(a |@, ,). 

12. On sait qu’a V’aide de la fonction F(x) l'on peut exprimer la 
limite de tout produit convergent simplement infini dont le terme 
général est une fonction rationnelle du rang n; et qu’a Faide des 
dérivées logarithmiques de [(#) on peut exprimer la somme de toute 
série convergente simplement infinie dont le terme général est une 
fonction rationnelle du rang n. 

Je vais montrer que l’on peut de méme, A l’aide de la fonction 
O(x | @, 2,) et de ses dérivées logarithmiques, exprimer la limite d’un 
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produit convergent simplement infini ou d’une série convergente sim- 
plement infinie dont le terme général est une fonction rationnelle de 


2Qnao,% 
e ° cest a dire de q,2", m désignant le rang du terme général. 
En effet, soit d’abord g(w) une fonction rationnelle de w, et con- 


sidérons un produit convergent de la forme 


P= [] oe 


La fonction rationnelle m(u) peut se mettre sous la forme 


1—au 
p(u) = Aut Toa? 
k désignant un entier positif ou négatif, a et b des constantes différentes 
de 0. Soient: 


220i 22api 
ow 


Gane” , bere" ,..,; 


le produit P prend la forme 


22ai 





=r OS cc w 2n 
> | / Aq? / / an 
n= é oi o a2" 
Comme le produit P est supposé convergent, on a 
A=1, k=0; 
et par suite 
P= O(c | @, a) 
O(p | @, @) 


C’est ainsi que l’on peut exprimer a l'aide de la fonction O(a | w, ,) 
un grand nombre de produits convergents qui figurent dans la théorie 
des fonctions elliptiques. 
13. Supposons maintenant que |’on ait une série convergente 
n—D 
S= = 9(4,""), 
n=0 


y(u) étant une fonction rationnelle de vw. Faisons q,?" = : , et décom- 


posons la fonction rationnelle (=) en fractions simples 


*G)-* + gett si54. + aa Sen =a 


r désignant un entier positif ou négatif et a une constante différente 


de zéro. On conclut de la en remplagant ¢ par see et faisant 
2nai N 
a=xe” ,...: 
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si =h+ > 4g" 


+2] 4- —Ber— +A, 1. —: 


‘ane oO e* "Ge as) 


+ 4,5 y| 
( —«* a” 

Comme la série S est convergente, la limite du terme général 
(q,2") doit étre zéro pour m infini; comme q,?" tend vers zéro, on 
voit que dans 24,q,—*"” il ne peut y avoir que des exposants r néga- 
tifs et que h doit étre nul. Les termes qui figurent dans 24,q,—?"" 
forment, dans la série S, des progressions géométriques faciles a 
sommer; désignons par S, la somme de toutes ces progressions géométri- 


ques, Il ne reste plus alors, pour sommer la série, qu’d trouver l’ex- 
pression de sommes telles que 








rz=—@D 


(39) .- : 
n=0 Rises o 


Or, en se reportant 4 |’expression fs de la fonction (7) définie 
précédemment, on voit que la série (39) n’est autre que 


2kaai 


—— @ - ®, (a) 








ou bien 


— (2). 


La somme cherchée S est donc 


40) s=s,— S [40+ 40 





,(«) |. 


Klingenthal, au mois d’Aout 1881. 
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Die Modulargleichungen der hyperelliptischen Functionen erster 
Ordnung fir die Transformation dritten Grades. 


Von 


Martin Krause in Rostock. 


In dem ersten Bande der mathematischen Annalen stellt Ké nigs- 
berger fiir die Transformation dritten Grades der hyperelliptischen 
Functionen erster Ordnung einige Relationen zwischen den fiir die 
Nullwerthe der Argumente genommenen @-Functionen auf. Er be- 
merkt am Schlusse, dass die aufgestellten Gleichungen die wahren 
Modulargleichungen nicht seien. Um diese zu finden, miissen in erster 
Linie Gleichungen zwischen den urspriinglichen und den transformirten 
Moduln aufgestellt werden. Unter solchen Umstiinden diirfte eine 
Methode vielleicht nicht ohne Interesse sein, vermége deren es moglich 
ist eine Reihe solcher Modulargleichungen mit leichter Miihe herzu- 
stellen. Allerdings wihlen wir als Moduln nicht die von Rosenhain 
oder Richelot eingefiihrten, sondern legen unseren Betrachtungen 
vier Thetafunctionen zu Grunde, zwischen denen eine Gipel’sche 
biquadratische Relation besteht. Die hieraus entspringenden Moduln 
haben vor den friiheren mehrfache Vorziige voraus, wie Borchardt 
im 88. Bande der Comptes rendus bemerkt. Die Methode besteht 
wesentlich in einer Anwendung der Transformation zweiter Ordnung 
auf die Kénigsberger’schen Ausgangsgleichungen. 

Nennen wir #,%;%,%s irgend vier beliebige Thetafunctionen der 
definirten Art fiir die Nullwerthe der Argumente, 0,0;0,05 die ent- 
sprechenden transformirten Thetafunctionen, so geniigt es fiir die Her- 
leitung der Modulargleichungen Gleichungen zwischen den genannten 
acht Gréssen abzuleiten. Die Theorie der linearen Transformation 
giebt dann eine Methode an die Hand, um aus ihnen Gleichungen 
zwischen beliebigen acht Thetafunctionen der definirten Art abzuleiten. 
Es mag hierauf bei dieser Gelegenheit nicht naher eingegangen werden, 
es mége die Bemerkung geniigen, dass gerade bei den Modular- 
gleichungen sich eine ungemein wichtige Anwendung der linearen 
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Transformation zeigt. (Siehe des Verfassers Arbeit iiber die lineare 
Transformation, Mathemat. Annalen, Band XVII.) 
Wir wihlen die Functionen ,, #3, #,, ®,, 05, O35, 04, Op}. 


g 1. ; 


Kénigsberger geht von folgenden Gleichungen aus: 


93454 + Bo3 93 + F233 = 8; 0, ; 9,0, + 9, 0, + 4 0 = 4,0,; 

a, 0, H+ By 4914 + Fy 954 = 9, 0; ; 9,0), + 903005 + 9,9, = 4, 9,5 

491 FE F491 + F429). = 9,0, 9,0. + 91.0,. + 9230.; = 4, 0;. 
Diese Gleichungen haben siimmtlich die Form: 


© +X, + 2, = %. 

Mit Hiilfe leichter Operationen findet man dann, dass alle Werthe, 
die dieser GJeichung Geniige leisten, zu gleicher Zeit die Gleichung 
hefriedigen: 

[er ay? + 05? + 447)? — 2 (a, y+ Ly Hy Hy Hy 1 y%, + 4,3 -4+2,%,)} 
— 642,?2,? 2,?2,? = 0. 

Die Gleichung kann in mannigfache andere Formen gebracht 
werden, Eine derselben ist: 

[(a,? + a? — a? — x,’)? + 4a,?x,? — 42,? a4”)? 
— 16x,°2,?(%,? + 2? — 2, — 2’)? = 0, 
oder wenn wir 2,2 = & setzen: 


(1) [(&, + é, ge g, 7 ag £,)? + 4€.&, a 46,,]° 
= 168, &(&, + é as = E,) = 0. 
In dieser Gleichung ist dann: 
Ea ‘ oee 3, 0,’, 
und zwar entsprechen den Werthen von a:1, 2, 3, 4 vier Werthe 
#,0,, die in einer linearen Gleichung zusammen vorkommen. Ein 
Blick auf diese Gleichungen lehrt, dass, wenn zwischen 2, %,%,%, eine 
lineare Beziehung besteht, immer zwei andere Gréssen x, 2, bestimmt 


werden kénnen, derart, dass zwischen 2,2,2,%, auch eine lineare 
Relation besteht. 
Dann ist: 


(CE, + E, em é; — by + 45, E» — 46, &.)?— 16§, &, (&, +§— g, — §,)? = 0. 
Verbinden wir diese Gleichung mit Gleichung (1), so ergiebt sich: 
L(E, + & — gs s. &4)° 3 46,6, ae 4&8.) LE, + & — gs we E.] 
= + [6 + & — & — &)? + 48,8, — 4885] [6 + &. — & — &)- 
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Solcher Gleichungen giebt es im Ganzen 15. 

Dieselben lassen sich durch lineare Transformation alle aus einer 
ableiten. Wir gewinnen die 15 Fille, indem wir an Stelle der Indices 
1, 2, 3, 4, 5, 6 der Reihe nach setzen: 


5, 23, 34, 03, 2, 12; 5, 12, 01, 14, 2, 23; 
5, 03, 23, 34, 0, 01; 5, 01, 14, 12, 0, 03; 
5, 34, 03, 23, 4, 14; 5, 2, 4, 0, 12, 23; 
5, 14, 34, 4, Ol, 12; 5, 0, 2, 4, 03, 01; 


5, 4, 34, 14, 2, 0; 23, 14, 03, 4, 2, 01; 
23, 4, 03, 14, 0, 12; 
23, 01, 2, 14, 0, 34; 
23, 0, 01, 34, 4, 12; 
03, 12, 2, 34, 0, 14; 
03, 2, 12, 34, 4, 01. 

Fraglich bleibt das Vorzeichen. Um iiber dasselbe eine Bestimmung 
zu treffen, beschrinken wir uns auf die Reprisentanten, fiir welche 
AUS T1;, Ty) To Tesp. Witd 3174,, 3tj9, BT. 

Setzen wir % = e*'t, y = eri, g = e7'™, go gelten bekanntlich 
fiir die Thetafunctionen fiir die Nullwerthe der Argumente die Ent- 
wickelungen: 


8, = 14224224 22t+ 2244299422942 22(y?+y-) 
+2atay'+y-) +2ce(ytty y+, 
8, = 14+22—224-227'+22!+ 229 —22°9—2ar2(y*+y-) 
—2ate(y'ty“)+2ae(y'ty)+---, 
8. = 1— 244224 24'!+ 224— 299+ 229—2ee(y?+y-*) 
+2ataly*+y~*)—2aet(y'+y*)+- 
9 = 1—2a—22+4 22'+224—229— 229+ 2r2(y?+y-*) 
lately ty) Rey) + 
9 


o.— dat pont pont baat to )+2ate(y? +y)+e5, 


1 9 
= Dat 42at 4284 —2at ay ty)— Bat aig t+y-)+-, 
a ce 
% = zat 4-268 $228 4248 ‘aby V+ Re ae t, 
9 25 1 


% = Baty 20t 4 26 — 248 a(y+y-)+ 2 oy yt 
d= oat it (yz + v3) 4 Qat gt (y? + y"?) 

2 t- 2.8 
+208 et(y? ty *)4--., 
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cothianbel atte? —y 2)_ Ont gt (y? =; -3) 


9 1 
—asttyt 9) 4. 
Setzen wir diese Reihenentwickelungen ein, so zeigt es sich, dass 
stets das positive Zeichen zu nehmen ist. 
Somit erhalten die Gleichungen die Gestalt: 


LE, + g, se 24 E; tints §,) + 45,5, —e 4&,6,] (5, + E, ded g, aia Es] 
- (CE, + E, arn gs bas &,)* +: 45,6, ta 455 &6] (5, + E, ory g; Ge Es], 
oder: 
(2) (, i &)? (§; + &, ‘Cu §; we E,) + (&; ses &,)° (& + E, ‘ad g; — §.) 
+ (&, a §,)? (3 + , “a, = E,) = 0. 


Die weitere Aufgabe besteht in einer Transformation der Glei- 
chungen (1) und (2). 


§ 2. 
Wir setzen in den Gleichungen (1) und (2) an Stelle von 1,,, T,., To» 
resp. “a . ae , <2. also an Stelle von 31,,, 3t,., 3t. resp. 


2. TH, Tie Tee . Bt 3T 42 3 Toe 
ove, o:, 3 - > oder was dasselbe sagt: a ee as 


Dann wird: 
,2(0,0, Ht, 2, ) = 0,2 + 0,7 + 0? + %,?. 


8,’ (0, 0, S = ’ ws = 8,’ + 8,,? — 3? — 9)’. 


P12" (0, 0, T: a = = 6,’ — 0,,? + 7 — o 


- 


2 
o1* 


9,,7(0, 0, 1, 2, B) = 0? — 0,’ — 07 + 9). 


9 0 





#,2(0, 0, an ? *s, ‘) ar 2 (8, 9.5 id 90194); 


9,3? (0, 0, = ’ “a ? +) = 2(9, 83 + Fo, 9,). 


#,,2(0, 0, #, £2, **) = 2(0, 0, — ,%,,); 


272 


o2(0, 0, “, 2, Sa) — 2 (a, 3, + 3,53 ,). 


te 


9,2(0, 0, ; =, “2. = 2(8,; 99, — 3,95); 


9,’ (0, 0, * ’ 3, <n) = 2(9, 9, + 9, 9,5). 








func 
word 


XV. 
so é 
Grac 
begn 


sech 


macl 


(3) 
(4) 
(5) 


(6) 


(7) 
(8) 


setz 


(3) 


setz 











Modulargleichungen hyperelliptischer Functionen. 107 


Aehnliche Ausdricke ergeben sich fir die transformirten Theta- 
functionen. Es sind diese Relationen zuerst von Gépel aufgedeckt 
worden. 

Die hier gebrauchten Formeln sind einer Arbeit von Rohn im 
XV. Bande der Annalen entnommen. 

Werden diese Werthe in die Gleichungen (1) und (2) eingesetzt, 
so erhalten wir eine Reihe von Modulargleichungen achten und sechsten 
Grades. Es sollen dieselben nicht simmtlich aufgestellt werden. Wir 
begniigen uns damit, drei Gleichungen achten und drei Gleichungen 
sechsten Grades anzugeben. 

Um die Form derselben zu einer médglichst iibersichtlichen zu 
machen, fiihren wir folgende Bezeichnungen ein: 


A = F705? + 8257025? + Hy1709,? + 9,70,?; 

b = 8,025? + B25705? $B y,70,? + 700,75 

by = 9,70? + B3709,? + B01? 025? + 4,70,?; 

by = B,70p,? + B_570,? + By,70,?_ + O,7 0,575 
€ =2 (FF y5 0; 03 +o, Fy 09194 3d = 2 (HB yy 0,0, 4+ Fo, H, 0,025) 5 
C,=2 (8,8, 050, 4-H 23H10,3001)3 dy = 2(H; Hy O55 Oy, + F591 9; 0, )5 
Cy=2 (F; Fy, 95309, +H, 30, O23); d= 2 (9; 0, Oy3-+- Hy B39; 09)). 


Dann lauten drei Modulargleichungen achten Grades: 


(3) (d,? + d,? — 2¢,¢,)? — 4(¢,? — d,?) (¢,? — d,”) = 0; 

(4) (d,2-+ @ — 2c,c)? — 4(c,? — d,*) (2? — d*) =0; 

(5) ( +d? — 2ce,)? —4(e — ad) (2 — d)=0. 
Ferner drei Gleichungen sechsten Grades: _ 

(6) a? (Cy —€)-+ d,? (c—¢,)+ d,?(c,—c) =0; 

(7) bd(c,—¢,)+ b, d, (e—e,)+ b, d,(¢,—¢) =0; 


(8) (BP?) (&, — 1) + (b,?—¢,”)(C— &) + (0, — 6”) (45 —€) = 0. 
Gleichung (3) ergiebt sich unmittelbar aus Gleichung (1), wenn man 
Ey = 957 957, Ep = 847 0,?, Es = 8,7 0,7, Ey = Foy? Op”, 
setzt. 
Analog ergeben sich die Gleichungen (4) und (5), die aus Gleichung 
(3) auch durch lineare Transformation erhalten werden kénnen. 
Gleichung (6) ergiebt sich aus Gleichung (2), indem man 
By = B57 p57, Fp = 44? 0,47, Es = Fos? Oy”, 
By = 9,7 0,7, 8 = 8,707, By = By? Op,” 


setzt. 
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Die beiden andern Gleichungen ergeben sich durch einfache Ver- 
bindungen einiger Gleichungen sechsten Grades. 
Weitere Transformationen behiilt der Verfasser sich vor. 


§ 3. 

Die Gleichungen des vorigen Paragraphen sind zunichst nur fiir 
die Reprisentanten abgeleitet, fiir welche aus 1,,, t,., T.. resp. wird 
311, 3,9, 3t9- Es soll nun bewiesen werden, dass ihnen auch die 
iibrigen Reprisentanten Geniige leisten. 

Wir wihlen als Repriisentanten der 40 nicht aquivalenten Classen 
folgende Systeme: 

11000 {10 0 O| |3 —88 0 —8¢’ 30-81 —8i’ 
0100) |O3—8i0/| |0 10 O 03 —8i” —8i 
0030; |00 1 0 0 03 8 vo- @ 0 
9003/ |00 03/;/0 00 1 00 O 1 





Es sind dieses dieselben Systeme, von denen Kénigsberger im 
67. Bande des Crelle’schen Journals Gebrauch macht. 

Die Thetafunctionen #,, #,,, #,, @, bleiben ungeindert, wenn 
man auf die Moduln eine lineare Transformation anwendet: 


& G@ A a, 


bo b, b, b, 
Co & & G&|’ 
d, d, ad, d, 


bei welcher a, = b, = c, = d, = 1 mod. 8 ist,. wahrend die anderen 
Zahlen durch acht theilbar sind. 


Die von uns gebrauchten Gréssen 0,, 0,,, 0,, 09, entsprechen der 
Determinante: 

13 000 

030 0 

0010 

0001 | 





Es wire nun bewiesen, dass simmtliche 40 repriisentirende Systeme 
0;, 5, %,, 0, Wurzeln unserer Gleichung sind, wenn die Zahlen 
a, @,-~+-d, so bestimmt werden kénnen, dass: 

|@ a a, %| inp 

| Ge Cy Co G 0010\~ 


Uy Uy Uy Us | |" @, My et, | 
Up VY V2 vs | | Bo B, B, B, 


Wy W, Wy Wz | | Yo V1 V2 Vs 








(dy dd, dy} |0001| | ay a xy ay! | 0, d, d, 0, 
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ist, wenn die erste Determinante rechts zu einem beliebigen Reprisen- 
tanten gehért, wihrend die Zahlen a,, a, --+ 0, Zahlen einer linearen 
Transformation sind, fiir welche: 





q (my — m) + p(y —n) + (wu g+pv) — (mat yi my) — “© —Q mod. ? 
2 —" : 


und 
m==pemod.2, n=vmod.2, »p=pmod.2, g = q mod. 2 


ist, vorausgesetzt, dass unter den wane uw, v, p, g der Reihe nach 
verstanden werden: 

0,0,0,0; 1,1,0,0; 1,0,0,0; 0,1, 0,0. 
(Siehe des Verfassers Arbeit iiber lineare Transformation, Bd. XVII 
dieser Annalen.) 

Die Richtigkeit der Behauptung zeigt eine einfache Rechnung. 
Es lisst sich dieser Satz ohne Schwierigkeit ftir beliebige unpaare 
primzahlige Transformationsgrade und fiir beliebige G6 pel’sche Mo- 
duln verallgemeinern. Er bildet ein Analogon zu dem Irreductibilitits- 
satze bei den Modulargleichungen der elliptischen Functionen. 

Es lassen sich iiberhaupt unter Annahme der eingefiihrten Moduln 
unschwer die meisten Sitze iiber die gew6hnlichen Modulargleichungen 
der elliptischen Functionen auf die hyperelliptischen tibertragen. Es 
dirfte sich daher empfehlen, einer ersten Theorie jener Gleichungen 
die genannten Moduln zu Grunde zu legen. 


Rostock, den 7. August 1881. 








Ueber eine Reihe neuer Thatsachen aus dem Gebiete 
der Topologie. 


Von 
Oskar Srwony in Wien. 


(Mit 8 lithograph. Tafeln.) 


Biegt man dié beiden Enden eines rechteckigen Papierstreifens 
nach dem Muster der nebenstehenden schematischen Figur gegen ein- 
ander und verdreht dessen rechtseitiges Ende um irgend ein ganzes 
Vielfaches von 180° : r >< 180°, so liefert die Vereinigung beider Enden 
stets einen ringférmig geschlossenen Streifen, 
dessen Gesammttorsion positiv oder negativ ge- 
nannt werden mag, je nachdem die erwihnte 
Verdrehung im Sinne des Pfeiles (p) oder im 
entgegengesetzten Sinne vorgenommen worden 
ist. Die Ausfiihrung eines die Mittellinie des 
Streifens vollstiindig durchlaufenden Schnittes 
liefert dann wieder einen beziehungsweise zwei ringformig geschlossene 
Streifen, fiir welche die nachstehenden einfachen Gesetze gelten.*) 

1) Ist r eine ungerade Zahl, also gleich + (2a -+ 1), so erhilt 
man einen einzigen ringformig geschlossenen Streifen mit einem lings 
desselben verschiebbaren Knoten, welcher fiir r= -+ (2a+ 1) als 
positiver Knoten a” Art (Taf. JI, Fig. 9), fiir r= — (2a + 1) als 
negativer Knoten a” Art (Taf. IL, Fig. 10) auftritt. Die Gesammt- 
verdrehung des neu erzeugten Streifens ist stets gleichsinnig mit jener 
des urspriinglichen, ihr absoluter Betrag jedoch auf 4(a-+ 1) >< 180° 
gestiegen. 

2) Ist r eine gerade Zahl, also gleich + 2a, so liefert der er- 
wihnte Lingsschnitt immer zwei ringformig geschlossene Streifen, 





*) S. h. die dritte Auflage meiner Brochure: Gemeinfassliche, leicht con- 
trolirbare Lésung der Aufgabe: ,,In ein ringformig geschlossenes Band einen 
Knoten zu machen“ und verwandter merkwiirdiger Probleme (Wien, Gerold & Co., 
1881). — Man findet daselbst auch jene Erscheinungen besprochen, welche wn- 
verdrehte, biegsame Ringe bei lings ihren Mittellinien in sich selbst zuriick- 
kehrenden Lingsschnitten zeigen. 
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welche fiir r—-+ 2a mit einander in einer positiven Verbindung 
a‘ Art (Taf. I., Fig. 7), fiir 7 — — 2a in einer negativen Verbindung 
ar Art (Taf. II., Fig. 8) stehen und dieselbe Gesammtverdrehung wie 
der urspriingliche Streifen besitzen. ; 

Dies vorausgeschickt ziehen wir zunichst jene Gebilde in Betracht, 
welche aus einer ebenen, vollkommen biegsamen Filiiche von der Ge- 
stalt der Fig. 1 (Taf. I.) entstehen, indem man das Ende (B) nach 
einer oder mehreren Drehungen um je 180° mit dem unverdrehten 
Ende (A), ferner das gleichfalls um ein ganzes Vielfaches von 180° 
verdrehte Ende (C) mit dem unverdrehten Ende (D) vereinigt und 
durch die so erhaltene geschlossene F'liche erster Classe den in sich 
selbst zuriicklaufenden Schnitt: aodcoba fihrt. 

Die durch diesen Schnitt erzeugten neuen Flichen zerfallen hin- 
sichtlich thres Fldcheninhaltes in folgende vier Gruppen: 

(a) Solehe geschlossene Fliichen (/';), welche sich aus einem 
einzigen Viertel der urspriinglichen Fliche (Taf. I., Fig. 3) her- 
stellen lassen. 

(B) Solche geschlossene Flichen (F,), welche man aus zwei nach 
dem Muster der Fig. 4 (Taf. I.) mit einander vereinigten Vierteln der 
urspriinglichen Flaiche erzeugen kann. 

(y) Solche geschlossene Flichen (F,), welche aus drei nach dem 
Muster der Fig. 5 (Taf. I.) mit einander verbundenen Vierteln der : 
urspriinglichen Fliche herstellbar sind. 

(8) Solche geschlossene Flichen (F), welche, abgesehen von 
etwaigen Knoten, Verschlingungen und Torsionen einer ebenen Flache 
von der Gestalt der Fig. 6 (Taf. I.) entsprechen. 

Die jeweiligen Gesammtverdrehungen von F',, F,, F;, F, sind 
ihrem Sinne und ihrer Grésse nach natiirlich von jenen Drehungen 
abhiingig, welche die Enden (B) und (C) der urspriinglichen Fliche 
vor ihrer Vereinigung mit den Enden (A) und (D) erhielten. Hierbei 
nennen wir speciell jede Drehung des Endes (B) um irgend ein ganzes 
Vielfaches von 180° : a, >< 180° positiv oder negativ, je nachdem die- 
selbe im Sinne des Pfeiles p, (Taf. I., Fig. 2) oder im entgegen- 
gesetzten Sinne vorgenommen worden ist, und ertheilen analog bei 
einer Verdrehung des Endes (C) um a, >< 180° dem Factor a, das 
Zeichen + oder —, je nachdem die betreffende Verdrehung im Sinne 
des Pfeiles p, oder im entgegengesetzten Sinne stattgefunden hat. 

Unter diesen Annahmen lassen sich dann die jeweiligen Gesammt- 
verdrehungen: 


T, = x, >< 180°, T,—2,>< 180, T,—2,>< 180, T,—2, >< 180° 
der Flichen: . 


Ff, F,, F;, F, 
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ihrem Sinne und ihrer Grésse nach auf dieselbe Art wie die jeweilige 


Gesammttorsion eines ringférmig geschlossenen Streifens ermitteln und 
sind vollstindig bestimmt, sobald die Zeichen und die numerischen 
Werthe der Torsionscoefficienten x,, x,, 2, %, angegeben werden. 

Auf Grundlage der hier eingefiihrten Nomenclatur ergiebt sich 
jetzt fiir die aus einer geschlossenen Fliche erster Classe durch den er- 
wahnten Schnitt erzeugbaren Gebilde das nachstehende Schema, welches 
auch nach einer Vertauschung von a, mit a, giiltig bleibt und daher 
alle von der Null verschiedenen Specialisirungen der Torsionscoefficienten 
@,, @, umfasst: 


() +++ a= +41. 
(1) «++ a, = + (2k + 2D). 


(@)---a,=+1, a, =—-+ (2k+1): Eine Flache F’, mit einem 
positiven Knoten k'* Art. x, = 4(k + 2). 


(B) +--+ a,—=+1, a, = — (2k+ 1): Eine Fliche F, mit einem 
negativen Knoten ke" Art. 2, = — 4k. 

(vy) --- a,—=—1, a4, =+ (2k +1): Eine Flache F, mit einem 
positiven Knoten ke" Art. 2, = 4k, 

(0) +--+ a, ——1, a, = — (2k+ 1): Eine Flache F, mit einem 
negativen Knoten k'*' Art. 2, = — 4(k + 2). 


(2) +++ dg = + 2k. : 
(@)-+-a,=+1, a,—-+2k: Eine Fliche F, in einer posi- 
tiven Verbindung k'* Art mit eine Fiche F,- 2, 2(k-+-2), 2,=— 2k. 


(B) ---a,—=+1, a, = — 2k: Eine Fliche F in einer nega- 
tiven Verbindung f'* Art mit einer Fliche F,- 2, — — 2(k — 2), 
x, = — 2k. 

(y) +++ a@,=—1, a,—-+2k: Eine Fliche F, in einer posi- 
tiven Verbindung /'* Art mit einer Fliche F,- x, = 2(k—2), x, = 2k. 

(0) --- a,——1, a, =— 2k: Kine Flache F, in einer nega- 
tiven Verbindung k' Art mit einer Flaiche F- 2, = — 2(k + 2), 
x, = — 2k. 


(Il) ---a4,2+1. 
(1) +++ a,=+(2h+1), a,=+ (2h + I). 

(a) +--+ a, =+(2h+1), ag=—+(2k+1): Eine Fliche F, 
mit zwei Knoten, nimlich einem positiven Knoten h'* Art und einem 
positiven Knoten ki Art. a, = 4(k + h + 2). 

(B) --- a, —=+(2hk+1), a4,——(2k+1): Eine Fliche F, 
mit zwei Knoten, nimlich einem positiven Knoten h'*" Art und einem 
negativen Knoten k'* Art. a, = — 4(k — h). 
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(y) «++ a, =—(2h+1), ag=—+(2k+1): Eine Fliche F, 
mit zwei Knoten, nimlich einem negativen Knoten kh‘ Art und einem 
positiven Knoten kh’ Art. a2, = 4(k — h). 


(0) +++ a, =— (2hkh+1), a,—=—(2k+1): Eine Fliche F, 
mit zwei Knoten, nimlich einem negativen Knoten h'* Art und einem 
negativen Knoten kit Art. a2, = — 4(k + h + 2). 


(2) ---a,=+2h, ag=+(2k+1): . 

(@) +++ a,-=+2h, ag=—+(2k+1): Eine Fliche F, mit 
einem positiven Knoten ke" Art, welche mit einer Fliiche F’, in einer 
positiven Verbindung h' Art steht. 2, = 2(2k+h-+ 2), x, =2h. 

(B) +--+ a, =+2h, a, ——(2k+1): Eine Fliche F, mit 
einem negativen Knoten i‘ Art, welche mit einer Fliche F, in einer 
positiven Verbindung h'*" Art steht. 2, = — 2(2k—h-+ 2), a, = 2h. 

(y) +++ a4, =—2h, a,=—+(2k+ 1): Eine Fliche F, mit 
einem positiven Knoten kt Art, welche mit einer Fliche F, in einer 
negativen Verbindung h'e Art steht. x, = 2(2k —h+ 2), x, —=—2h. 


(0) --- a,=—2h, a,=—— (2k+1): Eine Fliiche F, mit 
einem negativen Knoten k'' Art, welche mit einer Fliche F’, in einer 
negativen Verbindung h'' Art steht. 2,——2(2k-+h+2), a,—=— 2h. 


(3) ---a,=+2h, ag=—+ 2k. 

(@) +++ a,=+2h, ag=—+2k: Kine Fliche F, mit dem 
Torsionscoefficienten: 2(k + h) und zwei von einander isolirte 
Flichen F’,. Die erste derselben steht mit F’, in einer positiven Ver- 
bindung h'' Art und besitzt den Torsionscoefficienten: 2h, die zweite 
Fliche F’, steht mit F, in einer positiven Verbindung k'e' Art und 
besitzt den Torsionscoefficienten: 2k. 

(B) +--+ a,=+2h, a,—=—2k: Eine Fliche F, mit dem 
Torsionscoefficienten: —2(k—h) und zwei von einander isolirte 
Flichen F,. Die erste derselben steht mit F, in einer positiven 
Verbindung h'e' Art und besitzt den Torsionscoefficienten: 2h, die 
zweite Fliiche F’, steht mit F’, in einer negativen Verbindung ke" Art 
und besitzt den Torsionscoefficienten: — 2k. 

(y) +++ a,—=—2h, a,=+2k: Eine Fliche F, mit dem 
Torsionscoefficienten: 2(k — h) und zwei von einuander isolirte Flichen 
F,. Die erste derselben steht mit F’, in einer negativen Verbindung 
h' Art und besitzt den Torsionscoefficienten: — 2h, die zweite Fliiche 
F, steht mit F, in einer positiven Verbindung Kk" Art und _besitzt 
den Torsionscoefficienten: 2k. 

(0) «+++ a,—=—2h, a,—=— 2k: Hine Fliche F, mit dem 
Torsionscoefficienten: — 2(k-+-h) und zwei von einander isolirte 
Flichen F. Die erste derselben steht mit F, in einer negativen Ver- 
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bindung h'* Art und besitzt den Torsionscoefficienten: — 2h, die 
zweite Fliche F, steht mit F’, in einer negativen Verbindung k'* Art 
und besitzt den Torsionscoefficienten: — 2k. 

Wir wenden uns nunmehr zur Beschreibung jener Gebilde, welche 
aus einer ebenen, vollkommen biegsamen Fliche von der Gestalt der 
Fig. 1 entstehen, wenn man das Ende (B) nach einer oder mehreren 
Drehungen um je 180° mit dem unverdrehten Ende (D), ferner das 
gleichfalls um irgend ein ganzes Vielfaches von 180° verdrehte Ende 
(A) mit dem unverdrehten Ende (C) vereinigt und durch die auf diese 
Art hergestellte geschlossene Fliche zweiter Classe den in sich selbst 
zuriickkehrenden Schnitt: aobdoca fihrt. Hierbei ist gemiiss unseren 
friiheren Feststellungen -jede Drehung des Endes (B) um irgend ein 
ganzes Vielfaches von 180° : b, >< 180° als positiv oder negativ zu be- 
zeichnen, je nachdem sie von (C) gegen (A) hin oder von (A) gegen 
(C) hin stattgefunden hat, und muss analog jede Torsion des Endes 
(A) um ein beliebiges ganzes Vielfaches von 180°: b, >< 180° als 
positiv oder negativ in Rechnung gezogen werden, je nachdem dieses 
Ende von (B) gegen (D) hin oder von (D) gegen (B) hin gedreht 
worden ist. 

Die Erfillung der Forderung, die in Betracht kommenden Gebilde 
méoglichst einfach zu beschreiben, bedingt hier die Einfiihrung folgender 
Hiilfsbegriffe : 

(1) Lasst sich eine geschlossene Fliiche auf einer zweiten, gleich- 
falls geschlossenen Filiiche nach dem Muster von einer der vier schema- 
tischen Figuren: 20, 21, 22, 23 (Taf. III.) aufhiingen, so besteht 
eine Doppelverbindung beider F'lichen. 

(2) Enthialt eine geschlossene Fliiche einen Knoten erster oder 
hdherer Art, welcher nach dem Muster von einer der vier schema- 
tischen Figuren: 24, 25, 26, 27 (Taf. 1V.) mit einer Verbindung erster 
oder héherer Art combinirt ist, so besitzt die Fliche nach unserer 
Ausdrucksweise eine Verkniipfung. 

(3) Tritt eine geschlossene Fliiche nach dem Muster von einer 
der vier schematischen Figuren: 28, 29, 30, 31 (Taf. V.) zweimal in 
je eine Verbindung erster oder héherer Art mit sich selbst, so besitzt 
diese Fliiche eine Verschlingung. 

(4) Tritt eine geschlossene Fliche nach dem Muster von einer 
der vier schematischen Figuren: 32, 33, 34, 35 (Taf. VI.) in eine 
Doppelverbindung mit sich selbst, so entsteht nach unserer Bezeichnungs- 
weise ein Doppelknoten. 

Hierbei kann jede Doppelverbindung, Verkniipfung ete, in vier 


Typen: [(+) (4)], (4) (1, (—) H], (—) (1 anftreten, und 


zwar sind speciell: 
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die Figuren 20, 24, 28, 32 von dem Typus: [(+)a(+)s], 
” ” 21, 25, 29, 33 ” ” » (+)a (—)s], 
” ” 22, 26, 30, 34 ,, ” » > [(—)a(+)), 
” ” 23, 27, 31, 35, ” » + [(—)a(—)]- 


Um jedoch diese Hiilfsbegriffe ohne scheinbare Widerspriiche ver- 
werthen zu kénnen, bedarf man der Kenntniss folgender Thatsachen, 
welche sich sowohl graphisch als auch experimentell leicht verificiren 
lassen : 

1. Die Doppelverbindungen von den Typen: [(+).(+),] und 
[(+)s (+)a] sind stets in einander transformirbar. Dasselbe gilt fir 
die Doppelverbindungen von den Typen: [(—)a(—)»] und [(—),(—)a]. 
Ist b speciell gleich Null, so reduciren sich die beiden erstgenannten 
Doppelverbindungen auf die positive Verbindung a‘ Art, die beiden 
letztgenannten Doppelverbindungen auf die negative Verbindung a‘ Art. 

2. Die Doppelverbindung von dem Typus: [(+),(—).] kann stets 
in jene von dem Typus: [(—),-1(+)c4:] verwandelt werden. Ebenso 
lisst sich die Doppelverbindung von dem Typus [(—),(+),] in jene 
von dem Typus: [(++),-1(—).4:] umformen. Fir 6 = 1 entsprechen 
demnach die beiden erstgenannten Doppelverbindungen einer positiven 
Verbindung (a + 1) Art, die beiden letztgenannten Doppelver- 
bindungen einer negativen Verbindung (a -+ 1)'*" Art. 

3. Die vier Haupttypen der méglichen Verkniipfungen einer ge- 
schlossenen Flaiche reduciren sich fiir 6 =O insgesammt auf Knoten 
nullter oder héherer Art und zwar die Verkniipfungen von dem Typus: 
\(+)e(+)s} resp. [(+)a(—),] auf die positiven Knoten (a — 1)!" resp. 
a‘ Art, hingegen die Verkniipfungen von dem Typus: [(—), (+)s] 
resp. [((—)a(—)»] auf die negativen Knoten a'* resp. (a — 1)" Art, 
Alle iibrigen Verkniipfungen sind keiner weiteren Reduction fihig und 
auch mit Ausnahme der beiden auf Taf. I]. (Fig. 11, 12) abgebildeten 
Verkniipfungen , welche zwei einfache Umformungen der Verschlingung 
von dem Typus [(—),(+),] (Taf. II, Fig. 13) vorstellen, nicht in 
einander trarsformirbar. 

4. Die beiden Verschlingungen von den Typen: [(+-).(+),] und 
((+).(++)a] sind einander iiquivalent, desgleichen jene von den Typen: 
{(—)a(—),] und [(—),(--),]. Ist 6 speciell gleich 1, so reduciren sich 
die beiden erstgenannten Verschlingungen auf die Verkniipfung von 
dem Typus: [(—),(+)a-:], die beiden letztgenannten Verschlingungen 
auf die Verkniipfung von dem Typus: [(+), (—)a—)]. 

5. Ebenso sind die beiden Verschlingungen von den Typen: 
[(+)a(—)s] und [(—)s(+)a], folglich auch jene von den Typen: 
[(—)a(+),] und [(+).(—)a] eimander fiquivalent. — Ist b speciell 
gleich 1, so reduciren sich die beiden erstgenannten Verschlingungen 
g* 





116 


O. Simony. 


auf die Verkniipfung von dem Typus: [(+),(+)a], die beiden letzt- 
genannten Verschlingungen auf die Verkniipfung von dem Typus: 
((—), (—)e]. 

6. Die Verschlingung von dem Typus: [(+).(+)] kann stets 
in einen Doppelknoten von dem Typus: [(+)e-1(+).1] umgestaltet 
werden. Analog lasst sich die Verschlingung von dem Typus: 
((—)a(—)s] in einen Doppelknoten von dem Typus: [(—)a—1(—)s—1] 
umformen. In Hinblick auf den vierten Satz sind demnach auch einer- 
seits die Doppelknoten von den Typen: [(+-)a(+).] und [(+)s(+)al, 
andererseits jene von den Typen: [(—).(—),| und [(—), (—)a] in ein- 
ander transformirbar. 

7. Die Verschlingung von dem Typus: [(+).(—),] liasst sich 
allgemein in einen Doppelknoten von dem Typus: [{(-++).-1(—),] um- 
gestalten. Analog kann die Verschlingung von dem Typus: [(—)a(+)s] 
in einen Doppelknoten von dem Typus: [(—)a—1(-+),] umgeformt werden. 
In Hinblick auf den fiinften Satz sind demnach auch einerseits die 
Doppelknoten von den Typen: [(+)a(—),] und [(—).-1(++)a4:], anderer- 
seits jene von den Typen: [(—)a(-++).] und [(+)o-1(—)a4:1] in ein- 
ander transformirbar. 

Endlich muss bei der descriptiven Verwerthung der hier ein- 
gefiihrten Hiilfsbegriffe noch der Thatsache Rechnung getragen werden, 
dass die friiher definirten Verkniipfungen und Verschlingungen resp. 
Doppelknoten je nach der Art ihrer Auflisung verschiedene Torsions- 
zahlen liefern, also experimentell im Allgemeinen nur die ausserhalb 
der betreffenden Verkniipfung resp. Verschlingung auftretenden Tor- 
sionen um je 180°, welche in ihrer Gesammtheit die jeweilige dussere 
Verdrehung: V = § >< 180° der untersuchten Fiche bestimmen, ein- 
deutig festgestellt werden kénnen. — Zur Erliiuterung des Gesagten 
modgen folgende specielle Ergebnisse dienen: 

Kin mit der Verkniipfung von dem Typus: [(+),(+),] ver- 
sehenes, ringférmig geschlossenes Band, in welchem sich ausserhalb 
der Verkniipfung keine Torsion vorfindet, erhilt eine solche von 
— 4>< 180° resp. + 4 >< 180°, je nachdem man dasselbe nach dem 
Muster von Fig. 14 (Taf. II.) oder nach jenem von Fig. 15 in ein 
unverkniipftes Band verwandelt. Transformirt man jedoch die Ver- 
kniipfung friiher in eine soleche von dem Typus: |(—),(—),], wobei 
der ausserhalb derselben gelegene Theil des Bandes unverdreht bleibt, 
so zeigt das Band eine Gesammtverdrehung von + 4 >< 180° resp. 
— 4>< 180°, je nachdem dessen Umwandlung in ein wnverkniipftes 
Band nach dem Muster von Fig. 17 oder nach jenem von Fig. 18 
vorgenommen worden ist. — Beseitigt man endlich die Verkniipfung 
von dem Typus: [(+),(+),] mach dem Muster von Fig. 16 und 
analog jene von dem Typus: [(—),(—),] nach dem Muster von Fig. 19, 
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so entsteht jedesmal ein unverdrehtes Band, d. h. man kénnte zufolge 
dieser sechs Experimente den beiden Verkniipfungen jede der drei 
Torsionszahlen: + 4, 0, — 4 zuschreiben, obgleich, wie sich durch 
zwei weitere Versuche darthun lisst, nur die mittlere die richtige ist. 

Construirt man sich nimlich zwei geschlossene Flichen weiter 
Classe, von welchen die erste die Torsionscoefficienten: b, = + 2, 
b, = + 3, die zweite die Torsionscoefficienten: b, = — 2, b, = — 3 
besitzt, und fiihrt durch jede Fliche einen die beiden urspriinglichen 
Streifen halbirenden Schnitt, so liefert die erste Fliche eine geschlossene 
Fliche mit der Verkniipfung vom Typus: [(+), (-+),] und der itiusseren 
Verdrehung: V = -+ 8 >< 180°, die zweite eine geschlossene Fliche 
mit der Verkniipfung vom Typus: [(—), (—),] und der dusseren Ver- 
drehung: V = —8 >< 180°, mithin besteht, da die Gesammtverdrehungen 
der neu erzeugten Flichen offenbar numerisch gleich, aber ihren Zeichen 
nach entgegengesetat sein miissen, fiir die, beiden Verkniipfungen ge- 
meinsame Torsionszahl x die Gleichung: 8+a2—— (—8+2)=—8—zxz, 
woraus direct « = 0 folgt. 

Dies vorausgeschickt ergiebt sich nunmehr fiir die aus einer ge- 
schlossenen Fliche zweiter Classe durch den Schnitt: aobdoca ent- 
stehenden Gebilde folgendes Schema, welches auch nach einer Ver- 
tauschung von b, mit b, giltig bleibt: ' 


()---=+1. 
(1) +++ bp = + 2k + 2). 

(a)---b—=+1,b,=—+(2k+ 1): Zwei Flichen F, in einer 
positiven Verbindung ke" Art, von welchen die eine den Torsionscoet- 
ficienten: 2k, die andere den Torsionscoefficienten: 2(k +- 2) besitzt. 

(B)---b,=+1, b, = — (2k+1): Zwei Flachen FP, in einer 
negativen Verbindung (k + 1)’ Art, von welchen die eine den 
Torsionscoefficienten: — 2(k + 1), die andere den Torsionscoefficien- 
ten: — 2(k — 1) besitzt. 

(y)-++b,=—1, b, =+ (2k +1): Zwei Flichen F, in einer 
positiven Verbindung (& + 1)" Art, von welchen die eine den Tor- 


sionscoefficienten: 2(k— 1), die andere den Torsionscoefficienten: 
2(k + 1) besitat. 


(0)---b, =—1, b, = — (2k+ 1): Zwei Flaichen F, in einer 
negativen Verbindung k‘* Art, von welchen die eine den Torsions- 
coefficienten: — 2(k + 2), die andere den Torsionscoefficienten: — 2k 
besitzt. ’ 


(2)-- +b, = + 2k. 
(a)---b, = +1, b, =-+ 2k: Eine Fliche F, mit einem posi- 
tiven Knoten (& — 1)" Art. 2, = 4(k + 1). 
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(B)-+-b, = +1, b, = — 2k: Eine Fliche F, mit einem nega- 
tiven Knoten ki Art. 2, == — 4k. 

(y)---b, =—1,b,=—-+ 2k: Eine Fliche F’, mit einem posi- 
tiven Knoten k'*" Art. 2, = 4k. 

(6)---b, =—1, b, = — 2k: Eine Flache F’, mit einem nega- 
tiven Knoten (&k — 1) Art. a, = — 4(k + 1). 


(I) ---& 2+1. 
(I)--+b) =—+Q@h4 1),  =—+(2k+ DH. 

(a) -++b = +(2h+ 1), db, = + (2k + 1): Gwei Flaichen F, in 
einer Doppelverbindung von dem Typus: [(+-), (+)s] resp. [(-++)s (+)al, 
von welchen die eine den Torsionscoefficienten: 2(/ + h), die andere 
den Torsionscoefficienten: 2(k + h + 2) besitzt. 

(B)---b, =+ (2h + 1), db, = — (2k + 1): Zwei Flachen F, in 
einer Doppelverbindung von dem Typus: [(+), (—)s4:] resp. [(—)s 
(+)s41:], von welchen die eine den Torsionscoefficienten: —2(k—h-+ 1), 
die andere den Torsionscoefficienten: — 2(k — h — 1) besitzt. 

(y)-+ +b, =— (2h + 1), b, = + (2k+ 1): Zwei Flichen F, in 
einer Doppelverbindung von dem Typus: [(—), (+)a4:] resp. [(+) 
(—)a41], von welchen die eine den Torsionscoefficienten: 2(k—h—1), 
die andere den Torsionscoefficienten: 2(/ — h + 1) besitzt. 

(d)---b, = — (2k + 1), b, = — (2k +1): Zwei Flachen F, in 
einer Doppelverbindung von dem Typus: [(—), (—)s]| resp. [(—)s (—)a]; 
von welchen die eine den Torsionscoefficienten: — 2(k + h + 2), die 
audere den Torsionscoefficienten: — 2(k + h) besitzt. 


(2)-++b; = +2h, by = + (2k +1). 


(a)---b; =+ 2h, b, = + (2k+ 1): Eine Fliche F, mit einer 
Verkniipfung von dem Typus: [(+),(+)]. § = 2(k + h + 2). 


(B)---b, = + 2h, b, = — (2k + 1): Eine Fliche F, mit einer 
Verkniipfung von dem Typus: [(++-), (—)x]. € = — 2(k —h + 1). 
(y)-++-b; = — 2h, b, = + (2k+ 1): Eine Fliche F, mit einer 
Verkniipfung von dem Typus: [(—), (+)]. § = 2(k —h-+ 1). 
(0) ---b, = — 2h, b, = — (2k+ 1): Eine Flache F, mit einer 
Verkniipfung von dem Typus: [(—), (—)x]. § = — 2(k +h + 2). 
(3)---b, —=+2h, db, =+ 2k. : 


(a)-+-+b, = + 2h, b,=—-+ 2k: Eine Fliche F, mit einer Ver- 
schlingung von dem Typus: [(+-), (+)x} resp. [(+)x (+)ul- 
E=—2(k+h-+ 2). 

(B)---b, = + 2h, b, = — 2k: Kine Fliche F, mit einer Ver- 


schlingung von dem Typus: [(+), (—)s] resp. [(—)s (+),]. 
= — 2(k —h). 
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(y)+++b, =— 2h, b, —-+ 2k: Hine Fliche F, mit einer Ver- 
schlingung von dem Typus: [(—),(-++)s] resp. [(+)z (—)a]. = 2(k —h). 


(0) ---b, = — 2h, b, = — 2k: Eine Flache F, mit einer Ver- 
schlingung von dem Typus: [(—), (—)s] resp. [(—)z (—)a]. 
=— 2(k+h+2). 


Schliesslich sei noch bemerkt, dass die zur Aufstellung dieses 
Schema’s*) eingeftihrten Begriffe: Doppelverbindung, Doppelknoten ete. 
selbst wieder nur Specialisirungen von vier allgemeinen Gattungsbe- 
griffen**) bilden, zu deren Aufstellung man durch die Untersuchung 
jener Gebilde gelangt, welche aus geschlossenen Flichen mit mehr als 
vier bandfirmigen Fortsdtzen durclt gewisse in sich selbst zuriickkehrende 
Schnitte entstehen. 

Diese Gattungsbegriffe sind folgende: 

1. Die aus & einfachen Verbindungen a,‘", a," +++ a,’ Art zu- 
sammengesetzte k-fache Verbindung zweier F lichen mit einander, welche 
die 2* Typen: 


[(+)a, (+)a, (+)a, Bore (+)a,_; (+)a,] ? 
een ae Wee Se 


umfasst, und hinsichtlich ihres allgemeinen Habitus durch das in Fig. 
36 (Taf. VII) abgebildete Linienschema bestimmt erscheint. 

2. Die aus k + 1 einfachen Verbindungen a,'*, a,'", +++, a@y41" 
Art aufgebaute Verkniipfung k'" Ordnung einer Flaiche mit sich selbst, 
welche die 2*+' Typen: 


(+), (+)a, (+)a, gk cor (--)a, (Aap) o) 
[(—)a (a, (—)e deh (—)a, (—)azs1] 


in sich begreift und beziiglich ihres allgemeinen Habitus, je nachdem 
k eine ungerade oder eine gerade Zahl ist, durch das in Fig. 37 oder 
38 dargestellte Linienschema charakterisirt wird. 

3. Die aus 2k einfachen Verbindungen a,'", a", «++, ax!" Art 
gebildete Verschlingung k‘" Ordnung einer Fliche mit sich selbst, welche 
die 4* Typen: 





*) Die aus demselben unmittelbar hervorgehenden allgemeinen Satze finden 
sich in der Arbeit des Verfassers: ,,Ueber jene Gebilde, welche aus kreuzférmigen 
Flichen durch paarweise Vereinigung ihrer Enden und gewisse in sich selbst 
zuriickkehrende Schnitte entstehen.“ (Sitzungsberichte der Wiener Akademie, 
84. Bd., II, Abth. pag. 287—257.) © 

**) Die diesen Gattungsbegriffen zu Grunde liegenden Elementargebilde 
Positive und negative Verbindung a Art resp, positiver und negativer Knoten 
a‘et Art sind zuerst von J. B. Listing (s, dessen 1848 im Verlage bei Vandenhoeck 
und Ruprecht als Separatabdruck aus den Géttinger Studien erschienene Abhand- 
lung: ,,Vorstudien zur Topologie’, pag. 49, 50) systematisch entwickelt worden. 





O. Smony. Topologische Thatsachen, 


[(+)a, (+)a, (+A)as eZine (+esa1 (+)az, | ? 
[(—)a, (—)e, (—)ay or (—)epa—1 (—)ag, | 
besitzt und beziiglich ihres allgemeinen Habitus durch das in Fig. 39 
(Taf. VIII.) abgebildete Linienschema wiedergegeben wird. 

4. Der aus 2k einfachen Verbindungen a,'", a,'*", ---, a," Art 
zusammengesetzte 2k-fache Knoten*), dessen 4* Typen hiusichtlich 
ihrer analytischen Bezeichnungsweise mit jenen der Verschlingung k'e 


Ordnung identisch sind, und dessen allgemeiner Habitus dem in Fig. 40 
dargestellten Linienschema entspricht, 


Wien, im August 1881. 








*) Die Thatsache, dass ein vielfucher Knoten von dem Habitus der schema- 
tischen Fig. 40 nur durch Combination einer geraden Anzahl einfacher Ver- 
bindungen erhalten werden kann, bedarf in Hinblick auf die schematische Fig. 41 
keines weiteren Commentares. 
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Ueber das Gyroskop. 
Von 
W. Hess in Miinchen. 


(Mit einer lithographirten Tafel.) 


Das Problem der Bewegung eines starren Kérpers um seinen 
Schwerpunkt ist durch die analytischen Untersuchungen Jacobi’s*) 
und die bekannten Arbeiten Poinsot’s**) im Grossen und Ganzen 
als erledigt anzusehen, so dass die Verbindung beider Anschauungs- 
weisen, welche ich in meiner Doctordissertation***) behandelt habe, 
keine wesentlich neuen Resultate liefern konnte. Die Bewegung eines 
Kérpers um einen beliebigen Punkt ist bisher nur fiir den Fall des 
Gyroskops d. h. eines schweren Umdrehungskérpers um einen festen 
Punkt seiner Figuraxe durch die Arbeiten von Lottnery+) und So- 
moff}+), welche sie auf elliptische Functionen reducirten, und neuer- 
dings von Frenzel}}+) in mehr symmetrischer Weise untersucht 
worden. Eine synthetische Behandlungsweise, durch welche Poinsot 
die Bewegung eines Kérpers um seinen Schwerpunkt der Anschauung 
so nahe geriickt hat, ist meines Wissens bisher dem Problem des 
Gyroskops nicht zu Theil geworden. Ich habe daher — angeregt 
durch Herrn Prof. Dr. Brill — an der Hand der Rechnung die Er- 
scheinungen genauer discutirt und, indem ich mich auf den praktisch 
allein massgebenden Fall beschriinkte, dass auf das Gyroskop ein seit- 
licher Anstoss nicht wirkt, einerseits die Form des Kegels, welchen 


‘ 


*) Sur la rotation d’un corps. Jacobi’s mathem. Werke, Bd. II, pp. 139—196. 
*t) Théorie nouvelle de la rotation des corps. Liouv. Journ. Jahrg. 1851, 
pp. 9—130, 289 — 337. . 
*##) Das Rollen einer Fliche Il. Grades auf*einer invariablen Ebene. 
Miinchen 1880. 
+) Reduction der Bewegung etc. Crelle’s Journ., Bd, 50, pp. 111—125. 
+t) Solution rigoureuse du probléme de la rotation etc. Bulletin de l’Acad. 
de St, Pétersbourg, Jahrg. 1855, pp. 112—135. 
ttt) Neue Lisung eines Rotationsproblems, Schlémilch, Zeitschr. f. Math. 
u. Phys, 26. Jahrgang, 104— 126. 
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die Figuraxe wihrend der Bewegung beschreibt, andererseits die Ge- 
stalt der beiden Kegel, durch deren Abrollen nach Poinsot die Be- 
wegung um einen festen Punkt der Anschauung zugiinglich gemacht 
werden kann, untersucht. Ich fand dabei eine gréssere Mannigfaltig- 
keit der auftretenden Fille als beim Problem der Rotation um den 
Schwerpunkt und kam etwa zu Folgendem: 

1, Die Figuraxe des Gyroskops beschreibt im Raume um die 
Richtung der Schwere einen Kegel (§§ 2., 3.), der stets zwischen 2 
Kreiskegeln eingeschlossen bleibt, deren einen er beriihrt, wihrend 
er sich auf den andern mit Riickkehrkanten aufsetzt. Der letztere ist 
nur bedingt durch die Anfangsneigung der Figuraxe gegen die Ver- 
ticale, der andere durch 2 Constante (obgleich in das Problem deren 
5 wesentlich eingehen), von denen es abhiingt, ob der Schwerpunkt 
des Gyroskops oberhalb des Unterstiitzungspunktes bleiben kann oder 
nicht. Die Bahn des Schwerpunktes ist eine sphiirische Curve, deren 
Horizontalprojection, wenn der Schwerpunkt des Gyroskops unterhalb 
des Unterstiitzungspunktes liegt, stets die Form einer Hypocykloide, 
wenn er oberhalb liegt, die einer Epi- oder Hypocykloide besitzt. 

2. Jede Drehung eines Kérpers um einen festen Punkt wird be- 
kanntlich versinnlicht durch das Abrollen eines beweglichen Kegels 
auf einem festen, in der Weise, dass die beiden Kegel den fixen Punkt 
als Spitze und in jedem Augenblicke eine Erzeugende gemein haben; 
die letztere ist die instantane Axe der Drehung. Bewegt sich der 
Koérper um seinen Schwerpunkt, so ist nach Poinsot der rollende 
Kegel vom 2. Grad, der feste dagegen transcendent; als Basis der- 
selben kénnen die Curven betrachtet werden, welche dadurch entstehen, 
dass man von dem festen Punkt aus auf jeder Drehungsaxe die Groésse 
der Winkelgeschwindigkeit auftrigt, wodurch man den _ ,instantanen 
Pol der Drehung“ erhilt. Die Folge derselben fiir den rollenden Kegel 
hat den Namen ,Polhodie“, fiir den festen ,Herpolhodie“ erhalten. 
Fiir den Fall des Gyroskops nun ist der rollende Kegel (§ 4.) im All- 
gemeinen transcendent und ganz von einem Kreiskegel um die Figuraxe 
eingeschlossen; die Polhodie ist eben und besteht aus unendlich vielen 
congruenten Zweigen, welche die Form eines Blattes besitzen, Der 
feste Kegel (§ 5.) ist ebenfalls transcendent und von 2 ihn beriihrenden 
Kreiskegeln um die Axe der Schwere eingeschlossen, deren einer wieder 
durch die Anfangsneigung der Figuraxe gegen die Verticale bestimmt 
ist, wihrend der andere von 3 Constanten abhingt. Die Herpolhodie 
ist eine Curve doppelter Kriimmung. 

3. Im § 6. finden sich Specialfaille und einige numerische Bei- 
spiele, die zur Zeichnung der Figuren Anlass gegeben haben. 

Die discutirten Formeln entnahm ich dabei nicht den Arbeiten 
Lottner’s, die zu diesem Zwecke nicht ausreichend genug waren, 
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sondern leitete dieselbe unter Kinfiihrung der Schwungkrafte und Zu- 
grundelegung der einfachen , dem Ideenkreise Poinsot’s entsprungenen 
Siitze der Mechanik auf directem Wege ab. 


§ 1. 
Fixirung des Problems und Aufstellung der Gleichungen der Bewegung. 


Auf einen starren Rotationskérper vom Gewichte P wirke um 
seine Umdrehungsaxe (Figuraxe) ein Drehmoment Cn, so dreht sich, 
wenn auf der Figuraxe im Abstande y vom Schwerpunkt ein fester 
Punkt O sich befindet, der Kérper um den letzteren. Eine Ebene 
durch O, senkrecht zu der Axe der Figur gelegt, werde Aequator ge- 
nannt, das Trigheitsmoment um eine Axe der Figur, welche Haupt- 
(trigheits)axe ist, C, jenes um eine der unendlichen vielen Hauptaxen 
des Aequators A. Die Fixirung eines Kérperpunktes geschieht durch 
die rechtwinkligen Coordinaten 2’, y’, ¢ beztiglich dreier Hauptaxen 
Ox’, Oy, Oz’, von denen Oz mit der Axe der Figur zusammenfiallt, 
wihrend Ow’ sich in der Ebene des Aequators im Sinne der anfangs 
erfolgten Rotation um 90° drehen 





muss, bis es mit Oy’ zusammen- a ya! 

liegt. Die Coordinaten 2’, y’, 2 

bleiben wihrend der Bewegung . _-W 
immer dieselben; die 3 Haupt- yaad 

axen aber drehen sich mit dem a —¥ r 


Kérper und lassen ihre Lagen --- 
gegen ein festes Coordinaten- 
system Ox, Oy, Os aus den 
Euler’schen Winkeln g, ¥, # 
entnehmen. Dabei wiahlen wir 

als positive Axe Oz die Rich- g 2 

tung der Schwere und als Ox Fig. 1, 

und Oy zwei auf einander Senkrechte der Horizontalebene durch O, 
wobei wieder Ow sich im Sinne der anfangs erfolgten Drehung be- 
wege, um mit Oy zu coincidiren. Der Winkel # zwischen der Figur- 
axe Oz’ und der Verticalen Oz bewegt sich nun, wie bekannt, zwischen 
0’ und 180° und ist spitz, im Falle Oz’ unterhalb der Horizontalebene 
Oxy liegt. Der Winkel » zwischen der festen Axe Ox und dem 
_Schnitte ON der Ebene des Aequators Oxy’ mit der Horizontalebene 
Oxy (d. h. der Knotenlinie des Aequators) wird positiv gezihlt von 
Ox gegen ON, entgegengesetzt der anfinglichen Drehungsrichtung. 
Der Winkel m zwischen der Knotenlinie ON und der beweglichen 
Hauptaxe Oz’ des Aequators wird von ON gegen Oz’ gezihlit, tiber- 
einstimmend mit der anfinglichen Drehung, welche als positiy dann 
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verzeichnet werden soll, wenn sie fiir eine in + O2’ befindliche, gegen 
O blickende Person der des Uhrzeigers entgegengesetzt erscheint. Diese 
Anordnung ist — entgegen den sonst in der Mechanik gebriuchlichen 
Festsetzungen — getroffen worden, um eine Uebereinstimmung mit 
den Daten Poissons*) zu erzielen, wonach ON der aufsteigende 
Knoten ist. 


Zur Zeit ¢, = 0 seien die Werthe fiir m und y 0, fiir @ 4). 


Da die Axe des anregenden Kriftepaars Hauptaxe ist, fillt die 
durch dasselbe erzeugte instantane Drehungsaxe mit ihr zusammen 
und die fiir diesen Augenblick giiltige Winkelgeschwindigkeit um die 

Drehmoment —_ Cn Nun bri b 
Tragheitsmoment _C ~ he ee ee ee 
die Schwerkrifte ein anfingliches Moment Py sin #, zur Geltung, 
dessen Axe auf Oz und O¢' zugleich senkrecht steht, also in die Linie 
ON der Knoten fiallt. Diese ist aber Hauptaxe; die durch das Moment 
Py sin 4, hervorgerufene Drehaxe fallt also damit zusammen und die 
Winkelgeschwindigkeit hat die Grésse Py sin #,: A. Versinnlichen 
wir sowohl die Winkelgeschwindigkeiten als die Momente durch Strecken, 
die wir von O aus auf den betreffenden Axen auftragen, so kann als 
das anfangs wirkende Kriaftepaar iiberhaupt jenes betrachtet werden, 
das der Richtung und Grésse nach gegeben ist durch die Diagonale 
des aus Cn und Py sin 4, construirten Rechtecks; die durch dasselbe 
erzeugte instantane Axe der Drehung wird durch die Diagonale des 
aus » und Py sin #,: A gebildeten Rechtecks repriisentirt und fillt 
mit der Kriiftepaaraxe nie zusammen, so lange A und C verschieden 
sind. Da diese Drehungsaxe nicht Hauptaxe ist, so entstehen durch 
die momentane Drehung um sie Schwungkriifte, welche ein Kriiftepaar 
% produciren, das im Vereine mit dem von den Schwerkriften her- 
riihrenden Paare die Lage und Grésse des anfangs wirkenden Kriifte- 
paares veriindern. Natiirlich andert sich damit gleichzeitig auch Lage 
und Grésse der instantanen Drehungsaxe. 


Drehaxe wird = 





Seien nun die Componenten der zur Zeit ¢ statthabenden Winkel- 
geschwindigkeit © der Drehung lings der 3 Hauptaxen Oz’, Oy’, O7 
bezw. p, q, r, so sind nach bekanntem Satze die Componenten des 
die Drehung hervorrufenden Kriiftepaares G um dieselben Axen resp. 
Ap, Aq, Cr. Die Lage von © gegen die 3 Hauptaxen sind durch 
die Neigungscosinus 

eee name 7— Sart 
@*?.@'? 6? 
jene von G@ gegen dieselben durch 


*) Traité de mécanique, t, II., Nr. 425 u. ff. der 2. Aufl. 
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Ap Aq Cr 








G’ @G’? @ 
gegeben, wo 


C=—pt+ Ptr, G— Ap? + g’) + CP’. 
Die Projection 00’ der instantanen Drehaxe O© auf den Aequator 


bildet nun mit der Axe Ow’ desselben — gezihlt wie m — einen 
Winkel oe, fiir den 

aia ME aid BE 
D. h. 


In jedem Zeitmoment liegt die Axe des wirkenden Kréftepaares 
und die Axe der durch dasselbe hervorgerufenen Drehung mit der Axe 
der Figur in derselben Ebene. 


Da 
@-cos(OOz2)=—r, G-cos(GOz2)=—Cr, 
ist 
cost(OO2’)  G% ___ A®(p® + gq?) + Otr* 
“cos®(GOz’) ~ C202 ~ C®(p®+ g®) + Ctr? ? 


woraus ersichtlich: 

Es liegt die Axe des momentan wirkenden Paares oder die zu- 
gehirige Drehungsaxe niiher an der Axe der Figur, je nachdem das 
Triigheitsmoment um die letztere grisser oder kleiner ist als das um 
eine der Axen des Aequators. 

Ist nun die Grosse des afficirenden Paares G, die der zugehdrigen 
Drehung ©, so ist die Axe des Paares der wihrend des Zeitelementes 
dt hervorgerufenen Schwungkriifte zugleich senkrecht auf den Axen 
G, © und seine Grésse*) 


4=G-0O-sin(GOO). 
Beriicksichtigt man ausser den Werthen von G und © noch 
GO cos(GOO) = Ap- p+ Aq-:q4+Cr-r, 
so erhilt man 
(2) 4—= (A — C)n yp? + @. 
z ist unabhiingig von der Drehungsrichtung um 9*), es miisste 
also stets das gleiche Zeichen besitzen, d. h. zuniichst +, je nachdem 


A Z C. 4 ist aber nicht unabhiingig davon, ob die Axe des Kriifte- 
paares @ auf der einen oder andern Seite von © liegt*), was mit dem 
Wechsel des Vorzeichens von A — C eintritt. Die doppelten Zeichen 
kommen daher in Wegfall und es ist x in (2) richtig dargestellt. 

Hs liisst sich nun der Satz aussprechen : 


*) Poinsot a. a, O. pp. 49 u. 50, 
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Die Axe des durch die Drehung um die instantane Drehaxe hervor- 
gerufenen Paares der Schwungkrifte ist wiihrend des ganzen Verlaufs 
der Drehung im Aequator gelegen und ihre Grisse der in derselben 
Ebene gelegenen Componente des anregenden Paares proportional. 

Aus dem neu entstandenen Paare yd¢ der Schwungkrifte, dem 
lings der Knotenlinie wirkenden Paare Py sin @ - dt der Schwerkriifte 
und dem zur Zeit ¢ afficirenden Kriftepaare G setzen sich dessen neue 
Axe und Grésse nach dem Parallelepiped der Kriftepaare zusammen. 
Die Axen der 2 ersteren Momente liegen im Aequator, dulden also 
lings der darauf senkrechten Figuraxe Oz keine Componente und 
kénnen die Componente von G liings Oz’ somit nicht beeinflussen. D. h. 

Das Moment der wirkenden Kriifte und damit die Winkelgeschwin- 
digkeit der Drehung, geschitet wm die Axe der Figur, bleiben wiihrend 
der ganzen Bewegung constant. 

Es ist also r = constans = n. 

Den vorstehenden Satz kann man auch so formuliren: 

Die Bahnen, welche von dem Endpunkt der Axe des Kriiftepaars 
und von jenem der instantanen Drehaxe (dem instantanen Drehpol) im 
Korper durchlaufen zu werden scheinen, sind ebene Curven, deren 
Ebenen parallel dem Aequator im Abstande Cn resp. n davon liegen. 

Der Einfluss von yd¢t und Py sin @- dt macht sich nach Vor- 
stehendem nur in der Verriickung der Componente des Kriftepaares 
G im Aequator d. h. in der Verriickung von G = Ap? + ¢ geltend. 
Bezeichnen wir den Endpunkt von OG’ in Bezug auf das Coordinaten- 
system 2 Oy mit &, 4, so ist also § = Ap, 4 = Ag. Derselbe wird 
um das Bogenelement ds aus seiner alten Lage gebracht; nach dem 
Parallelogramm der Kriifte folgt also fiir die Coordinaten &, 


d& = Py sin @- dt- cos(a#’ ON) + x - dt - cos(x’ Ox), 
dy = Py sin @- dt - cos(y ON) + x - dt - cos(y' Oz). 
Nun bildet die Knotenlinie ON mit der Axe Oz’ den Winkel g, 


mit Oy den Winkel » + 90°. x liegt zu Anfang der Bewegung 
unterhalb ON, da von hier aus 








9D ssaanete™, gesehen das Paar der Schwung- 
@ yw. kriifte eine der Uhrzeigerdrehung 
entgegengesetzte hervorzubringen 
Se bestrebt ist. Die Projection 
Fig. 2. von G@ wird daher im Anfange 


sich nach links unten (s. beigeg. Fig.) bewegen, und da sich Oz’ nach 
rechts oben bewegt — friiherer Festsetzung zufolge —, so werden wir 
fiir den Gang von p und q folgende leicht verstiindliche Tabelle auf- 
stellen kénnen: 
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+ Pmaximum +P 0 —p — DPmax —p 0 +p + Pmax* “Bo 
0 —qd —Wmax — 0 +d +4mx +9 0 
Da x senkrecht auf G’ steht, sind die Coordinaten &’, 7’ des End- 
punktes von x proportional, &’ dem q, 7 dem p. Ueber ihre Ver- 
iinderung giebt nachstehendes Schema Aufschluss: 


0 -—d —Gmx — YO +4 +4mx +9 29 
~fe —P 8 9 the TP. UP See 
Ist also § = Ap, » = Aq, so ist &’, y' gegeben durch 
&’ = Proportionalitiitsfactor - (+ q), 
= » ‘(—p). 
Setzen wir nun 
xrON=@, x4 cos(x Ox) = (A — C) n(+ Q), 
xy¥ON=p+90%, 4 cos(y’' Ox) = (A— C) n(— p) 
in die fiir d&, dy aufgestellten Gleichungen ein, so resultirt 
3) grantees Py sin 3 cos p- dt + (A—C) nq- dt, 
dy=A-dq =— Pysin@ sin pm - dt —(A—C) mp- dt. 


Diese Gleichungen werden sich in der Folge als sehr wichtig er- 
weisen. 


Die Drehung des Systems vollzieht sich zur Zeit ¢ um die instan- 
tane Axe der Drehung mit der Winkelgeschwindigkeit 0; zerlegen 
wir © indie constante Componente » lings der Figuraxe Oz und in 
die darauf senkrechte Componente ©’ = /p? + q? des Aequators, so 
wird die Figuraxe Oz’ ausschliesslich durch Wirkung der letzteren 
fortbewegt und zwar in 2facher Weise: 

1. Die Projection von ©’ auf die Axe ON der Knoten ist, da 0’ 
mit Ox den unter (1) erwihnten Winkel 6 und Oz mit ON den 
Winkel  bildet, 


0’ cos(p + 6) = /p* + q? - cos(p + 8). 
Diese Projection steht senkrecht der Ebene 202’, bewegt.also Oz’ nur 
in ihr und zwar wihrend des Zeitelementes dt am den Winkel — d@, 
da sie den Winkel ¢ Oz = @ zu verkleinern strebt. Da aber 


Vp? + * COS 6 =p, Vp -+ ¢ -sino = q 
folgt aus 
0’ cos(g + 6) dt = — dé 


: dt 
pcos pm — gqsing = — -—;- 


(4) 
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2. Die Projection von © auf eine zur Knotenlinie Senkrechte 
O@ des Aequators — (NOQ) = 90° gezihlt wie g — wird durch 
0 cos(p + 6 — 90°) dargestellt. Diese Projection liisst sich aber auch 
als die eine Componente 


oy — 90° F 


einer um die Verticalaxe + Oz wirksamen Drehgrisse 


9" cos(p + 6 — 90°) 


cos (# + 90°) 
auffassen, deren andere Componente 
Sethe ot « — 
—<08(6 + 90) — 8 
in die Figuraxe O7 fallt, diese also nicht fortbewegen kann. Da nun 
durch eine Drehung um die Axe der Schwere Oz die Horizontal- 
projection der Figuraxe O7 dieselbe Bewegung annimmt, wie die 
darauf senkrechte Knotenlinie ON, diese aber in der Zeit dt um einen 
unendlich kleinen Winkel in der umgekehrten Richtung des Uhrzeigers 
d. h. der abnehmenden wy verriickt wird, so wird 
Vp? + q@- cos(p-+-o—90°)-dt lw 
~ 608(@ + 90°) ale 





oder 


dy | 
dt 

Betrachten wir noch das Moment der Kriifte um die Axe Oz der 
Schwere, indem wir G in 3 1 Componente lings Oz’, ON, OQ zer- 
legen. Die Projection der Componente um OWN auf Oz ist 0, da 
ON 1 Oz; die Projection der lings der Figuraxe Oz’ wirkenden 
Componente auf Oz ist 


(5) psing +qcospm=—sin?@- 


Cn cos 4; 
die Projection der Componente lings OQ auf Oz ist 
AY p* + q°-cos (p+6 — 90") -cos(®+90°)—— Asin? >. SP, 


wie aus (5) hervorgeht. Das Moment aller Kriifte beziiglich Oz ist 
daher 


Cn cos ® — A sin? 3 - “e . 


Verfolgt man andererseits das Moment um die Verticale Oz von 
Anfang an, so ist die Projection des Paares der Schwerkriifte auf Oz 
stets 0, und da dasselbe fiir sich keine weiteren Krifte hervorruft, so 
bleibt einzig das Moment Cn cos @, iibrig, das wihrend der ganzen 
Drehung constant bleibt. Es ist also 
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- dy 
Cn cos # — A sin? . ——- = Cn cos 4, 


(6) sist @ dy __ Cn(cos # — cos Hp) - 





dt A 
Durch Vergleichung mit 6) entsteht hieraus 


(7) p sin g+ q cos g = Cn(ove & — one a) : 





Nun beniitzen wir unsere Gleichungen (3); wir multipliciren sie 
mit p bezw. q und addiren sie: 





A(pdp + qdq) = Py sin ®(p cos p — qgsing) - dt = — Py sind - dt 
geht durch Integration tiber in 
(8) pr gram Prone — omnes , 
Weiter erhalten wir aus (3) 
dpsing +dqcosp—4—O™ (psin o— qcosq)-di= eases . 


Durch Differentiation der Gleichung (7) aber wird 
Cn(1—cos#cos,)-dd 





dpsing + dqcosp + dg (pcos — qsin y) = — 5 = ——y, 
also 
(A—C)n-d@ dt Cn(1i — cos # cos @))- dd 
ee ae eee Asin § 


Nach leichter Reduction und unter Beriicksichtigung von (6) 
kommt 


(9) dg =n-dt+ cos@- dy. 
Die Gleichungen (6) und (9), in Verbindung mit einer Gleichung, 


die durch Quadriren und Addiren von (4) und’ (5) gewonnen wird, 
stellen das System 








sin? # - Sy. — n(cos 2= cos #y) 
d?\2 , dw 2 Py (cos # — cos @) 
(A) (<) + sin? a(s in Y . om 
ar = + cos &- 


der Bewegungsgleichungen dar, indem die Euler’schen Winkel 9, , 
darin abhiingig sind von ¢ Sie stimmen mit den von Poisson 
(a. a. O. Nr. 426, 430) aufgestellten iiberein. 

Wir haben dieselben auf diesem Wege abgeleitet, ohne zu ver- 
kennen, dass man am Ende auf andere Weise leichter dazu kommen mag. 
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§ 2. 
Der von der Figuraxe beschriebene Kegel, wenn der Schwerpunkt des 
Gyroskops unterhalb des Unterstiitzungspunktes gelegen ist. 

Der Winkel #, zwischen der + 2-Axe und der Anfangsstellung 
der Figuraxe ist hier spitz, cos 4, also positiv. Aus der 2. Gleichung 
von (A) folgt 

cos #—cos® >0, dh. ®< A, 
der Schwerpunkt bleibt also fortwihrend unterhalb des Unterstiitzungs- 
punktes und die Figuraxe bildet mit der +-Axe der Schwere den 
gréssten Winkel in der Anfangslage. 

Durch Elimination von st aus den 2 ersten Gleichungen des 
Systems (A) folgt: 

Ai en Asin? -d@ 
Vicos # — cos #) [2.4 Py sin? # — - C®n? (cos #— cos ) | 
und durch Substitution von 


C2n? 
(B) cos # — cos #, = €, q4P7 = * 
dg 
Lt <= — j/ —— —_——as » 
. V 2Py efe@+ 2£(e + cos #) — sin® | 


Setzt man den Radicanden 0, so erhalt man eine cubische Glei- 
chung, deren Wurzeln*) gegeben sind durch 


a, = — (¢ + cos %) + W(e+ cos &)? + sin? 4, 
(a) a, = 0 , 
a, = — (e + cos 4) — /(e + cos a)? — sin? a. 
Von diesen Wurzeln bewegt sich «, zwischen 0 und 1 — cos %, 
a, zwischen —- (1 + cos 4) und — oo. cos @ bewegt sich nach den 
Bemerkungen am Anfange dieses Paragraphen nur zwischen cos ®, 
und 1, also € nur zwischen 0 und 1 — cos #, d. h. man kann nur 
positive Werthe von §, die innerhalb des Intervalls 0 bis 1 — cos @, 
liegen, brauchen und nur fiir solehe Werthe von € ist der Radicand 
positiv. Die Integrationsgrenzen liegen also zwischen 0 und 1— cos@,, 
d. h. zwischen a, und @,. Diesen entsprechen die daher bei der Nor- 
mirung des Integrals 


Sint as V4... te 
2Py are ) (&— ay) 


*) In der Lottner’schen Bezeichnungsweise, a, a. O. p. 116, 
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neu auftretenden Grenzen 0 und 1. Man normirt durch die Substitution 





& — a, = — a2’. 
Dadurch werden die Moduln 
oi . Te jee e+ cos By 
a — a 2 2V (e+ cos %)? + sin? , ” 
(b) atone 3 Leal e+cos@ . 
ay — Ws 2 2V(e + cos #)? + sin? 4, 


Setzt man weiter 


2 ti 2 7 > Ot ya 9 
(c) : rie. D> on a -V (e+ cosd,)?+ sin?&, = m?;) mt=u, 


so folgt leicht, wenn XK die elliptische Modulfunction fiir x darstellt, 
(10) cos # — cos #, = a, cos? am (u + K), 


Man erkennt: cos @ ist periodisch mit der Periode +- 2K von uw, am 
kleinsten fiir w—0, 2K..., wo cos # = cos # wird; vom gréssten 
fir «= K, 3K..., nimlich 

(11) cos #, = a, + cos ® = — e + W(e+ cos O)* + sin? A. 

D. h. 

Die Figuraxe beschreibt wm die Axe Oz der Schwere einen Kegel, 
der zwischen zwei Kreiskegeln wm diese Axe eingeschlossen bleibt. Die 
halben Winkeliffnungen dieser Kegel sind ®,, %,. Die Figuraxe hat 
u 2%K+w4 


gegen die Verticale zu den Zeiten —, 
m m 


- ++ dieselbe Neigung und 


r 


trifft die Grenzkegel abwechselnd nach der Zeit t = z. 
Aus (11) folgt die Relation 

(11 a) sin #, = / 2a. 

Die Gréssen a@,, «,, %, x, #, hiingen nur von 2 Constanten, ¢ und 4, 

ab; fiir diese kann man auch @, und @, einfiihren. m, also auch 


t =~, hiingen von 4 Constanten ab. 
Was «a, betrifft, so kann man nach (11) schreiben: 
a,— ( 
«, = y cos #, — y cos B 4 
. Y 
es ist also 


,@, das Verhiltniss der Dicke der Kugelzone, innerhalb deren 
sich der Schwerpunkt des Gyroskops bewegt, zum Kugelradius y“‘, 
In aihnlicher Weise lassen sich auch a, und ¢ geometrisch deuten. 
Untersucht man die Veriinderung von «, mit einer solchen der 

2 Constanten #, und ¢, so kann man sagen: 
Die Kugelzone, innerhalb deren sich die Bewegung des Schwer- 
punktes des Gyroskops vollzieht , ist um so schmaler , je grésser & = - GP; 


g* 
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und je kleiner @, d. h. je stiirker das anregende Paar ist, je kleiner 
das Gewicht und der Schwerpunktsabstand, je kleiner das Trégheits- 
moment um eine Axe des Aequators und je tiefer die Anfangslage des 
Gyroskops. 

Die Zeit t = =. ‘welche die Figuraxe bendthigt, um von einer 


extremen Lage zur andern zu gelangen, sinkt, wenn Cn steigt, A 
und @, sinken, wie unmittelbar aus dem Verhalten von m und ~ er- 
sichtlich. 

Die Untersuchung der Veriinderung mit Py macht eine Differen- 
tiation nothwendig; es wird 

0K om 
de (Py) OP) 
(Py) mi 


K 











{x e sin? # — K(1 + ¢ cos &) Vi + & + 2¢ cos # 





4 V2 A?m' [1 + e + 28 cos ®) 


Kx 
Nun ist doch, wenn f A? amv - dv = E gesetzt wird, 
0 





Bei uns ist aber 





eo mae | eee Vi + & + 2¢ cos 
2x? — 2a (e + cos &) + Vi + e + 2ec0s &, ’ 
also 
aK [e+ cos 9 + VIF EF 2ecosd,] < KV PF Ve wsh,, 


Da nun auch 
é sin? & < (e + cos@,) + Y1 + & + 2¢ cos %,, 
Ot 
O(Py) 

Fassen wir dies alles zusammen, so resultirt: 

Die Zeit, innerhalb deren sich der Schwerpunkt des Gyroskops von 
seiner hichsten zur tiefsten Lage, oder wmgekehrt, bewegt, ist wm so 
kleiner , je stiirker das anregende Paar, je grisser das Gewicht und der 
Schwerpunktsabstand, je kleiner das Trigheitsmoment um eine Axe des 
Aequators und je kleiner die anfiingliche Neigung gegen die Verticale 
gewahlt ist. 


so folgt, dass negativ bleibt, t also mit steigendem. Py sinkt. 


*) Durége, Theorie der ellipt. F. p. 286. 
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Es verdient hervorgehoben zu werden, dass, wenn man das Schmaler- 
werden der Zone mit dem rascheren Durchlaufen derselben in Vergleich 
setzt, Py seinen Einfluss in verschiedenem Sinne geltend macht, die 
andern Gréssen dagegen im selben Sinne. 


Um ein méglichst genaues Bild von der Bewegung des Schwer- 
punktes (und damit der Figuraxe) zu haben, suchen wir die Projection 
seiner Bahn auf die Horizontalebene durch O. Dieselbe verliuft offen- 
bar zwischen zwei concentrischen Kreisen um O, mit den Radien 

V =y sin 9, v1, = y sin 3, 
beschrieben, wo v, > v,; sie ist bestimmt durch die Gleichungen 
v=ysn?d, 
(12) Cn cos # — cos & 
1-7 ae 

Aus dem Werthe von dy folgt, dass y stets wiichst, solange n 
positiv ist: 

Die Drehung des Systems vollzieht sich in einem der Anfangs- 
drehung entgegengesetaten Sinn, sobald der Schwerpunkt des Gyroskops 
unterhalb des Unterstiitzungspunktes gelegen. 

dv =ycos?- dé 
und 


sin #- d® = 2a, cos am (wu + KX) sin am (u + K) A am (u + K) 
zeigen, dass dv 0 wird fiirw—0, K, 2K...; dw wird dagegen nur 


0 fir wu =—0, 2K, 4K.... Das Bogenelement do = (de? + vray]? 
wird also 0 fiir die Parameterwerthe u = 0, u—2K...; fiir sie ist 
v Tangente, fir «w= K, 3K... Normale an die Curve. 

Die Curve hat also Spitzen auf dem Kreis, der mit v, beschrieben, 
und beriihrt den Kreis, der mit v, beschrieben ist. 

Die Frage, ob die Curve Wendepunkte besitzt, lisst sich durch 
analytische Untersuchung aus den Gleichungen (12) schwer klarlegen. 
Wir betrachten fiir diesen Zweck besser jene Curve, welche der Kegel 
der Figuraxe auf einer Horizontalebene ausschneidet. Fiir sie lisst 
sich leichter zeigen, dass sie Wendepunkte nicht besitzen kann; es ist 
also die Bahn des Schwerpunktes immer im nimlichen Sinn gekriimmt 
und nur da horizontal, wo sie den tieferen Grenzkreis der Kugelzone 
bertihrt. Die Projection der Bahn auf eine Horizontalebene kann dem- 
nach Wendepunkte nicht besitzen. Ueber ihre Form kénnen wir so- 
nach das Folgende aussagen: e 
Die durch die Horizontalprojection der Bahn des Schwerpunktes 
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des Gyroskops dargestellte Curve verliéuft in der Weise zwischen 2 con- 
centrischen Kreisen, dass sie auf den diusseren sich senkrecht mit Spitzen 
aufsetet und den inneren beriihrt, ohne dazwischen Wendepunkte zu 
besitzen. 

Vollstindig ist die Curve erst bekannt, wenn wir den Winkel » 
kennen, den der Radiusvector zur Zeit ¢ mit jenem fiir ¢ = 0 giltigen 
einschliesst. 

Zerlegen wir 

dy= ie i _ aes ‘du, 
so dass 





Am 


on Cn [ 1 — cos O 1+ cos d 
com eet item | a, 


- und integriren, so erhalten wir 


2Am . du ° du 
SS a (1 — cos %) | 1—cos# (1 ++ cos 0 f 1+ cos # * 
0 
Es ist nun nach (10) 
cos = cos #,-+ «, cos*am (u-+- K) = (cos d,-+ a,)— a, sin?am(u+ K), 
also 


2Am 1 — cos #, du 


Cn ~~—s 1 — a, — cos B a, 


1 — a, — CO8 By 


sin? am (w+ XK) 


1+ cos # du 
1+ a, + cos @, ay ee in : REE SB 
1 ita ouk sin? am (u-++ K) 
° a . a 
un bewegt sich ‘ _ ____ gwis ‘ a 
N g er ischen 0 und oo, ijuawnk 
. « a . 
zwischen 1 und x? — ans . Wir setzen daher 
i“ Ss 
(ce) ——_“!___ _- __ x? sin? am (i8,) 
1 — a, — cos @ 79 
ey =n 2 cin2. . 
Tic tok x* sin® am (¢6,-+ K). 


Dadurch wird 
2Am 1 — cos # 


.— i ae 
o 
! 


u 
du 


9 
1 — x? sin® am (i@,) - sin? am (w+ XK) 
u 
1 + cos du 





°. ~ 1+ a,+ cos # 


1— x? sin? am (7 8,-+ K)-sin?am (w+ K) ’ 
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was man auch schreiben kann 


2Am 1—cosd sin am (¢8;) 


. —. 1 — a, — cos ° i cos am (¢f,) - A am ip, 


. é cotg am (¢8,) - A am (i8;) 
$5 — x* sin? am (i8,) - sin? am (u+ K) 
0 
1 + cos sin am (¢6, + K) 


~~ 1+ a + cos & ° cos am (iB, + K) - A am (ip, + K) 





. i cotg am (¢8.-+ K)- Mam (ip,+4+ K) _ 
Jaz x? sin? am (if, + K)- sin? am (w+ K)_ 


Die vorkommenden Integrale befinden sich aber im Problem der 
Rotation eines Kérpers um seinen Schwerpunkt, bei Jacobi [,,Sur la 
rotation d’un corps.“ Op. II, p. 187]. Es ist dort niimlich abgeleitet 


fi cotgamia-Aamia-dv aS A log ie +o ‘log O(v-+ ia) | 


1—x®sin?amia-sint’amv O(v — ia) * 
0 
Wir haben uns also nur noch mit den vor unsern Integralen stehen- 
den Factoren zu befassen. 
Dieselben werden unter Zuhilfenahme der Gleichungen (c) und der 
fiir x etc. aufgestellten Werthe beide als 


1 y. bad I 
% 26 


@ was oa 


sin #, 


gefunden. Weiter ist 


Beriicksichtigt man die Grenzen der ehainile und die Relation 
0(K + ia) = 0(K — ia), 


so wird 


©,(u + #8,) 
v al Ge OB, log H(#B,) + 3 + log © (u a | 





— | 35, Howls (82)-+ oz 108 Sercaaey | 
Dies schreibt sich auch 
(13) ven 39, log H(iB,) —95- log H, (76.) 
4 0, (wu + ¢By) -O(u — 7 Bs) 
at 


108 “o,(u— iB) O(u-F iB) 
Der Polarwinkel y besteht also aus einem der Zeit proportionalen 
und einem damit periodischen Term; dieser nimmt fiir u, 2K — u, 


2K + u... dieselben Werthe an und ist somit nur im Intervalle von 
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0 bis K zu untersuchen. Von besonderem Interesse ist nattirlich der 
Winkel 


é . 7] ' 
(14) vx — K[ 35, log H(i8,) — 3p log H, (6,)], 
innerhalb dessen sich die Bewegung des Schwerpunktes von einer seiner 


extremen Lagen bis zur andern vollzieht. 
Nun ist nach der Theorie der elliptischen Functionen: 


H (iB,)= 0 (if,)-sinam (i8,)-//x, 
H, (iB,)—= 0 (if,)- cosam(ip,)- /’%,, 


also 
tn logH (¢6,;)=12Z(¢B,)+7-cotgam(iB,)-Aam(if,), 


Jp; OSH, (iB,) = iZ (B,) —i- tgam (i f,)-Aam(if,), 
Aber 
iZ (ip) =i- E(ip) +B-% =i - tg am(ip) - A am(i 8) + E (8,x) 
K—E 
und 
i-tgam (¢8,)- Aam(78,)-+-7-cotgam (iB,)-Aam(iB,)—x-tg “1 ; 


wie aus der ersten der Gleichungen (c) abgeleitet werden kann. Darnach 
schreibt sich 


(14a) va=K | E(B, %)—E(B,,*)—(B, — Br) ~~ + 4-18 7: 


Diese Form ist zur praktischen Berechnung geeigneter als die unter 
(14) gegebene, da sie die Legendre’schen Tabellen zu beniitzen ge- 
stattet. 6, und 6, sind dabei aus folgenden, durch Anwendung be- 
kannter Transformationsformeln aus (c) erhaltenen Gleichungen be- 
stimmt: 


sin am (f,, x’) = =! 


—_ @ 
2xsin * - COs = 
(e) 
2x sin SS. cos So 
2 2 


sin am (,, x) = Fin 
Der Werth von yx geniigt, um sich von der Projection der Bahn des 
Schwerpunktes auf eine Horizontalebene ein hinreichendes Bild zu 
verschaffen, in Verbindung mit den friiher erwihnten Eigenschaften 
der Curve, vollstiindig. 
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§ 3. 
Der von der Figuraxe beschriebene Kegel, wenn der Schwerpunkt des 
Gyroskops oberhalb des Unterstiitzungspunktes gelegen. 


Die Figuraxe bildet in diesem Falle mit der positiven 2-Axe einen 
stumpfen Winkel #,, mit der negativen z-Axe also den spitzen Winkel 
a, = 180 — @. Aus der 2. der Bewegungsgleichungen (A) folgt 
dann cos #+ cos #, > 0d. h. # < 180 — @,. Die Figuraxe besitzt 
also in ihrer Anfangslage den héchsten Stand. cos # bewegt sich 














zwischen — cos #,’ und 1, = cos #+ cos @, also zwischen 0 und 
1 + cos 6’. Die 3 Wurzeln @,, a, «, werden hier 
{ a,’ = — (e — cos &)) + V(e — cos O)? + sin? O , 
(f) hy — 0, 
a, = — (€ — cos ,') — V(e — cos ,)? + sin? 9,’, 
und man erhilt auf dem im vorigen Paragraphen eingeschlagenen Weg 
(15) cos # + cos #, = a,’ cos? am (w+ K). 
Fir w=0, 2K... wird cos # = — cos 4, # = 180 — @,, 
fir w= K, 3K... wird 
(16) cos #, =a,’ — cos #§ = —e+Y1-+ & — 2 cos ® , 
Hieraus ist ersichtlich, dass cos #, negativ wird, wenn é > ee 
0 
#, ist dann stumpf, = 180° — @,’. 
cos #, wird positiv, wenn ¢< 5 Tee. 373 
#, ist spitz und #, 2 9,', je nachdem 
sin? Oy. 
© < Teost 


' 1 

cos #, wird 0, wenn ¢ = Teoee,”? 
®, ist 90°. 

Wir erhalten so den Satz: 


Liegt der Schwerpunkt eines Gyroskops oberhalb des Unterstiiteungs- 


Cen? 
TAPy und 3) = 180—,, 


wo %, stumpf, dariiber, ob derselbe fortwahrend dariiber bleibt oder 


punktes , so entscheiden die zwei Constanten ¢ = 


nicht. Er bleibt oben, wenn & > ,, er sinkt unter den Unter- 


1 
2 cos 


stiitzungspunkt, wenn ¢ < , und er erreicht gerade die Horizon- 


1 
‘2 cos FM 


talebene durch den letzteren, wenn « = are Im ersten Falle er- 
0 


scheinen die beiden Kreiskegel, innerhalb deren die Figuraxe sich be- 
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wegt, um die — z2-Axe beschrieben und ist der mit der halben Winkel- 
iffnung =, beschriebene der innere; im zweiten Falle scheint der 
durch die halbe Winkeliffnung @, repriisentirte wm die + 2-Achse be- 


schrieben und ist #, 2, je nachdem «2 pee im dritten Fall 


endlich ist der durch #, dargestellte Kegel in die Horizontalebene durch 
O iibergegangen. 

Untersuchen wir wieder die Veriinderung der Dicke ya,’ der Kugel- 
zone, auf der sich der Schwerpunkt bewegt, mit einer solchen von 
C*n® 
4APy 
Die Kugelzone, welche die Bahn des Schwerpunktes einfasst, ist 
um so schmaler, je griésser das die Drehung erzeugende Krdaftepaar, je 
kleiner das Gewicht und der Schwerpunktsabstand des Gyroskops und je 
kleiner das Triigheitsmoment um eine Axe des Aequators ist — gleich- 
giltig, ob die Figuraze stets oberhalb des Unterstiitewngspunktes sich 
bewegt oder nicht. Bleibt die Figuraxe oben, so ist die Zone um so 
schmaler , je kleiner der anfiingliche Winkel @,, lduft sie auch unterhalb, 

je griésser dieser Winkel. 
Was wieder die Zeit t = = betrifft , so findet man theils direct, theils 


durch Differentiation, nach Analogie der Untersuchung im § 2.: 

Die Zeit, welche der Schwerpunkt nithig hat, um von seiner hichsten 
Lage in die tiefste, oder umgekehrt, zu gelangen, ist wm so kleiner, je 
grosser das anregende Kraftepaar war, je grisser das Gewicht und der 
Schwerpunktsabstand, je kleiner das Trégheitsmoment um eine Axe des 
Aequators und je kleiner die spitze Anfangsneigung #, war, und zwar 
fiir alle Fille. 

Dieser Satz stimmt in allen Theilen mit dem entsprechenden des 
vorigen Paragraphen iiberein. 


i= und #,, so kommt: 


Die Curve, welche die Projection der vom Schwerpunkt durch- 
laufenen Bahn auf die Horizontalebene durch den Unterstiitzungspunkt 


darstellt, verliuft zwischen zwei concentrischen Kreisen um QO, deren 
Radien 
% =ysnd, v1, —ysind, 


sind. Es ist dabei, wenn die Figuraxe oberhalb der Ebene Ozy bleibt, 
Vy < v3 wenn die Figuraxe unter sie heruntergeht und 


sin? Oo, 








, , 

~ “4 cos &' Daa tee 1 
sin? #,' ’ P 

+? 4 cos By Mo > %> 
2 sin? #," at an? 
~ 4008 Oy Wisatre* 
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Unter Beriicksichtigung dieser Thatsachen und den Gleichungen 
der Curve, 


v=ysin#, 
(17) 6 es Cn | cos # + cos Oy ] 
| ae ss anno “> 


folgt: 

Die zwischen zwei concentrischen Kreisen verlaufende Horizontal- 
projection der Schwerpunktsbahn setet sich wieder senkrecht mit Spitzen 
auf den durch die Anfangsneigung 3, bestimmten Kreis auf und beriihrt 
Cn? _ sin? dy’ | 
4APy~ cos @? 
die Curve hat dann die Gestalt einer Epicykloide. Er ist der dussere, 


den andern. Der erstere Kreis ist der innere, wenn é d. i. 


i 2 : . . . . 
wenn &< — ae die Curve hat dann die Gestalt einer Hypocykloide. 
0 
does 
Der Uebergang wird fiir «= eet vermittelt, indem die Grenzkreise 
0 


dafiir einander unendlich nahe riicken und die Curve in einen Kreis 
tibergegangen ist. 


Da bei positivem » st. stets wiichst, so folgt, dass, von unten 


gesehen, die Bewegung wie der Zeiger einer Uhr, von oben gesehen 
jedoch umgekehrt vor sich geht, d. h. im selben Sinne als ihn die 
Anfangsdrehung hervorrief. 

Wendepunkte kann die Curve, wie in dem friiher behandelten 
Falle, nicht besitzen. 

Die Werthe von ¥, vx, %, x, sin am (f,, x’), sin am (f,, x’) wer- 
den aus den in § 2. aufgestellten Werthen dadurch entnommen, dass 
man statt #, 180 — @, setzt. Hiebei kann es vorkommen, dass #, 


und 6, einander gleich werden und zwar tritt dies ein, wenn 


1 


é = —~——, d. h. wenn die tiefste Lage der Figuraxe die Horizontale 
2 cos Bp 


ist. Es wird hiefiir 
Ve= K-x tg St , 


§ 4. 
Der von den instantanen Drehaxen gebildete abrollende Kegel. 


Wir wissen breits aus § 1., dass, wenn auf jeder instantanen 
Drehaxe die Grésse 0 der Winkelgeschwindigkeit aufgetragen wird, 
die so erhaltenen ,instantanen Drehpole“ eine ebene Curve bilden, 
deren Ebene parallel dem Aequator im Abstande » vom Unterstiitzungs- 
punkt O gelegen ist. Die Form dieser Curve — nach Analogie der 
Bezeichnung, die Poinsot beim Problem der Rotation eines Kérpers 
um seinen Schwerpunkt anwandte, Polhodie genannt — bestimmt die 
des rollenden Kegels. 
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Nehmen wir den Durchstosspunkt M der Figuraxe und der Ebene 
der Polhodie zum Pol eines Coordinatensystems, so ist der Radiusvector 


e—VP +e 
aus (8) und (10) als 
o= Fr. cos am (u + K) 


zu entnehmen.. 

Als Polaraxe wihlen wir die Anfangslage des Radiusvector zur 
Zeit t =, wofiir derselbe in die Linie ON der Knoten fallt. Der 
Polarwinkel der Curve ist dann nichts anderes als der im § 1. erwihnte 
Winkel 6. Wir kénnen ihn aus den Gleichungen (3) erhalteu, indem 
wir dieselben mit 4 = Aq und § = Ap resp. multipliciren und sub- 
trahiren, wodurch 


nd&—Edyn = A Pysin#(qcosp-+psing)-dt+ A(A—C) n(p?+ q’) - dt 
wird. 
Aus (7) und (8) aber geht hervor: 
° Cc , ‘ 
q cos p + p sin P= spyane (P+) 
also ist 


ndé — Edy = <4 (2A — C) n(p? + gq?) - dt 


nd— — Edy ist nun das wihrend des Zeitelementes dt vom Radius- 
vector A-g = A/£* + 7? iiberstrichene doppelte Dreieck und als 
solches andererseits durch + A*o*do gegeben. Es wird durch Kin- 
setzen dieses Werthes in die vorstehende Gleichung 


dé =+ S452 n-dt=—+ Besos du. 





Beachten wir, dass nach den im § J. gemachten Bemerkungen der 
Winkel 6 im Anfang der Bewegung negativ ist, so folgt 


QA—C)n 
~ — Se 


6= “U. 


Die Polhodie ist sonach durch die Gleichungen gegeben 


om = - cos am (w+ K), 
‘ 2A 
(18) (2A—C)n 
6= — ———_ : 
2Am 


Man bemerke, dass 2A > C, da sich aus den drei Haupttriig- 
heitsmomenten eines Koérpers stets ein Vreieck construiren liisst (der 
Fall 2.A = C, der dann eintritt, wenn das Gyroskop im eine unendlich 
diinne schwere Scheibe iibergegangen ist, zieht 6 = 0 nach sich und 
wird spiiter behandelt werden). 
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Es folgt sonach: 

Die Richtung, in welcher die instantane Drehaxe den von ihrer 
Folge gebildeten Kegel in Bezug auf den als ruhend gedachten Korper 
zu durchlaufen scheint, ist der der anfangs erfolgten Drehung entgegen- 
gesetat, einerlei, ob das Triigheitsmoment um die Axe der Figur grosser 
oder kleiner als das um eine der Axen des Aequators. Im leteteren 
Falle ist jedoch die constante Geschwindigkeit, mit der das Durchlaufen 
stattfindet, grisser als im ersteren. 

Der Radiusvector @ der Polhodie ist periodisch mit der Periode 
4K von wu, die Curve besteht also wieder aus unendlich vielen Theilen. 
Fiir w= 0 ist g, = 0, mit wachsendem w steigt g bis zum Werthe 
(fiir « = K) 

(19) = of A a. 

Dieser Radiusvector ist Symmetrieaxe des Curvenzweiges, 02x .=@x 3 
es nehmen die Radiusvectoren wieder ab, bis fiir w—2 K, o2x = 0 ge- 
worden. Liisst man wu weiter wachsen, so zeigt 

Qu+2K = — Quy 
dass die Curve iiber den Pol M hinaus sich, ohne etwa in ihm Spitzen 


zu bilden, fortsetzt. Fiir den Winkel 4 zwigchen der Tangente eines 
Curvenpunktes und dem Radiusvector nach demselben ist 





tg A= ene ° 
de wird nie 0, @ fir w—0, 2K..., do dagegen fiir uw = K,3K... 
Der Radiusvector der Curve ist also Tangente an dieselbe fiir die Para- 
meterwerthe u = 0, 2K... und Normale fiir w= K, 3K.... Wir 
kénnen demnach behaupten: 

Die Polhodie ist. eine ebene Curve, innerhalb eines Kreises in der 
Weise verlaufend, dass sie von seinem Mittelpunkte aus gegen die 
Peripherie angeht, wm nach der Beriihrung derselben symmetrisch in 
ihn guriickzulaufen und sich in derselben Weise dariiber hinaus fort- 
zusetzen. Die Curve besteht sonach aus unendlich vielen rosettenartigen 
Blittern, deren Enden im Mittelpunkt des Kreises zusammenstossen. 

Der Winkel, unter welchem die Curve wieder in den Mittelpunkt 
einliuft, ist 

(2A—C) iii (2A —C)n 


9 ee > ee De 
(20) Ox 2Am 2A 





Derselbe bestimmt die Breite eines Blattes, wihrend o, die Liinge be- 
stimmt. 6, ist abhiingig von den fiinf Constanten Py, A, C, m und 
,, @, von den vier Constanten Py, A, Cn, #. Die Untersuchung 
der Aenderung von 6x und g, mit einer Aenderung der Constanten 
kann in den folgenden Siitzen niedergelegt werden: 
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»Die Rosetten der Polhodie werden um so lénger (9, um so grésser), 
je kleiner das die Bewegung hervorrufende Kriftepaar Cn ist und je 
grésser das Gewicht P und der Schwerpunktsabstand y des Gyroskops 
— ohne Riicksicht auf die Lage des Schwerpunktes. Bewegt sich der 
letztere ganz oberhalb des Unterstiitzungspunktes, so werden die Ro- 
setten linger mit steigendem Trigheitsmoment A um eine Axe des 
Aequators und mit steigendem spitzen Anfangswinkel @,'; bewegt er 
sich auch unterhalb desselben, so werden die Blatter linger mit 
sinkendem Trigheitsmoment A und mit steigendem oder fallendem 
spitzen Anfangswinkel, je nachdem der Schwerpunkt schon von Anfang 
an oberhalb des Unterstiitzungspunktes lag oder nicht.“ 

Beziiglich der Breite kann man bemerken: 

»Die Rosetten werden um so breiter, je kleiner das Triigheits- 
moment C und je grésser die Winkelgeschwindigkeit » um die Axe 
der Figur, je grésser das Trigheitsmoment um eine Axe des Aequators, 
je kleiner das Gewicht und der Schwerpunktsabstand und je grosser 
der spitze Anfangswinkel zwischen Figuraxe und Verticale ist, und 
zwar fiir jede Lage des Schwerpunktes. “ 

Es ist bemerkenswerth, dass, im Gegensatz zu friiher, C und » 
hier ungleiches Verhalten zeigen. 

° 


Vermiége der Gleichungen (18) sind wir nun in den Stand gesetzt, 
die Winkelgeschwindigkeiten p, g um zwei senkrechte Hauptaxen des 
Aequators aufzustellen. Es ist 

=ocos6, q—eosine, 
also in Function von w d. h. der Zeit 


2Py- , (2 C 
p= y 3 -cosam (w+ K)-00s (24 )s w), 


2Am 


2Py-c ; >» ((83A—C 
q——Y ; an -cosam (w-+ X)-sin (" uw). 


(21) 


p und q sind auf diesem Wege d. h. durch Einfiihrung der Schwung- 
krifte und der Gleichungen (3) verhiltnissmiissig einfach dargestellt. 
Lottner*) hat dieselben aus den Gleichungen 
A sin 3 (p sin » + ¢ cos gy) = Cn (cos # — cos 4), 
A(p* + q*) = 2Py (cos # — cos @,), 


vermittels der Euler’schen Winkel », #, die er in Function von 
u kannte, aufgestellt. Die wirkliche Einfitihrung von w ist sehr com- 


*) a. a. O. p, 124. 
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plicirt und die Formeln zur Discussion nicht recht geeignet. Umgekehrt 
kénnen wir gerade die Gleichungen (21) beniitzen, um den Winkel » 
zu berechnen. 

Es ist naimlich zufolge der Gleichungen (4) und (7) und schon 
bekannter Relationen 


pcos p —qsing = 9 — @ cos (p + 6), 
(g) Cn(cos — cos #,) 


p sin p + q cos p = —" OSS — ees So) — @ sin (p + 9); 


daraus wird 


Cn (cos & — cos By) dt 
te ot sn ie 





und weil 
mdt=du, cos #— cos # = a, cos‘ am (u-+ K), 
sin ®- d# = 2a, cos am (w+ XK) sin am (u+ K) A am (u+ K)-du, 








an. -.,. aa: 
tg (9 + 6) = — 2Am ~~ sinam (w+ K) Aam (u+ K) 
Dies liisst sich auch, da nach (d = —"** ist folgender- 
ae sin #, ? 8 
massen schreiben: 
- Que sinamwu-Aamw 
(22) tg (p + 6) = ‘sin O, ‘cos am 
oder 
‘ _ Que Hu- O,u 
(22a) tg (p+ 9) = sin, Ou-Hw 


Da 6 bekannt ist, so ist also durch das Zusammenbestehen der Glei- 
chungen (18) und (22) der Winkel » gegeben. tg (m+ 6) ist dabei 
periodisch mit der Periode 2K von wu, positiv im Intervalle von u—0 
bis uw = K, negativ von u—K bis u—2K; fiir w—0 ist p+o—0°, 
fir w= K p+o=— 90, fir w—2K p+o— 180". Die Ver- 
iinderung des Winkels @ selbst wird am besten aus der Differential- 


gleichung (9) erkannt, wenn wir 4% aus der Gleichung (6) in dieselbe 


dt 
substituiren, wodurch 
SY =F ord - [A sin? @ + C cos & (cos # — cos By)| 


wird. 
Die Frage, ob &. sein Zeichen wechseln kénne, hat Somoff 


(a. a. O. pp. 129, 130) dahin beantwortet, dass dies dann mdglich sei, 
wenn die Ungleichungen 
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A> =», cos # <0, cos? > Se S 
erfiillt wiiren. Wir werden jedoch zeigen, dass ein Wechsel des 


Zeichens von =. 


positiv bleibt. 
Der Ausdruck 
Asin? 3+ Ccos # (cos # — cos #,) = A + (C— A) cos? # — Coos # cos #, 
bleibt offenbar positiv fiir alle spitzen Winkel #,, fiir welche ja #< @,, 


und fiir stumpfe Winkel @, = 180 — @,’ so lange, als cos @ positiv 
bleibt. Wird cos # < 0 d. h. ® stumpf und 180° — #’, so bleibt noch 


immer Sy. positiv, wenn A > C ist. Die Méglichkeit eines Zeichen- 


dg 


nicht eintreten kann, sondern dass - = fortwihrend 


wechsels ist also nur vorhanden, wenn 

cos 3, <0, cs®< 0, A<C. 
Differenziren wir nun den in ® geschriebenen vorstehenden Ausdruck 
nach cos #, so kommt 

2(C — A) cos # — C cos &,', 

was durchweg negativ bleibt. Denn so lange das Gyroskop nicht in 
eine unendlich diinne schwere Platte iibergegangen, ist 

C<2A dh 2(C— A) < OC, 
und nach den eingangs § 3. gemachten Bemerkungen 


cos # < cos @,. 
Der Ausdruck 


A sin? # + C cos # (cos # — sos #,’) 
steigt sonach mit fallendem cos @', also steigendem #@’, und ist am 
kleinsten fiir 


y= a; 
niimlich 

A sin? 4’, 
am grodssten fiir 

x = 9, 


nimlich 
A sin? #,, — C cos @,' (cos 3,’ — cos 4,'). 

Wir erhalten sonach den Satz: 

Der Winkel g zwischen der Knotenlinie ON und einer Haupt- 
axe Ox des Aequators steigt mit wachsender Zeit; es bewegt sich also 
die Axe Oz’, von der Figuraxe Oz’ aus gesehen, stets im selben Sinne 
gegen die Axe ON. 

Es mag nicht itberfliissig sein, an dieser Stelle den Nachweis zu 


*) Darnach sind die Druckfehler A <— 2 zu berichtigen. 
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bringen, dass der fiir m erhaltene Werth mit dem von Lottner*) auf- 
gestellten iibereinstimmt. Es folgt nimlich aus den oben citirten 
Gleichungen (g) 

dt : C e— o) 
@ cos (p + 6) = —- ae» es (p+ 6)= ates = 208 : 


und aus dem Werthe (8) 





= = a (cos # — cos #,) 





zunichst 
7 = < oe A 
cos (p + 6) = - 2Py (cos # — cos #,) ? 
: Cn V cos # — cos @, 
+ 0) pee ine 


Durch Differentiation der letzteren Gleichung nach # und Einfiihrung 
des Werthes von cos (gm + 6) folgt 


orn Cn 1+ cos? # — 2cos # cos 
dp + de 2Am ‘sin? & ‘du, 


und da (18) 








ho a 


ees ms 2Am 





ist, wird durch Einsetzen und Integration erhalten 
— (A—C)n ut fay : 1 — cos @ cos B du, 


 —_— sin? @ 
was mit dem Lottner’schen Ausdruck fiir @ iibereinstimmt. 
Die fiir cos(m +6), sin(g +6) in Vorstehendem erhaltenen 
Werthe schreiben wir unter Hinzunahme der Relationen 
Y2my2 
ay =F, 2a,e=—sin? #,, cos # — cos ® — a, cos? am (u + K) 


des § 2. in der Form 


cos (p + 6) = -—HS -sinam (u+ K)-Aam(u+ XK), 
(23) 
sin (p + 6) = ae ‘cos am (u + K). 
§ 5. 


Der von der Folge der instantanen Drehaxen gebildete feste Kegel. 


Die Neigungswinkel der instantanen Axe © der Drehung mit den 
festen Coordinatenaxen 2, y, 2 sind gegeben durch die drei Gleichungen 
cos Ox = cos Oz’ - cos xa’ + cos Oy’ - cos cy’ + cos Oz - cos xz’, 


*) a. a. O. p. 121. 


Mathematische Annalen, XIX, 
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cos Oy = cos Oz’ - cos ya’ + cos Oy’ - cos yy’ + cos Oz’ - cos yz’, 
cos Oz = cos Ow - cos ex’ + cos Oy’ - cos zy’ + cos Oz’ - cos zz’. 





Dabei sind cos Oz’, cos Oy’, cos Oz durch 4, 4, s und die 
Neigungscosinus der beweglichen Axen Oz’, Oy’, Oz gegen die festen 
Ox, Oy, Oz in Functionen der Euler’schen Winkel g, y, @ in 
folgender Weise*) gegeben: 
cosa" = cos#sinysing + cosy cos, cosy x’ = cos? cos sing—siny cos, 

cos za” = — sintsing, 
cos xy’ = cos? siny cosm — cosy sing, cosyy' = cos? cosy cosm-+ sinw sing, 
coszy' = —sindcosg, 
cos xe =sin?siny, cosy2 =sin#? cos wv, 
coszz’ = cos#. 
Setzt man diese Werthe in die drei obigen Gleichungen ein und be- 
zeichnet die Componenten der Winkelgeschwindigkeit © lings der 
festen Axen «, y, ¢ bezw. mit w, w’, w’, so erhilt man hiefiir: 


w =cos? sin (psing-+-q cosp)-+-cosy (pcos —q sing)+ nsindsiny, 
(24) w' = cos# cosy(p sing-++-q cosp)—siny( pcosp—gqsin p)-+ nsind cosy, 
w= —sin?(psing-+qceosp)+ncos?. 


Die letzte dieser Gleichungen nimmt unter Beriicksichtigung von (5) 
und (6) die Form an 


0” == + [A cos # — C (cos # — cos B)] ; 
nun ist 
w" = @- cos u, 
wo « der Neigungswinkel zwischen der instantanen Drehaxe und der 
Axe Og der Schwere; es folgt also fiir diesen Winkel 
A cos # — C (cos # — cos @,) 


(25) cos «= 4 . 





V m2 art (cos # — cos #v) 


’ 
cos #, + (! — ‘) a, cos? am (u-+ K) 
= n-— =< ? 


Vo +(5) . = cos? am (u+K) 





wie leicht aus dem Werthe von 0 = /p? + q? + n? und den Formeln 
des § 2. erkannt wird. 


Man sieht, dass « wieder periodisch mit der Periode 2K von w ist; 
fir «=O wird uo = a, = 4, firu=—K 


*) Poisson, traité de mécanique. II, no, 378. 
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’ cos Fy +i - 4 , cos #, — a ay 

. (26) cosy, = ~ =" 

die Vy . (2 aes +(2 a“) at a 

ten #, und uw, sind offenbar die extremen Werthe von uw. Denn hiitte cos u 
in ein Maximum (Minimum) fiir einen zwischen u = 0 und u = K ge- 


legenen Werth von u, so hiitte es offenbar ein zweites fiir 2K — uw, 
und es miisste zwischen.den beiden Werthen ein Minimum (Maximum) 
eingetreten sein, und zwar, wegen des symmetrischen Verlaufs von 
cos w, fiir den Parameterwerth « = K. Differenziren wir aber cos u 
ny, (25) nach cos # — cos #), so ergibt die Derivirte entweder ein Maxi- 
mum oder ein Minimum fiir einen zwischen «0 und u—XK gelegenen 
Werth, niemals aber zwei solche extreme Werthe. Wir schliessen dem- 
nach, dass w zwei Grenzwerthe besitzt, uw, fir w=—0, uw, firu = K. 

Von diesen beiden Werthen kann jeder der gréssere sein; die Un- 


SY, 


Me: gleichungen cos u, S$ COS fy d. i. S$ cos #, zeigen, dass mu, Z My, je 
- nachdem 
6 c a, cos? > 
ny, (27) a, (1— =) 4- 2 (1 — 5) $(4 y Te a; . J 
sy, ist. cos w, kann ferner sein Zeichen wechseln, nimlich fiir 
C cos 
(5) cos # = —G—> > 


es kann also der Winkel w, einen rechten tibersteigen. 

Fassen wir das Bisherige zu einem Satz zusammen, so kénnen 
wir sagen: 

Der feste Kegel, der von den instantanen Drehaxen gebildet wird, 
der ist zwischen zwei Kreiskegeln wm die Axe der Schwere eingeschlossen. 
Die halben Winkeloffnungen dieser Kegel sind durch die Anfangslage 
4) = 9, der instantanen Drehaxe und durch die Neigung wu, (26) ge- 
geben, wobei w, Z wy (27) sein kann. Die Kegel selbst kinnen beide 
um dieselbe Richtung der Verticalen oder wm die entgegengeseteten 
Richtungen derselben beschrieben erscheinen. 

Suchen wir die Basis des festen Kegels der instantanen Drehaxen 
d. h. die Herpolhodie, so folgt zuniichst aus den zwei ersten Glei- 
chungen (24) und den Gleichungen (g) 


1eln w cosy — w' sin ~—pcos p — gsin p= eEcos(p-+6), 


; wsin y+ w' cos =cos #( psin g + qcosg) + nsin d= esin(y + 6) cost 
. +nsin@. 


Nennen wir den Winkel zwischen der Axe Ox und dem Radiusvector 
P =/Yw?+w'? v, so schreibt sich 


10* 
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P - cos (v-+%) = @ cos (p+ 6), 
(28) P. sin (v-+y) = o sm (p+ 6) cos # + n sin @, 
Dabei ist aD 
P= /0? —w"’. 
Sowohl P als cos (v-+ #) und sin (y+ y) ist periodisch mit der Periode 
2K von u; fiir w = 0 ist (18), (19), (23) 


e=0, sin(po+o)—0, 
also 


cos (y-+y)=0, v+y=—90°", P=P,—xnsind,; fir u— K, 


@o=0,, cos(p+o)—0, 
also 


cos (v-+y)=0, v+y— 90°, =P, = oe, cos #, + nsin 4,. 


Es ist also zu den Zeiten 0, = +s der Winkel zwischen der 


Horizontalprojection P der Drehungsaxe © und der Knotenlinie ein 
rechter, jener also zwischen P und der Horizontalprojection der Figur- 
axe 0 d. h. 


Zu den Zeiten 0, r+ = = , 2t, 3r... liegen mii der Axe der 


Schwere die Axen der Figur und der instantanen Drehung, somit auch 
die Axe des anregenden Kréftepaares in einer Ebene. Fiir + == 0 oder 
gerade Vielfache von t fallen dabei die drei letzten Axen in eine Gerade 
zusammen. 

Erinnert man sich dessen, was in § 1. tiber die gegenseitige Lage 
der Axen des Kriiftepaars, der instantanen Drehung und der Figur 
gesagt wurde, und beachtet, dass aus (26) stets 


cos uw, < cos#,, also uw, > 4, 
folgt, so sieht man: ‘ 

Die Axe O© der Drehung fillt zu den Zeiten +, 37,51... stets 
tiber den von der Axe Oz der Schwere und jener O2' der Figur ge- 
bildeten Winkelraum hinaus und es wird die Lage der im vorigen Satz 
erwihnten vier Axen durch die auf der niichsten Seite folgenden Figuren 
klargelegt. 

Der Endpunkt der instantanen Drehaxe ist dabei von der Verti- 
ealen fiir u = 0 bezw. u = K um 


P,=nsin®, resp. P, =, cos #, + "sin @, 
entfernt. Derselbe bewegt sich also zwischen zwei zur Verticalaxe 


senkrecht stehenden Kreisen mit den Radien P, und P,, und es ist 


P, 2 P,, je nachdem (27) «, (1 be ey +2(1 ce ®)< oy a, cos? &, 


>\A sin? #, 
ist. 
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Die Horizontalprojection seiner Bahn ist aus (28) bestimmt, da 
sich P, 9g, (p+ 6) und y, also auch v in Functionen der Zeit be- 
stimmen; die Gleichungen (28) sind sonach die Gleichungen der Pro- 
jection der Herpolhodie auf eine horizontale Ebene und unter der auf- 
gestellten Form mit Beriicksichtigung der Relationen (10), (12), (18), 
(23) der Discussion leichter zugiinglich als nach wirklicher EKinfihrung 
des Parameters wu. Aus ihnen folgt: 

dP wird O fir «uw =0O und u=—K, nicht aber dv, so dass 
also der Radiusvector P fiir «=O und u = K Tangente an die Curve 
wird, und Spitzen niemals auftreten kénnen. 


fr A < C: fr A>C: 


aN : 








x x 0 sd x x’ 9 
Fig. 3. Fig. 4. 

Fragt manu nach den Wendepunkten der Horizontalprojection der 
Herpolhodie, so gibt die bekannte Bedingung iiber deren Vorhanden- 
sein dahin Aufschluss, dass solche existiren kénnen — im Gegensatze 
zu dem Problem der Rotation eines starren Kérpers um seinen Schwer- 
punkt, bei welchem ich in meiner eingangs citirten Dissertation die 
Nichtexistenz von Wendepunkten in der ebenen Herpolhodie hatte 
nachweisen kénnen. 

Auf Grund der erhaltenen Resultate kénnen wir nun die Siatze 
aussprechen : 

Die Herpolhodie d. h. die Curve, die von den Endpunkten der in- 
stantanen Drehaxen des festen Kegels, auf welchem der bewegliche Kegel 
sich abrollt, gebildet wird, ist eine doppelt gekriimmte Curve, welche in 
der Weise zwischen zwei zur Verticalaxe senkrechten Kreisen verliuft, 
dass sie abwechselnd beide Kreise tangirt. Diese Kreise kinnen auf der- 
selben oder auf verschiedener Seite des Unterstiitzungspunktes O liegen, 
und es kann sowohl der durch u =O dargestellte als der fiir u = K 
giltige der gréssere sein. Die Horizontalprojection der Curve kann 
Wendepunkte besitzen oder stets im selben Sinne gekriimmt verlaufen. 
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§ 6. 
Numerische Berechnungen und specielle Fille. 


Die ungefaihre Gestalt -der horizontalen Projection des vom Schwer- 
punkt des Gyroskops wihrend der Bewegung durchlaufenen Weges war 
aus den. Differentialgleichungen (12) und (17) zu ersehen und deshalb 
bekannt, nachdem man einmal angefangen hatte, sich mit dem Gyroskope 
zu beschaftigen*). Die Durchrechnung der genauen, von Lottner 
aufgestellten Formeln fiir ein wirkliches Gyroskop, dessen Schwerpunkt 
oberhalb des Unterstiitzungspunktes gelegen, hat Frank e**) gegeben; 
derselbe findet, wenn die Masse des Gyroskops 

m = 121,41- a, 
die Entfernung von Schwerpunkt und Unterstiitzungspunkt 
y = 4,88, 
das Trigheitsmoment um die Axe der Figur 
C = 1230,22 - x, 
jenes um eine Axe des Aequators 
A = 3659,16 - z, 
die Winkelgeschwindigkeit um die Figuraxe 
n= 150-22, 
endlich die Anfangsneigung der Figuraxe gegen die Verticale 
&, = 30° 
betrigt, fiir die Winkel 
@, = 30° 5 28”, yx = 0° 13’ 40",93 
und fiir die Zeit, waihrend welcher die Figuraxe von der Lage @, in 
die von #, tibergeht 
t = 0,0099 Secunden. 

Diese Resultate zeigen, dass die Bewegung der Figuraxe gegen 
die Verticale ungeheuer schnell, die Bewegung der Linie der Knoten 
ungeheuer langsam und die Zone, innerhalb deren sich die Bewegung 
des Schwerpunktes vollzieht, sehr schmal ist. Die Horizontalprojection 
der Bahn des Schwerpunktes fiir diesen Fall ist beiliiufig durch Fig. 11 
dargestellt. 


Die letztere kann natiirlich, der Kleinheit der Werthe halber, 
*) Vergl. die Figuren von: Jullien, problémes de mécanique rationnelle, 
t. IL, p. 186 der 2, Aufl. — Fink, note sur la toupie. Nouv. Annales de Math. 


1850, p. 315. — Stamkart, Ueber die Bewegung eines Kreises etc. Poggend. 
Ann. 1853, I, 462—467. (Weitere Notizen s. man in Gilbert’s: Etude historique 
et critique etc. Bruxelles, bei Hayez, 1878, 8°.) 


**) Ueber die Bewegung rotirender Kreisel, Programme des Gymnasiums zu 
Seehausen i|A. 1873. 1874. 
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nicht gut gezeichnet werden; wir fiihren deshalb, um die auftretenden 
Formen besser sichtbar zu machen, bequemere Werthe der Constanten 
in die Rechnung ein, unbekiimmert, ob der dadurch repriisentirte Fall 
physikalisch realisirbar ist oder nur fiir ein ideales Gyroskop Giiltig- 
keit hat. 





I. Horizontalprojection der Schwerpunktsbahn. 


Wir setzen ¢ = 


ap; hs 
sin am(B,, ) u, s. w. bedeutend, 


C?n 


dadurch reduciren sich «@,, x, 


Rechnen wir den Anfangswinkel 


der Figuraxe gegen die Verticale stets von + Oz an, so ergeben 


sich fiir: 
1. d= 0°, 3, = 0°, % = 7-9, 
%=7:-9, vx = unbestimmt, 
2. % = 4°, #, = 2982815, v,—=y- 0,06976, 
v, = y+ 0,04934 wx = 25°,80204. 
3. 3, = 60", #, = 42994427, v, = y-0,86603, 
Fig. 5) 
v, = y+ 0,68128, vx = 30°,00198. “8 
4, 9, = 90°, &, = 65°,53023, 4 =—y7-1, 
v, = 7 -0,91018, dx = 35°,88900. 
5. % = 100°, a, = 73°,40679,  v) = p - 0,98481, 
v, = y+ 0,95836, wx — 38°,98615. 
6. 9, = 103°,65155, 9, = 76°,34845,  ») = y - 0,97174, 
v, = y-0,97174, vx = 41°,60476. 
7. 3, = 108%, %, = 79°,88816, v= 7 - 0,95106, 
v, = y+ 0,98447, wx = 42°,60476. 
8. %, = 120°, #, = 90°, v) = y - 0,86603, ae 
gtk ye = 49°,29317, 18 ©) 
9. %, = 135%, #, = 103°,57000,  ») = 7 - 0,70711, 
v, = 0,96330, wx = 60°,07751. 
10. %, = 180°, %, = 180°, v = 7 +0, 
v,=y7-0, vx = unbestimmt. 


In den Fallen 1. — 4. ist der Schwerpunkt des Gyroskops unter- 





halb, in den Fallen 10. — 5. oberhalb des Unterstiitzungspunktes ge- 
legen; dabei verweilt er in 9. und 10. stindig oben, erreicht in 8. die 
Horizontalebene, geht in den Fallen 7, — 5. herunter und beschreibt 
in seiner Horizontalprojection bei 7. eine Epicykloide, bei 6. einen 
Kreis, bei 5, eine Hypocykloide. 
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Zur Bestimmung der Zeit + = = wihrend welcher die Figur- 


axe von der Lage @, in die Lage @, iibergeht, setzen wir ausser 


Py 


é=1 noch z= 1. Es wird in den 10 Fallen: 


1. c= 1,11072. 2. ¢ = 1,11114. 
5. t= 145771. 6. ¢ = 1,48870. 
9. t = 1,96579. 


3. t = 1,21433. 4. ¢ = 137046. 
7. t = 1,53803. 8. + = 1,68575. 
10. t = oo. 


Il. Polhodie. 
Der Radius 9, des sie umschliessenden Kreises ist durch ¢ = 1, 


7 = 1 und @, bestimmt: 


1. e; = 0. 
4. 9, = 0,93138. 
7. 9, = 0,98447, 


2. @, = 0,04935. 3. e, = 0,68125. (Fig. 7) 
5. @, = 0,95836. 6. oe, = 0,97173. 

8. 9, = 1. 9. 9, = 0,97208. 

10. 9, = 0. 

Um den Winkel ox —=— 6, zu bestimmen, setze man ausser 


Py C 1 : 
é=1 und —- =1 noch | =, wodurch n = 4 wird. 


1. 6% = 190,90127. 2. 6% = 190°,99144. 3. 6% = 208°,72716. (Fig. 7) 
4. 6% = 253°,66504. 5. 6% = 249",98468. 6. 6% = 255°,88829, 
7. 6% = 264°,36721. 8. 6% = 289°,75107. 9. 6% = 337°,89481. 
10. 6% = 0, 
In allen vorliegenden Fallen ist 6; >> 2; man kann natiirlich durch 


passende Wahl der Constanten fiir o, jeden beliebigen Werth er- 


reichen und Figuren zeichnen, welche, wie Fig. 9, die blattformige 
, Gestalt der Polhodie deutlich darstellen. 


Ill. Herpolhodie. 


Der Radius P, des einen Grenzkreises wird durch n = 4 und @, 


gegeben: 
1. P, = 0. - 2. Py = 0,27903. 3. P, = 3,46411. (Fig. 8) 
4. P, = 4. P, = 3,93923. 6. P, = 3,88695. 


5. 
7. P) = 3,60423. 8. P, = 3,46411. 9. P, = 2,82843. 
10. P, = 0. 


Der Radius P, ist gegeben durch ¢ = 1, = = 1, n=4, %. 
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1. P, = 0. 2. P, =0,24765, 3. P, = 3,18919. (Fig. 8) 
4. P, == 4,02651. 5. P,=4,10711. 6. P, = 4,11581. 
7.P,=4,11071. 8. P, = 4. 9. P, = 3,59239. 


10. P, = 0. 
Den Winkel vx erhilt man aus vg = 90° — wx und 3: 


1. vx = unbestimmt. 2. vg = 64°,19796. 3. vx = 59°,99802. (Fig. 8) 
4. vx = 54911100. 5. v_ = 51901385. 6. vy = 48°,81902. 
7. v_e = 45°,39524. 8. vg = 41°,70683. 9. ve = 28°,92249. 

10. vx = unbestimmt. 
Py 
Po 
diesen Fall die Horizontalprojection der Herpolhodie eher an den 
imneren Kreis an als die Tangente vom Ausgangspunkt aus, d. h. 
unsere dargestellte Curve besitzt Wendepunkte. Dieselbe kann auch 
ohne dieselben verlaufen, sie kann ferner auch ihren Ausgangspunkt 


auf dem inneren Kreis haben; ein ungefihres Beispiel dafiir mag 
Fig. 10 bieten. 


Da fiir den gezeichneten Fall 3. > sin vx, so lauft also fiir 


Was den Winkel w, zwischen der Axe der instantanen Drehung 


und jener der Schwere angeht, so ist er bestimmt durch ¢ = 1, 
wee 
A — 9Q? G° 
1. p, = 0. 2. uw, = 3°,43986. 3. w, = 52°,60724. 
4. w, = T7°,80649. 5. uw, = 86",88023. 6. uw, = 89°,96996. 
7. , = 93°,71836. 8. w, = 140°,08213. 9. w, — 152°,77373. 
10. uj; = 180°. 


Bei der Zeichnung wurde der Abstand y von Schwerpunkt und 
Unterstiitzungspunkt = 3 und als Liingeneinheit 30mm angenommen. 

Die speciellen Faille haben hier, wo nur eine Drehung um die Axe 
der Figur stattgefunden hat, nicht viel Bemerkenswerthes. 


Ist # = 0° oder 180° und ¢= ver beliebig, so findet die 


Drehung des Gyroskops um die Verticalaxe statt, welche die Stelle des 
rollenden und festen Kegels vertritt d.h. permanente Rotationsaxe ist. 

Ist #, beliebig und ¢ = 0. d. h. entweder » =O oder P=co 
oder y = 00, d. h. erfolgt gar keine Drehung um die Figuraxe eines 
Gyroskops oder eine solche um ein unendlich schweres oder unendlich 
langes Gyroskop, so haben wir den einfachen Fall des Pendels. In 
den 2 letzteren Fillen vollzieht sich dabei die Bewegung der Figuraxe 
ip die Verticale unendlich rasch. Der abrollende und der feste Kegel 
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werden beidemal durch die auf der Axe der Figur und Schwere senk- 
rechte Gerade repriisentirt. 

Ist #, beliebig und ¢ =oo, d. h. mn =o oder P= 0 oder y=0, 
d. h. erfolgt die Drehung um die Figuraxe des Gyroskops mit unendlich 
grosser Geschwindigkeit oder besitzt der Rotationskérper kein Gewicht 
oder dreht er sich um seinen Schwerpunkt, so ist die Figuraxe per- 
manente Rotationsaxe. 

Ist endlich 2A —C, d. h. ist das Gyroskop in eine unendlich 
diinne schwere Platte iibergegangen, so hat dies nur Einfluss auf den 
beweglichen Kegel der instantanen Drehaxen, indem derselbe, da sich 
6 =O aus (18) ergiebt, in die Ebene der Figur iibergegangen ist. 
Der feste Kegel nimmt keine besondere Gestalt dafiir an. 


Eine weit gréssere Mannigfaltigkeit in diesen Specialfillen ergiebt 
sich natiirlich, wenn auf das Gyroskop auch ein seitlicher Anstoss 
ausgeiibt wird. Man kann dann beispielsweise die Bewegung unter 
der Voraussetzung untersuchen, dass die Neigung der Figuraxe gegen 
die Verticale stets sehr klein bleibt (Poisson a. a. O. Nr. 431) oder 
dass die Figuraxe einen Kreiskegel beschreibt. Im letzteren Falle sind 
auch der rollende und feste Kegel Rotationskegel und von Poinsot 
(Théorie des cones circulaires roulants. Paris, 1853. 8°) untersucht 
worden. 


Miinchen, im Juni 1881. 
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Ueber die Umkehrung des elliptischen Integrales. 
Von 


M. Pascu in Giessen. 


Versteht man unter z eine complexe Veriinderliche, unter x eine 
complexe Zahl mit negativer Ordinate*), unter y die Function 
y=V0—#) 1 — #8) 
und setzt die mit dem Anfangswerthe y= 1 geradlinig ausgefiihrten 
Integrale **) 





1 1 
x 


A —1 * 
fueq=- SO is A ffeil pes 
y J Y y y 
0 0 0 
so ist es bei der Umkehrung des elliptischen Integrales erster Gattung 
in Legendre’s Normalform 


4 
dz 


y 
0 


mit den Perioden 4A und 2(B— A) von Wichtigkeit, zu beweisen, 
dass der Quotient 


(1) 254 


eine positive Ordinate besitzt***). 


*) Der Fall eines reellen x ist als Grenzfall zu betrachten; doch soll x? 
weder 0 noch 1 noch sein. 

**) Ist x reell, so wird fiir x > 1 die Integration von 0 bis 1 auf dem nega- 
tiven und die von 0 bis — 1 auf dem positiven, fiir x < — 1 die Integration von 
0 bis 1 auf dem positiven und die von 0 bis —1 auf dem negativen, fiir x* << | 


die Integration von 0 bis + auf dem positiven und die von 0 bis — — auf 


dem negativen Ufer der reellen Axe ausgeftihrt. 
**t) Vergl. Neumann, Abel’sche Integrale 8. 368 f., Thomae, Complexe 
Functionen 8, 60 ff, Kénigsberger, Elliptische Functionen I, S. 295 ff, 
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Um das — Integral zu studiren, kann man von den Punkten 
1 


ee Bs , #us Querschnitte 9, q,¢, qs ziehen, welche sich gerad- 
linig in das Unendliche erstrecken und in ihren Riickwirtsverlinge- 
rungen durch den Nullpunkt hindurchgehen wiirden. In der nach Aus- 
scheidung dieser Querschnitte zuriickbleibenden Fliche soll y als eine 
mit dem Werthe y= 1 bei z= 0 beginnende, eindeutige und stetig 
sich veriindernde Function von z betrachtet werden und w das Integral 


fe - f# 
“= = 
y 


bedeuten. Wenn (fiir @ == 1,2,3,4) 2, auf qa liegt und zwar so, 


dass 2, = — 2,, 2, = — Z,, 80 ist 

(2) | i ~24- ft as fie 
+ 

(3) oo 2B fue fs as 
0 


wobei positive und negative Ufer der Querschnitte in bekannter Weise 
unterschieden sind. Integrirt man von 0 bis oo, ohne einen Quer- 
schnitt zu iiberschreiten, so kommt 


(4) +A+B, —A+B, —A—B, +A-B, 

je nachdem der Integrationsweg zwischen q, und Qos oder zwischen q, 

und qg,, oder zwischen g, und qg,, oder zwischen q, und q, verliuft. 
Die Betriige von u haben ein endliches Maximum. Dagegen be- 

decken nach den Lehren der Functionentheorie, insbesondere nach den 

Siitzen tiber die Differentialgleichungen *), die simmtlichen Werthe, welche 


das Integral 
"hs 
v0 


bei freier Beweglichkeit der Variableu z annimmt, die ganze Ebene; 
wo auch der endliche Werth U, liegen mag, immer giebt es eine 
in gewisser Umgebung von U, convergente Reihe, welche z als Func- 
tion von U darstellt und entweder nur positive ganze Potenzen von 
U — U, oder ausser solchen Potenzen noch negative in endlicher 


*) Vergl. Briot et Bouquet, Théorie des fonctions elliptiques 1875. 
Nr, 208. 219. — Die Werthe von wu bilden ein ganz im Endlichen gelegenes Con- 
tinuum, bei welchem die Begrenzung mitzurechnen ist; folglich sind auch bei 
dem Gebiete der U alle Punkte der Begrenzung mitzurechnen. 
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Anzahl enthilt. Mithin ist z eine eindeutige Function von U. 
Wird also z wieder wie friiher beschriinkt und ein zusammenhingendes, 
zuniichst ganz im Endlichen gelegenes und die Querschnitte aus- 
schliessendes Gebiet G (mit Einschluss der Begrenzung) der Variablen 
z betrachtet, so ist z eine eindeutige Function der entsprechenden u; 
aus jeder einfachen z-Linie wird eine einfache w-Linie, insbesondere 
aus der Begrenzung von G eine einfache geschlossene Liniel. Jedem 
z im Innern von G@ entspricht ein von der Linie 7 umgebenes wu; die 
Linie / ist die vollstindige Begrenzung des w- Gebietes. Durchliuft z 
die Begrenzung von G in positiver Richtung, so wird die Linie 1 von 
u ebenfalls in positiver Richtung durchlaufen. 

Dies vorausgeschickt, lisst sich das Zeichen der Ordinate des 
Quotienten (1) auf folgende Weise bestimmen. Wir dehnen das Gebiet 
G bis an die Querschnitte aus und nennen 7' das entsprechende Gebiet 
der Variablen wu, S die Begrenzungslinie von 7’. Geht z auf dem posi- 
sitiven Ufer des Querschnittes g, von 1 bis oo, dann auf dem nega- 


tiven Ufer des Querschnittes g, von oo bis . , auf dem positiven Ufer 


des Querschnittes g, von . bis co u.s.w., bis der Punkt 1 wieder 


erreicht wird, so ist dies als ein positiver Umlauf um G@ anzusehen, 
wiihrend dessen u die Linie S in positiver Richtung zuriicklegen muss. 
Die Linie S kann man an dem Parallelogramm verfolgen, dessen Ecken 
in die Punkte (4) fallen, dessen Seiten daher in den Punkten B, — A, 
— B, A halbirt werden. Variirt z von 1 bis co auf dem positiven 
Ufer von g,, so geht w von A nach A+ B auf einer Linie s; variirt 


2 von oo bis : auf dem negativen Ufer von g,, so geht u von A+B 


nach B; spiiter durchliiuft w die entgegengesetzten Werthe, von — A 
tiber — A — B nach — B, wiihrend z von — 1 bis oo auf dem posi- 


, : 1 , , 
tiven Ufer von g, und von oo bis — , auf dem negativen Ufer von 


q, variirt. Verschiebt man die Abbildung des positiven Ufers von q, 
um 2A, so erhilt man nach (2) die Abbildung des negativen Ufers 
von g,, von A — B bis A; verschiebt man die Abbildung des nega- 
tiven Ufers von g, um 2B, so erhilt man nach (3) die Abbildung 
des positiven Ufers von g,, von B bis —A-+ B. Die entgegen- 
gesetzten Werthe geben die Abbildung des negativen Ufers von q,, 
von — A+ B bis — A, und des positiven Ufers von g,, von —A—B 
bis — B. Die Richtung auf S von A ititber A+ B nach Bu. s. w. 
ist positiv. 

Ist s’ die gerade Strecke von A nach A+ B, so setzen s und s 
eine geschlossene Linie 6 zusammen, welche ganz in einem den Null- 
punkt O ausschliessenden Gebiete liegt. Denn sonst giibe es ein die 
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Null umschliessendes Fliichenstiick, dessen Begrenzung ganz zu o ge- 
hért. Sollten innerhalb dieses Flichenstiickes sich noch Theile von S 
befinden, so verkleinere man dasselbe, bis dies nicht mehr der Fall 
ist, wihrend O immer umschlossen bleiben muss. Das so entstehende 
Flachenstiick 7” kann nicht mit 7' identisch sein, folglich seine Be- 
grenzung S’ nicht mit S; demnach gehdrt von S’ ein Theil s, zu s’, 
der Rest S, zu S. Jeder Punkt im Innern von 7” liegt im Innern 
von 7’, also ist 7” ein Theil von JZ. Sucht man zu allen Punkten 
des Gebietes 7” die entgegengesetzten Werthe auf, so entsteht ein 
Gebiet 7”; insbesondere gehe S’ in 8”, s, in s,, S, in S, iiber, so 
dass S, ein Theil von 8 ist und S” aus s, und S, besteht. Da 7” 
wieder O umschliesst, so schneiden sich S’ und S”; aber s, und s, 
schneiden sich nicht, ebensowenig S, und S,; folglich miissen s, und 
S,, 8s, und S, sich schneiden. Dann liegt aber ein Stiick von S, im 
Innern von 7”, also im Innern von 7’, wihrend es doch zu S, also 
zur Begrenzung von 7 gehort. 

Wenn man daher von der Linie S das Stiick s hinwegnimmt und 
durch die gerade Strecke s’ von A nach A+ B ersetzt, so bleibt der 
Umlauf von A itiber 4+ B nach B u. s. w. positiv. Dasselbe gilt 
zwischen 4 -+ B und B, zwischen B und — A+ B, u. s. w. Dem- 
nach ist die Bewegung auf den geraden Seiten des Parallelogrammes 
von A iiber A+ B nach B positiv, ebenso der hohle Winkel AO B. 
Daraus folgt aber, dass der Quotient B:A und folglich auch der 
Quotient (1) eine positive Ordinate hat. 


Giessen, Januar 1880. 
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Ueber die conforme Abbildung von Flachen. 
Von 


Fenix Kuer in Leipzig. 


-In einer kleinen Schrift, welche demniichst im Teubner’ schen 
Verlage erscheinen wird*), habe ich, allerdings nur mit heuristischen 
Mitteln, allgemeine Siitze iiber die conforme Abbildung von Fliichen 
aufgestellt, welche in dieser Form explicite bisher nicht bekannt waren. 
Den Anfang machen die allgemeinsten geschlossenen Flichen. Ist p 
die Maximalzahl der nicht zerstiickenden Riickkehrschnitte, welche 
man auf einer solchen Fliche ziehen kann, so giebt es, fiir p> 1, 
6p —6 bei beliebiger conformer Umgestaltung unveriinderliche Constante 
der Fliche. Ist p = 1, so wird die Zahl dieser Constanten gleich 2; fiir 
p= 0 ist sie gleich Null, so dass zwei geschlossene Fliichen pO allemal 
auf einander abbildbar sind, wie dies von anderer Seite bekannt ist **), 
Diese Zahleu reduciren sich nun je auf die Halfte, wenn man sich 
auf eine besondere Fliichenclasse, die sogenannten symmetrischen F lichen, 
beschriinkt. Es sind das solche Flichen, welche durch eine mit Umlegung 
der Winkel verbundene conforme Transformation von der Periode Zwei in 
sich selbst iibergefiihrt werden kénnen. Uebrigens zerfallen die sym- 
metrischen Fliichen desselben p nach der Zahl und Art ihrer Uebergangs- 
curven, d. h. derjenigen Curven, die bei der symmetrischen Umformung 
ungeiindert bleiben, in getrennte Arten. Einmal hat man das Theorem, 
dass die Zahl w dieser Curven einen beliebigen Zahlenwerth von 0 bis 
p-+ 1 annehmen kann. Sodann hat man noch eine doppelte Méglich- 
keit zu unterscheiden. Die a Uebergangscurven kénnen entweder so 
liegen, dass die Fliiche, lings derselben zerschnitten, in zwei sym- 
metrische Stiicke zerfallt, oder aber so, dass ein Zerfallen bei der ge- 
nannten Operation iiberhaupt nicht eintritt, Fiir 7 = p+ 1 hat man 
immer eine Fliche der ersten, fiir 7 = 0 selbstverstiindlich eine Fliche 


*) Ueber Riemann’s Theorie der algebraischen Functionen und ihrer Inte- 
grale. Eine Ergiinzung der gewodhnlichen Darstellungen. 

**) Vergl. Schwarz in den Monatsberichten der Berliner Akademie aus dem 
Jahre 1870, p. 767 ff. 
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der zweiten Art. Ist p — a gerade, so hat man ebenfalls nothwendig 
eine Fliiche der zweiten Art. In allen itibrigen Fiillen kann man nach 
Beiieben eine Fliche der ersten oder der zweiten Art construiren. — 
Unter die mit diesen Angaben erledigten symmetrischen Flichen sub- 
sumiren sich nun als specielle Fille zwei Fliichenarten von scheinbar 
viel allgemeinerem Charakter: die gewéhnlichen berandeten Fliichen 
und die Doppelflichen*), mégen letztere berandet sein oder nicht. 
Hierzu dient eine Auffassung, auf welche ich, so weit sie die Rand- 
curven betrifft, durch eine gelegentliche Unterredung mit Herrn Schwarz 
gefiihrt worden bin.**) Man kann eine Fliiche in der Art ansehen, 
dass man ihre beiden Flichenseiten in Betracht zieht und sich vor- 
stellt, dass letztere vermége der Randcurven, sofern solche existiren, 
mit einander verbunden sind. , Die so entstehende Gesammtfliche bildet 
in den beiden hier in Rede stehenden Fallen ein zusammenhingendes 
Ganzes. Sie stellt dann eine symmetrische Fliche von besonderer 
Gestalt vor: es entsprechen sich symmetrisch je zwei tibereinander- 
liegende Punkte der beiden Fliachenseiten; die Randecurven sind die 
Uebergangscurven. Offenbar subsumiren sich in diesem Sinne die 
gewohnlichen berandeten Flachen unter die symmetrischen Fliichen 
der ersten, die Doppelflichen unter diejenigen der zweiten Art. Dass 
dabei in den Randcurven eine Unstetigkeit des Kriimmungsradius ein- 
tritt, hindert in keiner Weise die Anwendbarkeit der fiir symmetrische 
lichen iiberhaupt gewonnenen Ergebnisse. Ist p’ die Zahl der nicht 
zerstiickenden Riickkehrschnitte, welche man auf der einen Seite einer 
gewohnlichen berandeten Filiiche ziehen kann, ist andererseits P die 
entsprechende Zahl fiir die aus den beiden Seiten einer Doppelfliiche 
gebildete Gesammtfliche, bezeichnet endlich 2 die Zahl der Rand- 
eurven, so hat man in den auf symmetrische Flichen beziiglichen 
Formeln in dem einen Falle das p durch 2p'’+a2—1, in dem 
anderen durch P+ a zu ersetzen. Wegen der niheren Kinzelheiten 
und der weiteren Frage, wie oft sich in jedem Falle die conforme 
Abbildung einer Fliiche auf eine andere erméglicht, sofern tiberhaupt 
eine solche Abbildung existirt, sei wiederholt auf die Eingangs erwiihnte 
Schrift verwiesen. 


Leipzig, October 1881. 


*) Doppelfliichen sind solche Flichen, bei denen man durch continuirliches 
Fortschreiten iiber die Fliiche hin von der einen Fliichenseite zur anderen ge- 
langen kann, 

**) Ostern 1881. 
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Behandlung der projectivischen Verhaltnisse der Raiume von 
verschiedenen Dimensionen durch das Princip des Projicirens 
und Schneidens. 


Von 


Giusepre VERONESE in Chioggia. 


Mehrere Mathematiker haben sich schon mit einigen Capiteln der 
n-dimensionalen Geometrie, meistentheils mit der Kriimmungstheorie 
der Raiume nach der Grundarbeit Riemann’s ,,Ueber die Hypothesen, 
die der Geometrie zu Grunde liegen“*), beschiiftigt. 

Ich habe hier nicht die Absicht eine historische Uebersicht der 
bisherigen Arbeiten tiber diesen Gegenstand auseinanderzusetzen, son- 
dern ich will nur hervorheben: erstens, dass alle diese Arbeiten ana- 
lytische Form besitzen, und zweitens, dass man die »-dimensionale 
Geometrie, so viel mir scheint, noch nicht consequent als ein Hiilfs- 
mittel benutzt hat um die projectivischen Beziehungen in Riumen von 
verschiedenen Dimensionen, daher auch in der Ebene und dem gewéhn- 
lichen Raume zu studiren. 

Ich gebrauche in dieser Abhandlung die synthetische Methode und 
zwar diejenige Methode, die aus den beiden Fundamentaloperationen 
des Projicirens und Schneidens hervorgeht. Ich benutze auch hier und 
dort die analytische Methode, aber ich interpretire sie immer in an- 
schaulicher Weise. 

Um eine Configuration von ~-+ 1 Punkten, oder eine Curve, 
oder eine 2-dimensionale Fliche, die gewisse Singularitiiten besitzt, 
im gewéhnlichen Raume R, zu studiren, ist es in vielen Fallen 
niitzlich, zuvérderst eine Configuration oder ein Gebilde 1'* oder 2‘ 
Dimension in dem »-dimensionalen Raume R, zu suchen, aus welchem 
mittelst geeigneten Projicirens oder Schneidens das gegebene Gebilde 
in eindeutiger Weise entsteht. Und zugleich kann man nicht nur 
jene Configuration, Curve oder Flache, sondern auch eine Classe dieser 

Gebilde studiren, welche simmtlich mittelst des Projicirens oder Schnei- 
dens aus jenem Gebilde im Raume R, hervorgehen. — Dieses Gebilde 


*) Riemann’s Werke pag. 254. 
Mathematische Annalen. XIX. 
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in R, ist immer einfacher als das gegebene in R, und lasst sich daher — 


viel besser behandeln. 

Betrachten wir z. B. n + 1 beliebige Punkte einer Ebene R, oder 
eines Raumes R,, so kann man sie als Projectionen der » + 1 Ecken 
unendlich vieler Pyramiden in R, ansehen. Und umgekehrt lassen 
sich aus einer solchen (” + 1)-eckigen Pyramide in R, (welche die 
einfachste Pyramide in R, ist) durch geeignetes Projiciren alle Arten 
von Configurationen von -+ 1 oder weniger als » + 1 Punkten in 
den Raiumen von niedrigerer Dimensionenzahl erhalten; indem man 
unter zwei Configurationen derselben Art solche versteht, bei welchen 
die n + 1 Punkte dieselbe Lage haben, ohne auf die metrischen Be- 
ziehungen zwischen ihnen Riicksicht zu nehmen. 

Als zweites Beispiel mégen die rationalen Curven dienen. Be- 
trachten wir irgend eine rationale Curve n'*" oder niedrigerer Ordnung in 
Rn, wom <n ist, so beweise ich, dass sie immer die Projection einer ratio- 
nalen Normaleurve C* in R, ist. Und umgekehrt kann man aus einer 
solchen Normaleurve C” alle Arten von Rationaleurven n'* oder 
niedrigerer Ordnung in den niedrigeren Riaiumen erhalten. Diese 
Normaleurve C” besitzt keinerlei Singularitit und ihre Charaktere sind 
vermége der verallgemeinerten Plicker’schen Formeln, die ich eben- 
falls in nachstehender Abhandlung aufstelle, sehr leicht zu berechnen. 
Ueberdies liisst sie sich leicht durch projectivische Biischel oder Ge- 
bilde (wn — 1)'* Stufe construiren. Es wird also fusserst vortheilhaft 
sein, die rationalen Curven derselben oder niedrigerer Ordnung in 
nieder ausgedehuten Riumen aus dieser Normalcurve durch Schneiden 
oder Projiciren zu gewinnen. 

Ich habe die gewohnliche Nomenclatur fiir Punkt, Gerade, Ebene, 
Curve, Fliche, Kegel ete. beibehalten, und zwar habe ich die 
linearen Riume einfache Raiume genannt und mit den Symbolen 
R,, R,, R,, R,, --- Ry bezeichnet. Desgleichen habe ich auch 
2, 3, --+ + (m — 1)-dimensionale Flichen und in analoger Weise 
2,3, - ++ (wm — 1)-dimensionale R,-Kegel (deren Spitze beziiglich 
ein Punkt R, ist), und 3, 4 --- (m—1)-dimensionale R, - Kegel 
(deren Spitze jeweils eine Gerade R, ist) u. s. w. unterschieden. 

Die Arbeit ist in fiinf Abschnitte mit der EKinleitung, und 
jeder Abschnitt in Paragraphen eingetheilt, so dass es meinem Leser 
nicht schwer sein wird, sich sofort eine allgemeine Uebersicht der- 
selben zu verschaffen*). 

Zam Schlusse ergreife ich diese Gelegenheit, um Herrn Prof. 
Klein fir die, vielfache Anregung und Unterstiitzung bei meinen 
mathematischen Studien in Leipzig den besten Dank auszusprechen. 


“*) Der Kiirze halber habe ich bei leichten Siitzen, zumal im dritten Ab- 
schnitte, die Beweise unterdriickt. 
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Einleitung. 


1. Es ist bekannt, dass eine Ebene R, durch eine gerade Linie 
R, und einen Punkt R, ausser ihr erzeugt werden kann, indem man 
alle Punkte der Geraden mit dem Punkte R, verbindet. In derselben 
Weise kann man den Raum von 3 Dimensionen durch eine Ebene R, 
und einen Punkt R, ausser ihr erzeugen. Wie man die Gerade als 
Element der Ebene, und die Ebene als Element des Raumes von 3 
Dimensionen betrachtet, so kénnen wir den Raum R, als Element 
eines Raumes von 4 Dimensionen ansehen. Der Raum von 4 Dimen- 
sionen R, wird von einem Raume R, und von einem beliebigen Punkte 
R, ausser ihm erzeugt, indem man alle Punkte des Raumes R, mit 
R, verbindet. Wie die Ebene in R, von einer Geraden nur in einem 
Punkte geschnitten wird, insofern die Gerade nicht in der Ebene liegt, 
so wird auch ein R, in R, von einer Geraden nur in einem Punkte 
und von einer Ebene in einer Geraden geschnitten, wenn die Gerade 
oder die Ebene nicht selbst in dem R, enthalten ist. Wenn man 
diese Erzeugung der linearen Raiume®*) fortsetzt, so sieht man, dass 
der Raum von » Dimensionen R, durch einen Raum R,_; und einen 
ausser ihm liegenden Punkt erzeugt werden kann. Man sieht auch, 
dass der Raum R, durch »-+ 1 beliebige Punkte, die in keinem 
niedrigeren Raume ‘gelegen sind, bestimmt wird. Es ist auch aus 
dem Vorhergehenden ersichtlich, dass in dem Raume von » Dimen- 
sionen R, oo” Punkte enthalten sind, und dass, wenn ein Raum R,, 
p+ 1 beliebige Punkte eines Raumes R, enthilt, wo m> p ist, 
R, ganz in R,, enthalten ist. 

Zwei beliebige Riume R,, und R,,), die respective durch m + 1 
und m“) + 1 Punkte bestimmt sind, gehéren dem Raume Ry + n(1)+1 an, 
der durch die m + m\ + 2 Punkte bestimmt wird. Die Raiume R,, und. 
R,,) schneiden sich im Allgemeinen nicht, d. h, sie haben keinen 
Punkt gemein. Haben sie aber z, B. einen Punkt A, gemein, so werden 
wir, um R,, und R,,@) zu bestimmen, ausser A, noch m und m™ Punkte 
willkiirlich annehmen, und daher werden die beiden Raiume in einem 
Raume R,,4,,<) enthalten sein. Haben sie allgemein einen Raum R, ge- 
mein, d. h. a+ 1 beliebige Punkte, so liegen sie in einem Raume 
Rn4m”—a 

Wir betrachten als Fundamentalraum unserer Operationen den 
Raum von n Dimensionen. Setzen wir daher Rya+mi0-.= Ra, so 
sehen wir, dass zwei beliebige Riume F,, und F,,) in R, in. einem 
Raume fR, sich schneiden, wo a = m- m” — n ist. Wenn a=0 
ist, so haben sie einen einzigen Punkt gemein; ist dagegen a negativ, 
so haben sie kein Element gemein. Ist m > m", so ist klar, dass 





*) Weiterhin nennen wir die linearen Riume einfach Riume. 
11* 
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a héchstens =m) sein kann, in welchem Falle R,, in R, ganz 
enthalten sein wird. 
Zwei Riume F,, und R,,") schneiden sich, wie gesagt, in einem 
Raume R,, wo: 
a=m+mM—n 
ist. Der Raum R, wird von einem dritten beliebigen Raume R,,@ in 
einem Raume R,, geschnitten, wo: 


(1) A = a+ mM — n= m+ m + m@ — 2n 
ist. Der Raum R,, wird von einem beliebigen vierten Raume R,,@ in 
einem Raume R,, geschnitten, wo 


(2) Ay = a, + mM) — n= m + mY + m® + me — 3n 
ist, u.s.w. Endlich der Raum R,, , wird von einem (s + 1)'" be- 
liebigen Raume R,,() in einem Raume Ra,_, geschnitten, wo 


(3) Ay—1 = As—2 + m") — nN = > m® — sn 

sé, ...8 
ist, so dass s+ 1 ganz beliebige Riiume R,,, R,) +--+ R,»w® in R, in 
einem Raume R, sich schneiden, wo: 


p= > m® — sn 
i=0,t...8 
ist. Schneiden sich aber R,, und R,,a) anstatt in einem Raume R, in 
einem Raume R42, so muss man in (2) anstatt a, a+ d setzen, so 
dass R,, Rp, KR, in einem Raume R,,4~ sich schneiden werden. 
Schneiden sie sich statt dessen in einem Raume Rz,42+4<¢,, 80 werden sich 
Rn, Rn, Rn, Rew) in einem Raume R424, schneiden und all- 
gemein werden sich s+ 1 Réume R,,, Rw, Rye) +--+ Raw in R, in 
einem Raume R, schneiden, wo: 


= me) da, — sn 
. 2" + Da 
ist und einige oder alle d verschwinden kinnen*), 

2. Um den Parallelismus der Raiume zu definiren, denken wir 
uns, dass jede Gerade in R, einen unendlich fernen Punkt (im 
Euklidischen Sinne) hat, d. h. wir nehmen an, dass der Raum R, einen 
unendlich fernen Raum R,_; hat, so dass die Riume R,, R,, --- Ras 
von R, den unendlich fernen Raum in einem R,, R,,--- Ry-s 
schneiden. Wir sagen: Zwei Réiume R,,, Rw, wo m9 > m ist, 


*) Ueber die Bedingungen, dass mehrere Riume von verschiedenen Dimen- 
sionen sich schneiden, sehe man Jordan: ,,Essai sur la géométrie & » dimen- 
sions, Bulletin de la Société mathématique de France 1875“ und D’Ovidio: ,,Le 
Funzioni metriche fondamentali etc.‘‘ R. Accademia dei Lincei 1877 (oder auch 
Math, Annalen XII). 
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sind einander parallel, wenn der unendlich ferne Raum R,,_, von Ry 
in dem unendlich fernen Raume R,,0)_; von R,,0) enthalten ist. 

Aus dieser Definition geht hervor, dass man durch einen Raum 
R,, einen parallelen Raum R,,+,,() zu einem beliebigen gegebenen 
Raume R,,«) legen kann, wenn m+ m) <n ist; in der That, die 
unendlich fernen Riume R,,_,, R,,)—1 liegen ganz beliebig und daher 
bestimmen sie einen Raum R,,4_(i)_1, welcher der unendlich ferne 
Raum von unendlich vielen Riumen R,,4 (1) ist, die den beiden 
Raumen R,, und R,,@ parallel sind. Durch einen beliebigen Punkt 
von FR, geht ein solcher Raum, und wenn dieser Punkt in R,, fallt, so 
wird der Raum R,,+,,() durch R,, gehen, da er den unenidlich fernen 
Raum R,,—1 von R,, enthailt. Wenn m+m>n d.h.: m+m—n=a 
ist, so schneiden sich die unendlich fernen Riume R,,-;:, R,»(v_1 in 
einem Raume R,_1, und da sie im Allgemeinen in R,_; ganz beliebig 
liegen, ohne in einem niedrigeren Raume enthalten zu sein, so kann 
man durch R,, keinen parallelen Raum zu R,,«) ziehen. Wenn die 
beiden Riume R,,_1, R»®_1 in einem Raume R,~.~-, liegen, so kann 
man durch den Raum R,, einen parallelen Raum R,_, zu F,,() ziehen. 
— Aus dieser Definition folgt noch, dass zwei parallele Raume 
A,,, B,, von zwei parallelen Riumen A,,,», Bam in zwei Paaren von 


. Punkten geschnitten werden, die ein Parallelogramm bilden. 


3. Aus Nr. 1. geht hervor, dass zwei Riume R,_; in einem R,_», 
drei in einem R,_, u.s. w., ” in einem R, sich schneiden. Wie n 
beliebige Punkte einen Raum R,_,; bestimmen, so bestimmen n be- 
liebige Riume R,_; einen Punkt. Wir nennen daher den Punkt und 
den (n — 1)-dimensionalen Raum duale Radwme in R,. Wiahrend 
m-+-1 beliebige Punkte einen Raum R,, bestimmen, so bestimmen 
m-+-1 beliebigen R,_, einen Raum Ry »-1; Ry und Rams sind 
auch dual. — Wir sehen also, dass zwei Raume R,,, Rn) dual sind, 
wenn m + m) = nm — 1 ist. — Wenn n ungerade ist, d. h. = 2m + 1, 
so ist der Raum R,_, sich selbst dual. 


2 
4. Wird ein Punkt nach einem algebraischen Gesetze sich stetig 
bewegen, so dass er von seiner Anfangslage nur in zwei Richtungen 
(vorwarts und riickwirts) fortriicken kann, so beschreibt er einen 
Raum von einer Dimension. Derselbe ist von der m'‘ Ordnung, wenn 
er von einem R,_; in R, in m Punkten geschnitten wird. Einen solchen 
Raum nennt man eine Curve m" Ordnung*). Eine Curve m'*' Ordnung 


*) Die Erzeugung der linearen Mannigfaltigkeiten von mehreren Dimen- 
sionen durch Bewegung ‘eines Elementes findet man bei Grassmann, Aus- 
dehnungslehre p. 13 etc, 1844. Sie ist auch spiiter von Riemann gebraucht 
worden in der Abhandlung: ,,Ueber die Hypothesen, die der Geometrie zu Grunde 
liegen. 1854,‘ 
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kann nur in einem R,, R,, --- R,, enthalten sein*), Denn wire eine 
soleche Curve in einem R,,,, enthalten, ohne einem niedrigeren Raume 
R,, za gehéren, so kénnten wir sie mit einem Raume R,,, der die 
Curve nur in m Punkten treffen kann, schneiden, und durch diese 
m Punkte und einen andern Punkt der Curve einen Raum R,, hin- 
durchlegen. Dieser Raum wird dann die Curve in mehr als m Punkten 
schneiden, was nicht mdglich ist. Wenn man die Tangenten, 
Schmiegungsebenen, Schmiegungsriiume R,, R,, --- Ra; der Curve 
betrachtet, so bilden die Tangenten die 2-dimensionale Developpable der 
Curve (mit Riicksicht auf die Zah} der Punkte), die, wie man sieht, 
in einen R,, R,, --+- Ry» entwickelbar ist**). — Die Schmiegungs- 
ebenen der Curve sind Tangentialebenen der Fliiche, wihrend die 
anderen Schmiegungsriiume der Curve auch Schmiegungsriume ihrer 
2-dimensionalen developpablen Fliiche genannt werden kénnen. 

Die Schmiegungsebenen bilden aber eine 3-dimensionale deve- 
loppable Fliche, die in einen R,, R,, --- R,-2 entwickelbar ist. Die 
Schmiegungsriiume FR, der Curve sind Tangentialriume ihrer 3-dimen- 
sionalen Developpablen u.-s. w. Endlich bilden ihre Schmiegungsriiume 
R,-2 eine (n — 1)-dimensionale Developpable, die in einen R,_» ent- 
wickelbar ist. Die Schmiegungsriiume R,_, der Curve sind Tangential- 


raume dieser Developpable. — Wir sehen also, dass eine Curve in 


R,, » — 2 developpable Fliichen besitzt. 

Wenn eine Curve sich stetig in zwei entgegengesetzten Richtungen 
bewegt, so wird sie einen 2-dimensionalen Raum erzeugen, der von 
der m‘" Ordnung ist, wenn er von einem beliebigen Raume R,_; von 
R, in einer Curve C™ geschnitten wird. Einen solchen Raum nenne 
ich eine 2-dimensionale Fliche m‘ Ordnung Fy". Man beweist in 
analoger Weise, wie bei den Curven, dass eine solche Fliche nur in 
Raumen f,, R,, -*+ Rn4yi enthalten sein kann, ohne gleichzeitig 
niedrigeren Riumen anzugehéren. Hine solche Fliche hat » — 3 Deve- 
loppablen, respective von 3, 4 etc. (x — 1) Dimensionen, die respective 
in einen R,, R,, --+ Roo; R,, Ry, --- Rae ete. Ry» entwickelbar 
sind. Man sieht ohne Weiteres, wie man fortzufahren hat, um die 
3, 4-++(m—1)-dimensionalen Flichen m'*" Ordnung Fy", Fy" --- FF”, 
zu erzeugen. Wir finden mit leichter Miihe folgende Sitze: 

Eine p-dimensionale Fliche m'* Ordnung F,” wird von einem 
beliebigen Raume R,_, in einer (p—1)-dimensionalen Fliache m Ord- 
nung Fm , geschnitten. 


*) Clifford. Phil. Transactions 1878, On the Classification of Loci, p. 663. 
**) Wie zwei Riume R,_, in R, zur Deckung gebracht werden kénnen, 


werden wir spiiter nach der Definition der Perpendicularitiét der Riume kennen 
lernen (Nr, 21.), 
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Eine Fliiche F™ kann nur in einem Ry+1, Rp4s, +++, Rpt m—yy 
d. h. in m—1 verschiedenartigen Réwmen enthalien sein, ohne in 
niedrigeren Raumen zu liegen. 

Die Flichen 2 Ordnung von irgend einer Dimension sind also 
nur in einem bestimmten Raume enthalten. 

Die Fs besitet n — p —- 1 Developpablen. 

5. Betrachten wir jetzt einen Punkt R, und einen zu ihm dualen 
Raum 2,_,, der nicht durch R, geht. Wenn wir von R, irgend eine 
Curve C™ von 2,~1 projiciren, wo natiirlich m < x — 1 ist, so bekom- 
men wit um R, eine einfache unendliche Mannigfaltigkeit von Geraden, 
die einen R,-Kegel von zwei Dimensionen und von der m” Ordnung 
bilden, da er von irgend einem Raume R,_, in einer Curve m' Ord- 
nung geschnitten wird. Wenn man von R, eine p-dimensionale Fliche 
F,™ von 2-1 projicirt, die nicht in einem niedrigeren Raume als 
2,1 liegt, so erhalten wir um R, einen (p + 1)-dimensionalen R,- 
Kegel m‘* Ordnung. So kann man alle R,,-Kegel erhalten, indem man 
von einem fest angenommenen R,, aus die Curven und Flichen eines 
Raumes R,—m—: projicirt, der R,, nirgends schneidet. Wir sehen auch, 
dass die Anzahi der Dimensionen eines R,,-Kegels m+2 bis m—1 
betragen kann.*) 

Wenn eine 2-dimensionale Fliche F” einen Doppelpunkt R, hat, 
so wird sie von allen Riumen RF, _, durch R, in Curven m'* Ordnung 
mit einem Doppelpunkte in R, geschnitten; analog wenn es sich um 
einen k-fachen Punkt handelt. Wir sehen auch, dass alle in einem 
Doppelpunkte osculirenden Geraden einen R,-Kegel 2‘ Ordnung bilden, 
und dass alle Geraden, die im k-fachen Punkte k + 1 Punkte mit der F’,” 
gemein haben, einen 2-dimensionalen R,-Kegel k'*' Ordnung bilden. 
Im Allgemeinen, wenn eine Fliche F,” in R, einen k-fachen Punkt 
R, hat, so bilden alle Geraden, die mit der F,” in R, k + 1 Punkte 
gemein haben, einen p-dimensionalen R,-Kegel ker Ordnung. Hier kann 
man verschiedene Arten von Doppelpunkten oder k-fachen Punkten 
unterscheiden je nach der Natur des p-dimensionalen R,-Kegels. Wenn 
man eine ( -— 1)-dimensionale Fliiche m'** Ordnung in R, betrachtet, 
so sieht man, dass sie von allen ihren Tangentialréumen in einem ihrer 
Punkte R, in Flaichen niedrigerer Dimension mit einem Doppelpunkte 
in R, geschnitten wird. — 

Die hiermit in der Einleitung gegebenen Siitze sind einfache Ver- 
allgemeinerungen von bekanuten Siitzen der 3-dimensionalen Geometrie, 
sie werden uns aber spiiter sehr niitzlich sein. 


*) Wenn eine Gerade oder irgend ein Raum R,, in R,, sich stetig in zwei 
Richtungen fortbewegt, so erhilt man eine 2-dimensionale gerade Fliche (R,- 
Fliche; Regelfliche) oder eine m+ 1-dimensionale R,,-Fliche. 
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Abschnitt I. 


Configurationen aus einer endlichen Anzahl von linearen Riumen. 


§ 1. 
Perspectivische Figuren. 
6. Es seien N beliebige Punkte 1,2,3---N in R, gegeben, wo 
N>n-+ 1 ist. Sie bestimmen 
N(N — 1) N(N — 1) (N— 2) N(N — 1)---(N— m) 
aa R,, es R,-- —— (m + 1)! 


N(N — 1)---(W— (n+ n) N(N—1)-.-(N—n+r—1) 
(n —r-+ 1)! Ra_n 7 (n — r+2)! > Rapa 














und 
N(N— 1)---(N—n+1) 
n! 





R,-1. 





Durchjeden R, gehen (N—2) R, +++, bine me Rn;: 


N-—3 N—- 
“»” ”» R, ” (N—3) Ry,+*-, oS Ra;: 5 


N-—r—1 N— 
”» (N—r—1) Rrpaiys+; rie . a Ruy: Pry 


” n B-- yy (N—(n—r+1)) Ry—rpt 5° 


(N—(n —r+1))---(N—n+1) R 
(r—1)! 


” ” Ra—r4s ” (N—(n—r+2)) R42 eat, 
(N—(n—r+2))---(N—n+1) R 


(r—2)! wots 


” ” Ry-r42 ” (N— (n—r-+3)) Ry—rs y***, 
(N—(n—r-+ 3))---(N—n-+1) R 
—_. 
”» ” Ra-2 ” (N—n+1) R 
Jeder R, enthilt 2R,, 
» R, ” 3R,, 3R,, 
i 1) (r — 
” R ” (r+1)R,, ret 2 R,, were :s R,, _ 
(r+1) Rou; 
— (n—r-+1) R,,--, (n—r+1)R 
mn Rerti (n—r+2) R,,---, (n—r+2) R 


” ” R, 





m—13 








m—1} 





m—r—1 3 


a—r} 
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_ Seder Ry_,+2 enthilt (n—r+3) Ry, ert senrt® Re2 





(n—r+3) Rar ; 

















» Ree (W—1) Ryy eee ead et®) Ry, 
(n—1)- -(n—r+3) 
: a Br—rpt ys 
(n—1)---(n— 4 
. a Ry—rpa y's 
(n—1) Ry-s; 
ot Re ee Byycesseeeeesee, SOR Onery) Ry», 
n(n yates r+2) re 
° —1)--- — 3 
es at TF) Rete tty 
n R,-2. 


Schneiden wir jetzt die Figur mit einem Raume R,. Ein R, schneidet 
die Riume R,_, der Figur in Punkten, die Riume Ff, _,: in Geraden 
u. s. w., die Ritume R,_; in Riumen R,_;. Somit erhalt die Schnittfigur 
so viel Punkte, Geraden etc. R,_,, als Riume R,_,, R»41 ete. Ra-1 
in der vorigen Figur enthalten sind. Da jeder Raum R,_, derselben 
durch eine Combination der N Punkte (n—r+2) zu (n—r-+2) ge- 
bildet wird, und jeder Raum R,_,,; durch eine Combination der 
N Punkte (n—r-+2) zu (n—r+2) etc., so kénnen wir diese Com- 
binationen zur Bezeichnung der Punkte, Geraden, Ebenen u. s. w. der 
Schnittfigur benutzen. — So sehen wir z. B., dass durch den Punkt 
123---(n—r) (n—r+1) alle Geraden gehen, deren Symbole das 
Symbol des Punktes enthalten, wie z. B. die Geraden: 


123---(m—r+1) (n—r+2), 123--+-(n—r+1) (n—r-+3),--- 
123---(n—r+1)(N—(n—r+1)). 

Auf jeder dieser Geraden liegen ausser dem Punkte 123---(n—r-+-1) 

noch (n—r+1) Punkte; sie entsprechen den Combinationen der 


(n—r-+2) Zahlen des Symbols der Geraden, n —r-+1 zu n—r-+1. 
So z. B. liegen in der ersten Geraden die nm Punkte 


123.---(n—r) (n—r+2), 23---(n—r—1)(n—r+1)(n—r+2),:-, 
in der zweiten 
123.---(n—r)(m—r+3), 23---(n—r—1) (n—r+1)(n—r-+3),-::- 


Wenn wir die Punkte in derselben Verticallinie verbinden, so erhalten 
wir ‘wieder Geraden der Schnittfigur, nimlich: 
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123---(n—r)(n—r+ 2) (n—r-+ 3), 
23---(n—r—1)(n—r+1) (n—r+ 2)(n—1r-+ 3B) ete; 


diese zwei Geraden treffen sich in einem Punkte der Figur, nimlich 
23---(n—r—1)(n—r-+2)(n—r-+3). Durch jeden Punkt, 
z. BL. 123---(n—r) (n—r-+1), gehen N— (n—r + 1) Geraden 
der Schnittfigur und in jeder derselben liegen ausser ihm noch n—r-+1 
Punkte. Wir kénnen mit ihnen'’n —r-+ 1 Pyramiden von N—(n—r-+ 1) 
Ecken bilden, die respective in jenen N — (nm — r + 1) Geraden liegen. 
Kine solche Pyramide ist von denjenigen Punkten gebildet, deren 
Symbole » — r Zahlen gemein haben, wie z. B. 


123---(m—r)(mn—r+2), 123---(n—r)(n—r+3);-->; 
123.---(n—r)(N — (n—r-+ 1). 


Man kann sich nun fragen, ob die Figur di¢ser » — r + 1 Pyra- 
miden eine allgemeine Figur sein kann oder nicht, d. h. ob eine all- 
gemeine Figur in R, von n —r-+ 1 solchen Pyramiden, deren Ecken 
respective in N — (n —r-+ 1) beliebigen durch einen Punkt gehenden 
geraden Linien liegen, auch als Schnitt einer Configuration von N 
Punkten in R, betrachtet werden kann. Dies ist in der That der 
Fall. In der That, denken wir uns die N — (mn —r-+ 1) Geraden 
durch einen Punkt 123---(m —r-+ 1) und die darauf liegenden 
Ecken der Pyramiden in R, ganz beliebig gegeben, und bezeichnen 
wir sie mit denselben Symbolen wie vorher. Von dem Punkte 
123--+-(n—r)(m—r-+ 1) ziehen wir einen beliebigen Raum R,_, 
und in diesem Raume nehmen wir n — r+ 1 ganz beliebige Punkte 
1, 2,3,---,m—r-+1 an. Wir verbinden dann die Ecken, die in 
der Geraden 123---(m—r-+ 1) (n—r -+ 2) liegen, z. B. die Ecke 
123.---(n—r)(n—r-+ 2), mit den Punkten 1, 2, 3,---,n —r 
von R,_,; so erhalten wir fiir alle Ecken der Geraden, n —r-+ 1 
Raiume R,_,, die in einem Raume R,_,,; enthalten sind, namlich in 
dem Raume R,_,4:, der durch den gewihlten Raum R,_, und die 
Gerade 123---(n—r-+ 1) (n— r+ 2) geht, da diese Geraden den 
gewiahlten R,_, in dem Punkte 123 .---(m—r-+ 1) schneidet; daher 
werden sich alle R,_,, die durch die Punkte der Geraden gehen, in 
einem Punkte n —r-+ 2 schneiden, Wenn wir diese Operation fiir 
alle Geraden durch den Punkt 123 ---(n—r)(n—r-+ 1) aus- 
fihren, so erhalten wir in der That N— (n— r+ 1) Punkte, die 
mit den gewiahlten 1, 2,3,---+,m-—-r-—+ 1 Punkten N Punkte liefern, 
aus deren vollstindiger Figur dieienige von R, als Schnitt hervor- 
geht. Diese Umkehr ist aber dusserst wichtig, denn so kinnen wir die 
Sditze iiber allgemeine perspectivische Figuren einfach durch Schneiden 
oder Projiciren erhalten. Also: 
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Wenn in einem Raume R, die p Ecken von q — 1 Pyramiden, 
respective in p Geraden, durch einen Punkt liegen, und man setet 
q=n—r+2, p=N—(n—r+1)), 
so bestimmen sie durch das Durchschneiden ihrer Kanten, Seiten- 
ebenen, ---, Seitenrdume R,, eine Figur von 


NW—1)-:-(N=n+") p 
(n—r+1}f 0? 
N(N —1)---(N—n+1) N(N —1)-+-(N—n+1) 
(n—r+2)! Ri, ++ DT ie rn nee 
N—(n— N—(n—r2 
Durch jeden R, gehen N—(n—r-+-1) R,,: wae i Ry, 


(N—(n—r-+1)) ++: (N— n-+ 1) 











(r—1)! ~ Ba, 
N—(n—r-+2))- ‘(N—n-+1) 
” ” R, » N- (n—r-+-1) a ern —— R,-1, 
” ” R,—2 ” N— (n— 1) #...... 
Jeder R, enthilt (n—r + 2) BR 
orth (nmr) Ry, n—r+3 R,, 
—1)-- —r-+1 —1 _ 2 
Hos agai n(n— tw -r1) R,, n(n—t ae ete R,, +++: 


Diese Figur ist im gewissen Sinne symmetrisch in Bezug auf jeden 
ihrer Réume derselben Dimension. Zum Beispiel hat man von einem 
beliebigen Punkte der Figur ausgehend q—1 neue Pyramiden von 
p — 1 Ecken, die respective q—1 zu q—1 im p Geraden durch den 
Punkt liegen, und die zu derselben Figur fiihren. 

Diese Figur kann nun als Schnitt des Raumes R,, in welchem 
sie liegt, mit einer vollstiindigen Figur von N Punkten im Rauwme 
R, angesehen werden, und umgekehrt aus einer solchen Configuration 
von N Punkten in R,, bekommt man eine der vorigen dhnliche Figur 
im h,. Jede solche Figur in R, kann auch als Projection von einer. 
Configuration in einem hoheren Raume erhalten werden. 

Wenn wir von dem Punkte 123---(m—*r-+ 1) ausgehen, so 
werden wir zu dem Raume (n —r-+ 2)---(N—(n—r-+1)) ge- 
fiihrt (wenn dies auch das Symbol eines Raumes der Figur ist, siehe 
die Beispiele des § 2.). Wir nennen den Punkt und den Raum, da ihre 
Symbole sich zu N erginzen, zu einander complementdir, und iiber- 
haupt nennen wir zwei Riume der Figur complementiar, wenn ihre 
Symbole sich zu N erginzen. 

7. Die einfachste Pyramide in R, ist durch r+ 1 beliebige 
Punkte gegeben, wir wollen sie als Fundamentalpyramide des Raumes 
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R, bezeichnen. Wenn man den Punkt des Raumes R, durch r + 1 
homogene Gréssen (Coordinaten) x, -- - 7,4: bestimmt denkt (dem ent- 
sprechend, dass der Raum R,., wie wir in Nr. 1. gesehen haben, oo” Punkte 
enthiilt) und wir setzen alle diese Gréssen bis auf eine gleich null, so 
bekommen wir eine Fundamentalpyramide von r+ 1 Punkten, deren 
Coordinaten bis auf eine null sind. Wenn man die Coordinaten 
%, +++ py, mit einander vertauscht, so geht die Pyramide in sich iiber; 
deshalb nenne ich sie reguldr, obgleich dieses Wort nicht wie im gewdhn- 
lichen Sinne zu verstehen ist. 

Betrachten wir zwei solche Pyramiden in R,, deren Ecken paar- 
weise in geraden Linien durch einen Punkt O liegen, so ist: 

a% q=3—=—n—r+2, p=r+1—N(n—r-+)), 
m=r+1, N=r-+3. 

Somit ist die vollstindige Figur von zwei solchen Pyramiden 
der Schnitt einer Configuration von r+ 3 beliebigen Punkten eines 
Raumes R41. 

Wenn wir im Satze der vorigen Nummer fiir N und » ihre neuen 
Werthe einsetzen, so sehen wir, dass die Zahl der Raume R,_, der 


Figur d. h. toe 3 gleich ist der Zahl der Punkte derselben, 


d. h. die Figur ist also zu sich selbst dual; iiberdies sind ihre comple- 
mentiren Raume zu einander dual. Wir kénnen die Punkte der Figur 
durch die Symbole 12, 13, etc. die Geraden durch 1 23, 124 etc. und 
die R,_, durch die Symbole 1234---+(r-+ 1) bezeichnen, so dass 
z. B. der Raum 34---(r +3) und der Punkt 12 complementir 
sind. — Wird der Punkt O als 12 bezeichnet, so kénnen wir die 
Ecken der beiden Pyramiden durch die Symbole 
13, 14, Mitts 1(r + 2), 
23,24, ---, 2(r+ 2) 
bezeichnen; die Kanten der Pyramiden sind daher 
134, 135,---,145,146,us. w., 
234,235, ---,245, 246,.---. 
Die Schnittpunkte der entsprechenden Kanten 
134,234 oder 34, 
135,235 , 35 


gehéren dem Raume 345.-.--(r +2) (ry + 3) an, der 1 2 entspricht. 
Also: 

Wenn die Ecken von zwei Fundamentalpyramiden in R, paarweise 
in Geraden durch einen Punkt O liegen, so schneiden sich ihre ent- 
sprechenden Kanten, Ebenen, . .., Riwme R,, in Punkten, Geraden, 

/ 








Spruc 
von 








at- 
te 


en 
en 


in- 


ar’- 


Les 


at. 


Se 
ut- 








Princip des Projicirens und Schneidens, 178 


Ebenen etc. eines Raumes Te der dem Perspectivititscentrum O ent- 
spricht. — Die volistiindige Figur ist der Schnitt mit einer Configuration 
von r +3 Punkten eines Raumes R,i1. Sie enthdlt 


r-+8) (r+8) Ry, res) (+8) p..., +948) Rea. 





Vor jedem R, gehenr +- 1 R,, ret R,, +++, ret) Rou, 


» & y r R,, rr) R,-1, 
Jeder R, enthdlt 3R,, 
» R, 4 G6R,, 3R,, ete. 


Wir nennen in diesem Falle die beiden Pyramiden perspectivisch. 
Im Allgemeinen nennen wir zwei Figuren perspectivisch, wenn nicht 
nur ihre Ecken paarweise in durch einen Punkt gehenden Geraden 
liegen, sondern auch wenn ihre Kanten, Ebenen u. s, w. in einem 
Raume R,_,; (Collineationsraum) sich schneiden.*) 

Mit dieser Methode erhilt man also nicht nur zum Beispiel den 
Beweis des Satzes der perspectivischen Dreiecke in der Ebene oder der 
perspectivischen Tetraeder in A,, sondern erhalt man auch die vollstiin- 
dige Figur derselben. 

8. Betrachten wir wieder zwei perspectivische Fundamentalpyramiden 
in R,, deren perspectivisches Centrum 12 ist. Wir bilden mit 12 und 
mit den Ecken von einer der gegebenen Pyramiden z. B. 13, 14,->-:, 
lr + 2 eine (r + 2)-eckige Pyramide, nimlich 12, 13,---,1 (r+-2), 
und betrachten auch die duale Pyramide 34---(r-+3), 245--+(r-+3),-+- 
23--+(r+1) (r +3). Wir sehen dann, dass diese beiden Pyramiden 
keinen Raum gemein haben, denn alle Symbole der Riiume der ersten 
enthalten die Zah] 1, wihrend 1 nicht in den Symbolen der Riaiume 
der zweiten vorkommt, Wir sehen aber zugleich, dass z. B. die r-+-2 


Ecken der ersten und die ob tah let Ecken der zweiten zusam- 


mengenommen die LAD ET R, der vollstindigen Figur bilden. 


Solche Gruppen von zwei dualen Pyramiden giebt es ebensoviele als 
Zahlen in den Symbolen der Riiume der Figur, d. h. r+ 3. Also: 

Die Figur von zwei sperspectivischen Fundamentalpyramiden in 
einem Raume R, zerfallt in r + 3 Gruppen von ewei dualen Pyramiden 
zu je r-+2 Ecken, respective von r+ 2 R,-1, die keinen Raum der 
Figur gemein haben und die zusammengenommen die vollstindige Figur 
bilden. 


*) Der zweite Theil dieser Definition ist eben in Folge unseres Satzes fiir 
zwei Fundamentalpyramiden in R, nicht ndthig. 
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9. Wir kénnen auch andere Figuren in R, finden, die mit sich 
selbst dual sind. Es muss dann immer die Zahl der R, gleich der 
Zahl der Raume R,_;, d. h. 


N(N—1):--(N—n+r) _ N(N~—1)-+-(N—n+1) | 


(n—r-+1)! n! 
Diese Gleichung kénnen wir nur befriedigen, indem wir setzen 
N—n+r—=—n+1 oder N—n+1—=n—r4+2 
d. h. 
N=2n—r+1. 
Soll die Figur in R, des Satzes der sechsten Nummer dual zu sich 
selbst sein, so muss N = 2n — r + 1 sein. 
Es ist auch leicht, folgenden Satz zu beweisen : 
Wenn eine solche Figur mit sich selbst dual ist, so erhdlt man sie 
als Schnitt einer Configuration in R,s1 und zugleich als Projection der 
dualen Configuration in R,+1. 


§ 2. 
Specialfalle + — 2, 3. 
10. Aus dem Satze der Nr. 6. haben wir fiir r = 2 
q=n, p=N—xn+1. 


(1) Der einfachste Fall ist g = 3 und p = 2, dann wird N = 4, 
d. h. man erhalt in der Ebene ein Vierseit. 

(2) =3, p=3, N=5. 
Wir erhalten in der Ebene die vollstandige Figur von zwei perspec- 
tivischen Dreiecken, d. h. wir erhalten 10 Punkte, die drei zu drei in 
10 Geraden liegen. Aus dem Satze (Nr, 8.) geht hervor, dass diese 
Figur 5mal in ein Viereck und in ein Vierseit zerfillt, die keine 
KEcke und keine Seite gemein haben und die zusammengenommen die 


ganze Figur bilden.*) Man erhilt diese Figur als Schnitt einer Ebene 
mit der vollstindigen Figur eines Fiinfecks in R,. 


In diesem Falle bekommt man 20 Punkte, die vier zu vier in 15 Ge- 
raden liegen, die drei zu drei durch 20 Punkte gehen. Die Figur 


*) Ich habe in meiner Abhandlung tiber das Hexagrammum mysticum (Atti 
della R. accademia dei Lincei 1877) bewiesen, dass die 60 Pascal’schen Linien 
6 solche Figuren bilden, wobei die 10 Punkte Kirkman’sche Punkte sind; ich 
habe ebendort bewiesen, dass die Figur polar reciprok von sich selbst ist im 
Bezug auf einen Kegelschnitt x. Das Viereck und das Vierseit einer beliebigen 
der fiinf oben erwihnten Gruppen sind polar und polarreciprok in Bezug auf den 
Kegelschnitt 2. (Siehe Abschnitt III, § 5.) 
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trennt sich in zehn Paaren von Punkten, z. B. 123, 456 etc., wo 


_ 123, 456 complementiir sind. Diese Figur ist analog der Figur, 


welche von den zehn Paaren der Steiner’schen Punkte in dem Hexa- 
grammum mysticum gebildet wird. 
(4) q=4, p=4, N=, 
In diesem Falle haben wir drei Vierecke: 
124, 125, 126, 127; 134, 135, 136, 137; 
234, 235, 236, 237, 
deren Ecken paarweise in der Geraden: 
1234, 1235, 1236, 1237 
durch 1 23 liegen. 
Die Seiten der drei Vierecke sind: 
1245, 1246, 1247, 1256, 1257, 1267, 
1345, 1346, 1347, 1356, 1357, 1367, 
2345, 2346, 2347, 2356, 2357, 2367. 
Die entsprechenden Seiten treffen sich in den Punkten 
145, 146, 147, 156, 157, 167, 
245, 246, 247, 256, 257, 267, 
345, 346, 347, 356, 357, 367, 


die drei zu drei in den Geraden: 


1456, 1457, 1467, 1567, 
2456, 2457, 2467, 2567, 
3456, 3457, 3467, 3567 


liegen, welche drei zu drei in den vier Punkten 456, 457, 467, 567 
sich schneiden, die in der Geraden 4567 liegen. Die Gerade 4567 
entspricht dem Punkte 1 23, Die Figur besteht also aus 35 Punkten, 
die vier zu vier in 35 Geraden liegen, welche vier zu vier durch die 
35 Punkte gehen, — 

Fiir die dualen Figuren in der Ebene muss man haben: 

N=2n—1 
d. h. 
p=n, q=n. 
11. Nehmen wir jetet r= 3. 
In diesem Falle hat man: 
q=n—1, p=N—n+2. 
(1) Es sei: 
q=3, p=4 adh n=4, N=6. 




















Wir bekommen die Figur zweier perspectivischer Tetraeder, d. h. 13, 
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14, 15, 16; 23, 24, 25, 26, deren Ecken paarweise in den vier 
Geraden 123, 124, 125, 126 durch den Punkt 1 2 liegen. Nach 


dem Satze (Nr. 7.) treffen sich die entsprechenden Kanten und Ebenen’ 


in Punkten und Geraden einer Ebene. Die Figur besteht aus 15 
Punkten, die drei zu drei in 20 Geraden liegen und sechs zu sechs in 
15 Ebenen, welche drei zu drei durch die 20 Geraden gehen. Durch 
jeden Punkt gehen vier Gerade, und in jeder Ebene sind vier solche 
enthalten. Einem Punkte 12 entspricht die Ebene 3456. Hierzu 
ist zu bemerken: 

Da zwei perspectivische Tetraeder immer polarreciprok in Bezug 
auf eine einzige Fliiche zweiten Grades in R, sind (wie wir spiiter 
Abschnitt III, § 5. sehen werden), so ist die ganze Figur polarreciprok 
von sich selbst in Bezug auf die Fliche zweiten Grades. Nach dem 
Satze (Nr. 8.) zerfillt die Figur in sechs Paare, die je aus einem 
Fiinfeck und Fiinfflach bestehen, die polar und polarreciprok in Bezug 
auf die Fliche zweiten Grades sind ,*) 

(2) q=4,p=5, dhn=—5, N=8. 

Man erhilt in diesem Falle 56 Punkte, die vier zu vier in 70 
Geraden liegen, die fiinf zu fiinf durch jene Punkte gehen und fiinf 
zu fiinf in 56 Ebenen liegen, d. h. man erhilt eine mit sich selbst 
duale Figur. Dem Punkte 123 z. B. entspricht die Ebene 45678. 

Wir werden spiiter auf diese Figuren bei den Polarfiguren in Bezug 
auf die Flichen zweiten Grades (Abschnitt III, § 5.) zuritickkommen. 


§ 3. 
Allgemeine Configurationen. 

12. Betrachten wir jetzt » + 1 beliebige Punkte in einer Ebene 
R,, die natiirlich nicht alle in gerader Linie liegen sollen, und pro- 
jiciren wir sie aus einem beliebigen Raume R,,-3, der die Ebene » irgend- 
wo trifft; so erhalten wir n-+ 1 von R,_; ausgehende Riiume R,_., 
die in keinem Raume R,_,; liegen. Wir kénnen daher in den n + 1 
Riumen R,-2 +1 Punkte so wihlen, dass sie in keinem 
niedrigeren Raume als R, liegen; sie bilden dann eine Fundamental- 
pyramide von R, (die in unserem Sinne regulir ist). Das heisst: jede 
beliebige Configuration von m + 1 Punkten der Ebene, die nicht alle 
in einer Geraden liegen, ist die Projection von oo vielen Fundamental- 
pyramiden des R,. Man versteht noch besser den dualen Satz. Wenn 
nimlich » + 1 Gerade in R, gegeben sind, die nicht alle durch einen 
Punkt gehen, so kénnen wir durch sie » + 1 beliebige Raume R,_1 





*) Dieser Figur begegnet man auch bei der vollstindigen Klein’ schen Figur 
von sechs linearen Complexen in Involution. (Siehe meine Abhandlung ,,Sopra 
alcune notevoli configurazioni etc.‘ Memoria II, Nr, 34, Atti della R. Accademia 
dei Lincei 1881.) 
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ziehen, die eben eine solche Fundamentalpyramide in R, bilden. Es 
ist leicht zu sehen, dass derselbe Beweis noch ftir jede Configuration 
von ~-+ 1 Punkten oder von »+ 1 Riumen R,_; in einem Raume 
R,. gilt, wenn r < m ist. Man sieht auch, dass aus einer Fundamen- 
talpyramide in R, nicht nur alle Arten von Configurationen von n + 1 
Punkten oder von n+ 1 R,_; in R, durch Projiciren oder Schneiden 
erhalten werden, sondern auch alle Configurationen von s Elementen, 


_wor<s<n-+1 ist. Unter den verschiedenen Arten einer Con- 


figuration von m Punkten verstehen wir die verschiedenen Lagen, welche 
die m Punkte in der Configuration annehmen kénnen, ohne dass sie 
theilweise zusammenfallen, und ohne auf die metrischen Beziehungen 
Riicksicht zu nehmen. Also: 

Jede Configuration von n -+- 1 oder weniger als n + 1 Punkten in 
einem Raume R,, die nicht gleichzeitig in einem niedrigeren Rawme als 
R,. liegen, kann als Projection von co vielen Fundamentalpyramiden in 
R, oder als Schnitt oo vieler Fundamentalpyramiden eines hiheren 
Raumes als R, angesehen werden. Jede solche Configuration kann in 
eben solcher Weise aus unendlich vielen Fundamentalpyramiden beliebiger 
hiherer Réume als Projection oder als Schnitt erhalten werden. Umge- 
kehrt kann man aus einer Fundamentalpyramide in R, durch Projiciren 
(oder Schneiden) alle Arten von Configurationen von n + 1 oder weniger 
als n+ 1 Punkten (oder Réumen R,_1) eines niedrigeren Rawmes R, 
erhalten. 

Da wir die Theorie des Imaginiiren von Staudt als bekannt voraus- 
setzen, so sehen wir, dass der Satz auch fiir imaginire Configurationen 
gilt, indem wir, mit Staudt, zwei imaginire Elemente durch eine 
elliptische Involution bestimmt denken.*) 

Das Studium der Configurationen einer endlichen Anzahl von Punkten 
oder Geraden in der Ebene; von Punkten, Ebenen in R, etc. gewinnt mit 
diesem Satze an Kinfachheit und Anschaulichkeit. Um ein Beispiel der 
Wichtigkeit dieses{Satzes zu geben, betrachten wir die wohlbekannte Con- 
figuration von sechs Punkten eines Kegelschnittes. Die sechs Punkte be- 
stimmen zwei zu zwei 15 Gerade D, die sich noch in 45 Punkten P 
schneiden, welche drei zu drei in 60 Pascal’schen Linien p liegen. Diese 
treffen sich drei zu drei in 20 Steiner’schen Punkten und andrerseits 
drei zu drei in 60 Kirkman’schen Punkten. Sie bilden sechs Figuren 
a von zehn Geraden p, die sich drei zu drei in den 10 entsprechen- 
den Kirkman’schen Punkten schneiden und daher sechs Kegel- 
schnitte 2 bestimmen. Ich habe auch in meiner citirten Arbeit be- 
wiesen, dass die 60 Kirkman’schen Punkte nicht die duale Figar 
der 60 Pascal’schen Linien bilden, und dass es unendlich viele 


*) Man kann alle diese Theoreme natiirlich auch sehr leicht analytisch beweisen. 
Mathematische Annalen. XIX. 12 
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Systeme [Zz] von 60 Punkten Z und 60 Geraden z giebt, welche die 
analogen Eigenschaften des Pascal’-Kirkman’schen Systems be- 
sitzen, die aber nicht durch sechs Fundamentalpunkte eines Kegel- 
schnittes bestimmt werden. Die ganze Figur ist zunichst durch die 
sechs Fundamentalpunkte bestimmt; sie kann aber auch durch die 45 
Punkte P oder durch die 60 Kirkman’schen Punkte & oder durch 
60 Punkte Z eines Systems [Zz], nicht aber durch die 20 Steiner’- 
schen Punkte bestimmt werden. Die sechs Fundamentalpunkte der Ebene 
ergeben sich als Projection einer sechseckigen Pyramide in R,; die 45 
Punkte P werden aus einer 45-eckigen Fundamentalpyramide in R,, 
mittelst geeigneter Projection in der Ebene erhalten; es giebt also in 
R, Figuren von 45 Punkten, die weiter von einem gewissen Punkte 
A, projicirt, die Figur der 45 Punkte P in der Ebene ergiebt. Eine 
solche Figur ist eben von Cremona mit Hiilfe der Geraden einer Flaiche 
dritter Ordnung mit einem Doppelpunkte studirt worden.*) 

Der Doppelpunkt ist in diesem Falle jener gewisse Punkt A), von 
welchem man die Projection in der Ebene machen muss, um die Figur 
der 45 Punkte P zu erhalten. 

Wir kénnen aber die Figur des Hexagrammum auch aus den 60 
Kirkman’schen Punkten bestimmt denken; dann kann sie als Pro- 
jection’ von einer 60-eckigen Fundamentalpyramide eines Raumes R,, 
angesehen werden. Hier kénnen wir wieder bemerken, dass in R, 
Figuren von 60 Punkten existiren miissen, die aus einem gevwissen 
Punkte projicirt die Figur der 60 Kirkman’schen Punkte liefern, 
Figuren, unter die auch die von Cremona behandelte gehért. Wenn 
man aber die Figur des Hexagrammum durch 60 Punkte Z bestimmt 
denkt, so muss sie auch aus der Fundamentalpyramide in R,, als 
Projection erhalten werden. 

Andrerseits ist das Hexagrammum durch die 15 Geraden D be- 
stimmt; diese kénnen als Schnitt der Ebene mit einer 15-eckigen 
Pyramide in R,, betrachtet werden, so dass in R, Figuren von 15 
Ebenen éxistiren, die von einer gewissen Ebene geschnitten, die Figur 
der 15 Geraden D liefern. Analog mit den 60 Pascal’schen Linien 
p oder mit 60 Geraden z. 

Es ist also die Existenz von verschiedenen Figuren in R, bewiesen, 
aus welchen durch Projiciren oder Schneiden aus bestimmten Punkten oder 
mit bestimmten Ebenen die Figur des Hexagrammum erhalten werden 
kann. 

Es wiire eine sehr interessante Aufgabe, diese verschiedenen Figuren 
in R, in der Weise, die ich angedeutet habe, wirklich zu finden. 


*) Teoremi stereometrici dai qu=li si deducono le propieté dell’esagrammo 
di Pascal. Atti della R. Accademia dei Lincei 1877. 
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Abschnitt IT. 
Grundgebilde. 


$1. 
Classification der Grundgebilde — Projectivische Zuordnung, 


13. Im Raume R, hat man, wie bekannt, drei Grundgebilde be- 
ziiglich von der ersten, zweiten und dritten Stufe, im Raume R, da- 
gegen hat man, wie man sofort sieht, » Grundgebilde respective von 
der lten, 2ten, ..., mten Stufe. Das Grundgebilde nter Stufe ist 
der Raum R, selbst. Die anderen Grundgebilde haben entweder einen 
Raum als 7'rdger oder als Aze, d. h. entweder liegen sie ,,in einem 
Raume“ oder sie gehen durch ,,einen Raum“. Es ist klar, dass zwei 
duale Riume, wie z. B. R,, und R,_,»,-1, Trager und Axe von zwei 
dualen Gebilden derselben Stufe sind, weil den Punkten von R,,, oder 
den Riumen #,_; durch R,,, die Riume R,-; durch R,»_»-,, oder die 
Punkte desselben entsprechen, 

Wir nennen zwei Grundgebilde derselben Stufe, welche beide einen 
Trager oder eine Axe besitzen, gleichartig, wenn sie von demselben 
Elemente erzeugt werden, ungleichartig, wenn sie durch duale Elemente 
erzeugt sind. Wenn das eine der Grundgebilde einen Triger S,, und 
das andere eine Axe S,_,-1 hat, so nenne ich sie gleichartig, wenn 
das zweite den Trager des ersten in einem zu diesem gleichartigen 
Gebilde schneidet. Analog fiir ungleichartige Gebilde. 

Wenn zwei gleichartige Gebilde derselben Stufe, das eine aber in 
einem Triiger, das andere um eine Axe, gegeben sind, und die Elemente 
des zweiten durch die Elemente des ersten hindurchgehen, so sagen 
wir, dass die Gebilde perspectivisch liegen. 

14. Ehe wir, zu der allgemeinen Definition der Projectivitiit der 
Grundgebilde iibergehen, wollen wir folgenden Satz vorausschicken. 

Wenn zwei Gruppen von n+ 1 beliebigen Punkten Ay"), A,,..., Ag"*, 
Aj), Ay’, «.., Ag @F in zwei Réiwmen Z,-1 Zx-1, ohne in niedrigeren 
Réiwmen zu liegen, enthalten sind, so kann man sie durch successives 
Projiciren und Schneiden aus n+ 1 Punkten A'),..., AH) eines dritten 
Raumes Xx, erhalten und somit ineinander iiberfiihren. 

In der That, projiciren wir von A,') A,“ respective die Punkte 
Ay, Ag®,.. 4p Ag*9, Ag’, Ay’®,...,A49 +» in zwei Riiume Ry, durch 
einen Punkt A der Geraden A, A,“, der nicht in einen dieser 
Punkte fallt; so bekommen wir in diesen Riumen R,1, Ry. zwei 


‘ ‘ , ’ ° Pa 
Gruppen von » Punkten'A @), A @),...,A(9+9; A)),...,4 +9. Wir pro- 


jiciren jetzt von A(,?, A) respective die Punkte 4(), ..., At, 


q@? 
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A, +++, Ait auf awei neue Riume R,, R’), die durch A) und 
durch einen Punkt A von AA.) gehen, aber so dass die Pro- 


jectionen A®,..., AS+Y, A,®,..., AQ) in zwei Riumen Ry 


liegen, die sich in einem Raume R,-; schneiden, wahrend im Allge- 
meinen zwei Raume R,_, in R, in einem R,_4 sich schneiden. Zu 
diesem Zwecke bemerken wir, dass die zwei Raume R,_,, die durch 


1 "(2 3 1 2 ‘@ v 1) ms 
die » Punkte A,),A®,...,A “+? und Af), 4,9, ..., Ayr? be 


stimmt sind, in einem (n —2)-dimensionalen Raum X,_» sich schneiden. 
Wir legen durch Af) und X,-»: einen (m — 1)-dimensionalen Raum 


X,-1, der die Gerade As) A/,\? in dem Punkte A) schneidet. Die 


Gerade A) AG) schneidet den Raum X,-2 in einem Punkte X,, da 
A A in X,-1 liegt. Wir legen daher durch X, zwei Raiume 
Ra-2, die respective in den beiden Riumen A,’® A® ... A,@+, 
A, Aj® ...A,"+ liegen, so dass sie sich in einem Raume 


R,-s von X,-2 schneiden. Verbinden wir dann Af) A‘) mit 
diesen beiden Riumen R,_: durch zwei Riume R,, BR’ (was mig- 


lich ist, da die Gerade AS) AS) die beiden Riume R,_» in X, schneidet), 
so sind diese die zwei gewiinschten Raume. 


Jetzt projiciren wir wieder von A,’ A,® respective die Punkte 
AQ), «++ AG*); AQ, ..., AQ" auf zwei neue Riume R®, RO,, 
die durch Af) A) und einen Punkt A‘) der Geraden A,’ A,“ 
gehen, so dass die Projectionen A), ..., A,"+9; Aj, .. . Ay °r? 
in zwei Riumer R,_; liegen, die sich in einem (n — 4)-dimensionalen 
Raume R,_, schneiden. Wir kénnen diese zwei Riiume R® , Rio 
in der analogen Weise, wie wir vorher R®, R’\ bestimmt haben, 
bestimmen. 

Wenn man so fortfahrt, so erhalt man endlich zwei Riaume 
Re) Re=», die durch m—1 feste Punkte gehen, d. h. durch 

1) 4 @ (n~1) 1. 4’ ” (nfl 
AW A®,...A@>) und respective durch AM, AGI; A), 4.0 

ie G *(m) A (ntti). 4 ’ (n+1) in ej 

gehen, so ngs die Geraden AS ACD A, A,,@5 in einem Punkte 
S, sich schneiden, — Projicirt man endlich von S, aus auf einen Raum 
R, der durch die (m — 1) festen Punkte Asp, AG, +++ A@>) geht, 
so erhilt man in der That die » verlangten Punkte A\), A®,... 
+A At), aus welchen riickwirts durch Projiciren und Schnei- 


den die gegebenen Gruppen von »-+ 1 Punkten erhalten werden 
kénnen.*) 


*) Fiir zwei Gruppen von vier beliebigen Punkten zweier Ebenen in R, ist 
dieser Satz von Grassmann Bd. 49, Crelle bewiesen worden. 
fiir diesen Fall ist viel einfacher als im allgemeinen Falle. 


Der’ Beweis aber 
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15. Wir werden die Definition von Mébius iiber collineare und 
reciproke Gebilde des Raumes R, auch fiir die Gebilde im Rauwme R, 
gebrauchen. Zwei m-dimensionale Réume S,, und S,, heissen also collinear 
oder reciprok verwandt, wenn einem Punkte Ry von S,, ein Punkt RB, 
oder ein Raum R,-1 von 8, entspricht, so dass, wenn der Punkt R, 
ein Gebilde p'” Stufe in S,, beschreibt, das entsprechende Element das 
entsprechende Gebilde p*” Stufe von S,, beschreibt. — Es ist dann ohne 
Weiteres klar, dass 4 harmonischen Elementen eines Gebildes 1'* Stufe 
von S,, 4 harmonische Elemente des entsprechenden Gebildes von 
S,;, entsprechen. Man kann auch leicht beweisen, dass, wenn zwei 
collineare Riiume S,, 8,;, in einem Raume R,,4; liegen und alle Punkte 
ihres Schnittraumes S,,_,, oder auch, wenn sie ineinander liegen, alle 
Punkte eines beliebigen in ihnen enthaltenen Raumes S,,_;, ent- 
sprechend gemein haben, so liegen alle entsprechenden Punkte von 
S, und S;, in Geraden durch einen Punkt S,, so dass also die 2 Gebilde 
S,, und S;, perspectivisch iegen; S, ist dann das perspectivische Centrum 
und Sy», der Collineationsraum einer m-dimensionalen Perspectivitit. 

Man kann auch folgenden Satz beweisen. Zwei Riiume S,,, S,, 
kénnen auf einander reciprok bezogen werden, indem man zwei Ge- 
bilden (m — 1) Stufe RO R,* von S,, zwei Gebilde (m — 1) 
Stufe FR’) R’°) von S,, entsprechen liisst, so dass den R,--+ Ry» 
durch die Gerade RF,“ R,® die Raume R,,_3 -- + Ry, des Schnittraumes 
R,,-2 von R’@) R’® entsprechen. Daraus folgt, dass zwei *Riume 
S,S8,, durch m- 2 allgemein gelegene Paare von entsprechenden Ele- 
menten R,, ---, Rom); R'O,---, Rit) reciprok auf einander 
bezogen werden kénnen. 

Wir sagen ferner, dass zwei Gebilde m'* Stufe um 2 Axen 
S,—m—1, Sn-m—1 in R, collinear oder reciprok auf einander bezogen 
sind, wenn sie von einem R,, in zwei collinearen oder reciproken Ge- 
bilden S,, S,, geschnitten werden; sie werden daher durch m+ 2 
Paare entsprechender Elemente collinear oder reciprok auf einander 
bezogen. Nur im Falle, dass &,, eine Gerade ist, wenn also die Ge- 
bilde S,-m—1, Ss—m—1 erster Stufe sind, tritt eine Besonderheit ein. 
Da ein Punkt der Gerade als duales Element in der Gerade den Punkt 
selbst hat, so sehen wir, dass zwei projectivische Gebilde 1°" Stufe in 
R,, gleichzeitig collinear und reciprok sind. Dies gilt nur fiir Gebilde 
lr Stufe. Z. B. zwei projectische Ebenenbiischel in R, kénnen sowohl 
als collineare, wie auch als reciproke Gebilde 1'** Stufe betrachtet werden. 

Aus dem Vorhergehenden folgt: Wenn zwei collingare Gebilde 
S, und S;, 3 Punkte eines geraden Gebildes, 4 Punkte eines ebenen 
Gebildes u. s. w. entsprechend gemein haben, so haben sie das ganze 
Gebilde entsprechend gemein. 
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Wenn wir anstatt Sj), ein Gebilde Sj_,; betrachten, das zu 
S,, collinear ist, so gilt der analoge Satz. Wenn z. B. 4 Riume 
Sim ¥on S,-m—1 durch 4 entsprechende Punkte eines Ebenengebildes 
von S,, gehen, so liegen alle Punkte des Gebildes in ihren ent- 
sprechenden Riumen S,_». Das gilt aber nicht mehr, wenn das Ge- 
bilde S,»-1 reciprok zu S,, ist, es gilt dann nur, wenn S,_» 1 ein 
Gebilde 1" Stufe ist, da dann die zwei Gebilde auch als collinear be- 
trachtet werden kimnen. \ch mache auf diesen Umstand aufmerksam, 
denn es scheint mir, dass derselbe auch in Lehrbiichern der projecti- 
vischen Geometrie nicht geniigend beachtet ist. *) 

16. Zwei collineare Riume R,_, in R, sind durch n + 1 Paare 
von Punkten bestimmt. Wir haben also nach dem Satze der Nr. 13.: 
Zwei collineare Gebilde (n — 1) Stufe S®,, S®, in R, lassen sich 
durch fortgesetates Projiciren und Schneiden mittelst der Elemente eines 
dritien Gebildes (n — 1)" Stufe S® , in einander iiberfiihren. 

Das gilt durchaus nicht fiir reciproke Gebilde, denn aus Proji- 
ciren und Schneiden kann man nur collineare Gebilde derselben Stufe 
erhalten. Es gilt wieder nur fiir reciproke Gebilde 1' Stufe, da sie 
auch als collinear angesehen werden kénnen. **) 


§ 2. 
In einander liegende collineare Raume. 


17. Zwei collineare Riume 2,2,’ in R, kénnen nur n+ 1 
Punkte gemein haben, da sie durch n + 2 beliebige Paare ent- 
sprechender Punkte bestimmt sind.***) Denken wir uns, es seien 


Ay, --+, Ag+) die m+ 1 gemeinsam entsprechenden Punkte von 
,, 2» und betrachten wir den Raum A®,, der durch die Punkte 


*) Reye in der 2. Abtheilung seiner Geometrie der Lage p, 20 sagt: ,,Wenn 
zwei collineare oder reciproke riumliche Systeme (im Rawme R,) drei Elemente 
eines einférmigen Grundgebildes oder auch vier gleichartige Elemente eines 
Grundgebildes der zweiten Stufe entsprechend gemein haben, so haben sie jedes 
Element dieses Grundgebildes entsprechend gemein, was unserer obigen Bemerkung 
widerspricht. 

**) Man kann diesen Satz als Definition der projectivischen Gebilde 1'* Stufe 
annehmen (wie z. B. in der projectivischen Geometrie von Cremona geschieht), 
nicht aber fiir projectivische Gebilde 2'e* oder 3%" Stufe, denn sie schliesst dann 
die reciproken Gebilde aus und iiberdies muss man, wenn man in einem Lehr- 
buche der projectivischen Geometrie diese Definition fiir die collinearen Gebilde 
3t Stufe gebrauchen will, den Raum von 4 Dimensionen heranziehen. 

***) Analytisch sieht man in der That, dass zwei collineare Riume 2, >,’ 
in R, immer n + 1 Punkte entsprechend gemein haben, die theilweise oder alle 


imaginiar sein kénnen, Der letzte Fall kann nur eintreten, wenn n gerade ist. 
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A,™, +++, A,@+» bestimmt wird. Im Allgemeinen haben 2,, 2,’ mit 
At , nur die n Punkte A,®, ---, A+» entsprechend gemein; haben 
sie noch einen anderen Punkt in diesem Raume entsprechend gemein, 
so werden sie alle Punkte von A), gemein haben, und daher auch 


das Gebilde (wn — 1) Stufe um A,). Alle entsprechenden Punkte 
P, P,' liegen daher in Geraden durch A,"), waihrend die entsprechenden 
Riiume P,_, P,_, ete. in Riume P,2 von A, sich schneiden, d. h. 
die Gebilde X, 2,’ liegen perspectivisch. Man sieht auch leicht, dass 
Ay P, P, und der Schnittpunkt dieser Geraden mit A‘), ein con- 
stantes Doppelverhiiltniss bilden, die als Charakteristik der n-dimen- 
sionalen Perspectivitit bezeichnet werden kann. Ist die Charakteristik 
= —1, so erhilt man eine involutorische Perspectivitiit oder Involution. 

Wir wollen uns die »-+ 1 Punkte A,, ---+, A+) in zwei 
Raume, bez. von einer und von (n — 2) Dimensionen, vertheilt denken, die 
wir mit den Symbolen A,“ und A, bezeichnen. Haben die beiden Gebilde 
2, 2,’ mit dem Raume A“), und mit der Geraden A,‘ mehr als n—1 
respective 2 Punkte gemein, so haben sie die ganzen Gebilde A(®, und 


A,) entsprechend gemein. Irgend zwei entsprechende Punkte P, P,’ 
liegen in einer Geraden, die A,"*) und A“, schneidet. Dabei ist das 
Doppelverhiltniss P, P, A,“ A®), fiir zwei beliebige entsprechende 
Punkte constant; dasselbe kann als Charakteristik dieser Collineation 
2"r Species bezeichnet werden. Wenn die Charakteristik — 1 ist, so 
haben wir eine involutorische Collineation 2" Species. 

Wenn wir so fortfahren, so haben wir den Satz: Wenn n—=2r—1 
(oder n= 2r) ist, so giebt es in R, r Collineationen beziiglich von 
der 1", Qten, ..., ten Species, indem respective alle Punkte zweier dualen 
Réwme, d.h. Ay, An-13 Ay, An—23 +++} Arty Ars (oder A,-1, Ay) den 
beiden collinearen Riumen ZX, 2, gemein sind. Die Gerade zweier ent- 
sprechenden Punkte P,P, trifft die beiden Grundriume z. B. in 8, Ry, 
und die vier Punkte P, P,’S,R, bilden ein constantes Doppelverhiltniss, 
die Charakteristik der Collineation. 

Ist die Charakteristik — 1, so ist die Collineation involutorisch. 
Ist sie gleich einer m" primitiven Einheitswurzel, so ist die Collineation 
eine cyklische der Ordnung m*). 

18. Es ist bekannt, dass im Raume R, das Doppelverhiitniss 
der 4 Schnittpunkte einer Geraden mit den Seitenfliichen eines Tetraeders 





*) Die verschiedenen Fille, die fiir zwei in einander liegende collineare Ge- 
bilde vorkommen kénnen, kénnen erschépfend mit Hiilfe der sogenannten Elemen- 
tartheiler von Weierstrass behandelt werden (Weierstrass, Monatsber. der 
Berliner Akad. 1858, 1868); die Beispiele des ‘'extes geben nur die wich- 
tigsten Fille. 
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gleich ist dem Doppelverhiiltnisse der 4 Ebenen, die durch die Gerade 
und die Ecken des Tetraeders gehen. Ein analoger Satz findet in 
jedem Raume R;,,+; statt. Man hat nimlich: 

Jeder Raum R,, schneidet eine (2m --2)-eckige Pyramide in Rens 
in einer Configuration, die reciprok der Configuration ist, welche durch 
die Projection derselben Pyramide aus R,,, entsteht.*) 


Abschnitt ITI. 
(nm — 1)-dimensionale Flichen 2'° Grades: F?_ 


§ 1. 


Erzeugung einer F?_, durch zwei ineinander liegende reciproke 
Gebilde »‘* Stufe. 


1° 


19. Es seien zwei reciproke Gebilde n'e Stufe 5, 5,’ in R, ge- 
geben, so beweist man leicht, dass alle Punkte (P,Q,’), die in ihren 
entsprechenden Riiumen P,_, oder Q,-1 liegen, eine (nm — 1)-dimen- 
sionale Fliche F'?_, erfiillen, welche Polfldche der 2 reciproken Gebilde 
genannt werden kann. Die Riiume P,_, oder Q,-: umhiillen dann 
eine andere (n — 1)-dimensionale Flache 2' Classe, die als Polar- 
fliche bezeichnet werden mag. 

Wenn die reciproken Gebilde eine Involution oder ein sogenanntes 
Polarsystem bilden, d. h. wenn jedem Punkte P, in R, derselbe Raum 
P,-1 in 2, wie in 2, entspricht, so hat man in jeder Geraden g, 
eine Involution, anstatt zweier allgemeinen projectivischen Reihen, 
wie im allgemeinen Falle; und die Doppelpunkte derselben gehéren 
der Polflache an. Zieht man aus einem Punkte P, alle méglichen 
Geraden, so schneiden dieselben die Polfliche in zwei Punkten und 
der vierte harmonische Punkt P,’ von P, in Bezug auf dieselben er- 
fillt den Raum P,_;, den wir als Polarraum des Punktes P, in Bezug 
auf die Polfliiche bezeichnen kénnen. Die Beriihrungspunkte der von 
P, an die Polfliche gehenden Tangenten liegen natiirlich auch in 
dem Polarraume P,;, und da dieser Raum die Polfliiche in einer 
(n — 2)-dimensionalen Flache F'?_, schneidet, so sehen wir, dass alle 
Tangenten durch P, an die Fliche einen (m — 1)-dimensionalen 
P,- Kegel 2'" Ordnung bilden. Die Begriffe Polfliche und Polarfliche 








*) Man kann diesen Satz beweisen, indem man eine Reciprocitit bestimmt, 
bei welcher den Ecken der Pyramide die gegeniiberliegenden Riume BR. 


2m ent- 


sprechen, und so, dass den Pankten von R,, die durch R,, hindurchgehenden 
2m-dimensionalen Riume eindeutig entsprechen. 
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fallen daher zusammen, d. h. eine (n — 1)-dimensionale Fliche 2 Ord- 
nung ist auch der zweiten Classe. Man sieht auch leicht: Hin Raum 
Ry schneidet die (n — 1)-dimensionale Fliche 2 Grades F?_. in 
einer Fliche F?_,, in welchem die F?_, von dem entsprechenden (n—1)- 
dimensionalen R,~m~1-Kegel 2 Ordnung des Polarraumes Ry—»~1 von 
R,, beriihrt wird. Man beweist ebenfalls, dass jeder Tangential- 
raum R,_, der Fliiche F?_, dieselbe in einem (n — 2)- Kegel 2 Ord- 
nung schneidet, dessen Scheitel der Beriihrungspunkt ist. Alle Er- 
zeugenden des Kegels gehiren der Vliiche F'?_, selbst.*) 

Man muss natiirlich beweisen, dass wirklich 2 reciproke Gebilde 
=, 2, ein Polarsystem bilden kénnen. Ks ist aber leicht zu sehen, dass 
ein Polarsystem durch n+ 1 Ecken einer Fundamentalpyramide in 
R, Ag”, - ++, Ag) und deren Riiume A®,, ---, AM), wo z. B. 
Al) = A,®, +++, Apt) ist, umd noch durch ein beliebiges Paar 
entsprechender Elemente P, und P,_; bestimmt wird. 

20. Eine Pyramide, wie sie soeben betrachtet wurde, nennen 
wir in Bezug auf die Kernfliche 2'* Grades F?_, des Polarsystems 
conjugire. 

Wenn man einen Punkt P, und seinen Polarraum P,_; in Bezug 
auf F? | betrachtet, so schneidet P,_, die F?_, in einer F?_,; jede 
n-eckige conjugirte Pyramide von F?_, giebt mit P, verbunden eine 
conjugirte Pyramide im Bezug auf F?_,. Wir haben daher in P, 
nm Kanten der Pyramide, die ein Entupel conjugirter Geraden in Beaug 
auf die F?_, bilden, indem wir als Conjugirte einer gegebenen Geraden 
g, diejenigen bezeichnen, die den Polarraum G,_: von g, schneiden. 

Wir haben also um P, so viele Entupeln conjugirter Geraden, 
als es n-eckige conjugirte Pyramiden in Bezug auf die F? , giebt. 

Wenn insbesondere P, der Pol des unendlichen fernen Raumes 
P,-1 ist, so wird er das Centrum der Fliiche sein, und die Entupeln 
conjugirter Geraden um P, nennen wir dann Entupeln conjugirter 
Durchmesser der F?_,. Einem Durchmesser g, der Fliche entspricht 
ein Raum G,—2, der ganz im Unendlichen liegt. 

Man sieht auch, dass zwei parallele Riume R,,, die F?_, in ahn- 
lichen (m — 1)-dimensionalen Flichen 2'" Grades wehetibehe: 


Princip des Projicirens und Schneidens, 





*) Ich halte diese Erzeugung als Definition der Fliche 2'° Grades fiir besser 
als die durch 2 reciproke Gebilde (n — 1)" Stufe S,"), S,°); denn so ziehen wir 
auch die imaginaren pte heran, Wir werden aber spiiter auch die Erzeugung 


der 7 eo durch 2 beliebige reciproke Gebilde m'*' Stufe, wo m <n ist, kennen lernen. 





186 G. Veronzsz. 


§ 2. 
Die (n — 1)-dimensionale Kugel und die Definition der Perpendicularitat. 


21. Wenn alle Durchmesser einer F?_, einander gleich sind*), 


n—l 
so nennt man die F? _, eine (m — 1)-dimensionale Kugel und das zu- 
gehérige Polarsystem kann als ein n-dimensionales sphiirisches Polar- 
system bezeichnet werden. Die (m — 1)-dimensionale Kugel bestimmt 
im Unendlichen ein (m — 1)-dimensionales sphiirisches Polarsystem, 
das eine imaginire (mn — 2)-dimensionale Fliche 2' Grades bestimmt, 
die wir als die unendlich ferne imagindre Kugel J 2, benennen wollen, 

So sieht man, dass jeder Raum R,, durch das Centrum, und daher 
auch jeder Raum f,,, der zu diesem parallel ist, die (mn — 1)-dimen- 
sionale Kugel in einer (m — 1)-dimensionalen Kugel schneidet, deren 
Polarsystem durch das Polarsystem der ersten mitbestimmt ist. 

Jetzt geben wir folgende Definition der Perpendicularitét der 
Riume: 

Wenn zwei Réume R,, und R,, in keinem niedrigeren Raume als 
R,, gegeben sind, so bestimmen sie im Unendlichen des R, zwei Riwme 
Rn, Rn, tie in Bezug auf die imaginire Kugel J 2, des R, 2wei 
Polarriiwme Ry—m—i, Rims haben. Die zwei Réiume R,, und Rj, sind 
zu eimander senkrecht, wenn der Raum R,,_, in dem Raume Ri_»—1 
enthalten ist oder durch ihn geht. Wenn dagegen R,, und R,, in einem 
niedrigeren Raume R, als R, gegeben sind, so gilt die entsprechende Defi- 
nition fiir R,, indem man das unendlich ferne sphirische Polarsystem 
von R, betrachtet. 

Weun man ein Entupel conjugirter Durchmesser der (n — 1)- 
dimensionalen Kugel betrachtet, so sieht man aus der vorigen Defi- 
nition, dass sie zu einander senkrecht sind, und dass jeder Raum Rp, 
der durch m conjugirte Durchmesser eines Entupels der Kugel geht, 
und jeder Raum R,, der durch eine beliebige Anzahl der iibrigen 
n — m Durchmesser bestimmt wird, zu einander senkrecht sind.**) 





*) Ich nehme die Definition der Liinge der gewdhnlichen Geometrie in der 
Ebene oder in R, an. 


**) Bemerkung. Wir kénnen mit Hiilfe der Perpendicularitit auch die 
Umklappung von zwei Riumen R,_,, R/_, in R, ausfiihren, Es geniigt, von 
einem Purkte P, von R/_,, die senkrechte Ebene P, zu dem Schnittraume 
R,_, von R,_,, Ri_, 2u ziehen, die R,_, in einem Punkte R, trifft. Wenn 
wir das fiir alle Punkte des R’_, machen, und wir lassen diese Punkte in den 
entsprechenden senkrechten Ebenen P, in einem Kreise mit dem Radius Ry P, 
sich gleichformig bewegen, so sagen wir, dass der Raum R/_, um R,_, sich 
dreht. Schlicsslich, wenn einer der Punkte P,’ des R,’_, in R,,_, fallt, so ist der ganze 
Raum R/_, in R,_, umgeklappt. 
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g 3. 


Biischel von (m — 1)-dimensionalen Flichen 7? ,, speciell von einer 
F? , mit einer Kugel K? .. 


22. Es ist leicht zu beweisen, dass im Allgemeinen zwei Polar- 
systeme des R, eine conjugirte Pyramide gemein haben. Die beiden 
F? , der beiden Polarsysteme kénnen verschiedene Lagen gegen ihre 
conjugirte Pyramide haben. Wir betrachten nur die allgemeinen Fille*) 
und haben: 

Wenn die (n — 1)-dimensionalen Fliichen zweiten Grades zweier 
Polarsysteme zwei reciproke Riiwme A(s*---™), Almtt--.t) ihrer con- 
jugirten Pyramide in denselben (m—1) und (n —m— 2)-dimensionalen 
F lichen zweiten Grades schneiden, so haben sie auch die (n — 1)-dimen- 
sionalen Beriihrungskegel, deren Scheitelriimme A(s®---™, Almtt-om+)) 
sind, gemein. Sie haben noch unendlich viele conjugirte Pyramiden 
gemein, deren LEcken respective in den beiden Réwmen A(s*---™, 
Alm+t.-."+1) enthalten sind. 

Im allgemeinen Falle schneiden sich die beiden Flichen zweiten 
Grades in einer (n — 2)-dimensionalen Fliache vierter Ordnung. In 
dem durch zwei Flichen bestimmten Biischel giebt es (n + 1) R,-Kegel 
von »—1 Dimensionen, deren Scheitel in den Ecken der conjugirten 
Pyramide liegen und deren Erzeugenden die F’‘ , in zwei Punkten 
schneiden. 

Wenn in zwei Raiwmen R,_, zwei (n — 2)-dimensionale F lichen 
eweiten Grades liegen, die eine (n — 3)-dimensionale Fliche in dem 
Schnittrawme R,-2 der gegebenen Riume R,-, gemein haben, so 
geht durch sie ein Biischel von (n — 1)-dimensionalen Flichen zweiten 
Grades. **) 

*) Nach dem Bezout’schen Theoreme weiss man, dass zwei (n—1)-dimen- 
sionale Flichen F”,, F'7", sich in einer (m — 2)-dimensionalen Fliche F"™ 
schneiden. Man findet auch, dass, wenn s Flidchen re r= pote re gegeben 
sind und die beiden ersten einem Raume R,_ 4, die drei ersten einem Rawme 
R,_ a, % 8. w. angehOren, so schneiden sie sich in einer Fliiche von: Sd,+ ra” 
— sn Dimensionen wnd von der Ordnung m™-m®.m®...m', wo einige d 
verschwinden kénnen und wo i= 1,2,...8 und k=0, 1,...8 — 3 zu nehmen ist, 

**) Bemerkung. Die Zahl der Punkte, die eine 7” , in R,, bestimmen, ist 


(m + 1) (m 4 2)- ++ (m+n) 
n! 





—1=G,,)- 


Fiir die Flichen zweiten Grades ist 
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23. Wir betrachten jetzt eine F? , und eine mit ihr concentrische 
Kugel K? _,. Da ihre unendlich fernen Polarsysteme eine mn-eckige 
conjugirte Pyramide gemein haben, so sehen wir, dass die F?_, im 
Allgemeinen ein Entupel, aber nur ein Entupel senkrechter conjugirter 
Durchmesser besitat. Diese Durchmesser nennen wir die Axen der F?_,, 
und die Réume, die durch sie gehen, Hauptriume der Fliiche. 

Die F?_, und die Axen derselben kinnen aus einem Entupel con- 
jugirter Durchmesser, die in Grisse und Richtung durch das Centrum 
C, der Fliiche gegeben sind, construirt werden. 

Denn es geniigt, zu jedem Raume F,_; durch das Centrum C, der 
Fliche den conjugirten Durchmesser R, und die senkrechte Gerade 
N, zu ziehen, dann bilden R, und N, um C, zwei Gebilde (n—1)* 
Stufe, welche m Strahlen gemein haben, die eben die Axen sind. Wie 
man leicht sieht, ist die Beziehung dieser zwei Gebilde um C, mit 
Hiilfe des gegebenen Entupels von conjugirten Durchmessern in der 
That bestimmbar. 

24. Die unendlich ferne Fliche F? , und J?., der F? , und der 
K? , haben eine Fliche F'* , gemein. Jede im Unendlichen gelegene 
Gerade, die diese Flaiche zweimal schneidet, ist die unendlich ferne 
Gerade von co"-* Ebenen des R,, welche F?_, in Kreisen schneiden. 
Da die F‘ , von den n-Ecken der conjugirten Pyramide von F? , 
und J? , durch Geraden projicirt wird, die sie zweimal schneiden, so 
sehen wir, dass alle Ebenen, die durch jede Axe einer allgemeinen 
(nm — 1)-dimensionalen Fliche F? , gehen wnd diese in einem Kreise 
schneiden, einen (n — 1)-dimensionalen Kegel zweiter Ordnung um- 
hiillen. 

Die im Unendlichen gelegene F'4 , kann im Besonderen zerfallen, 
und aus den verschiedenen Fillen, die entstehen kénnen, erhalt man 
(wm — 1}-dimensionale Flichen zweiten Grades, deren metrische Eigen- 
schaften verschieden sind. 

25. Wir betrachten als Beispiel die F,? in R,. 

Sie schneidet den unendlich fernen Raum in einer F,?, welche 
die imaginire Kugel J,? in einer Curve C‘ trifft. Im Allgemeinen 
also giebt es keinen Raum R, des R,, der die F,? in einer Kugel 
schneidet. 

Die C‘ kann aber auch in zwei Kreise zerfallen. Dann giebt es 
nur zwei Kegel zweiter Ordnung, die beide Kreise enthalten; ihre 


d. h. gleich der Anzahl der Punkte, die eine Curve nter Ordnung in der Ebene 
bestimmen. Allgemein findet man so auch 


Gy LENOFH:-O tm) _ |, 
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Scheitel M, M,' liegen in der conjugirten Geraden der Schnittlinie der 
Ebenen der beiden Kreise im Bezug auf J,? oder F,?. — In diesem 
Falle beritihren zwei Axen der F’,? die Fliche selbst im Unendlichen, 
wihrend die beiden andern Axen durch M, M,' gehen. 

Es giebt also eine F;* in R,, die vier Azen a, a, a,%a, hat, 
von denen zwei a,” a, die Fliche im Unendlichen beriihren. Es giebt 
zwei Richtungen von Rdaumen R,, welche die F;? in Kugeln schneiden. 
Die beiden Réiwme R,, welche durch das Centrum der F? und parallel 
zu den genannten Richtungen verlaufen, bilden mit den beiden Haupt- 
réumen R,, ‘die als a,” a,®a,, a," a, a, gu bezeichnen sind, eine 
harmonische Gruppe. 

Die F,? und die J,? kénnen sich auch lings eines Kreises be- 
riihren; sie haben dann unendlich viele Polartetraeder gemein. In 
diesem Falle ist die F,* eine Rotationsfliche zweiten Grades um eine 
Axe a,: um die Axe, die den Mittelpunkt von F,? mit dem Scheitel 
des gemeinsamen Beriihrungskegels von F’,? und J,* verbindet.*) 

Die Fliichen F’,? und J,? kénnen sich auch in einem windschiefen 
Vierseite schneiden, Dann haben sie wieder unendlich viele Polar- 
tetraeder gemein, deren Ecken in zwei Geraden R, R,’ liegen, d. h.: 
in den iibrigen Kanten des Tetraeders, das durch das Vierseit bestimmt 
wird. In diesem Falle ist die F,? eine Rotationsfliche zweiten Grades 
in Bezug auf zwei eu einander senkrechte Ebenen R, R,', deren unendlich 
ferne Geraden R,R,' sind. Wenn man die Rotation um R, ausfihrt, 
so beschreibt jeder Punkt einen Kreis, dessen Ebene durch R,' geht, und 
umgekehrt. 

Die F,? und J, kénnen sich auch in einer Geraden und in einer 
C® schneiden, was wir nicht niher unternehmen. 


§ 4. 
Anzahl der linearen Riéume, die in einer (m — 1)-dimensionalen F? , 
enthalten sind. Erzeuguug derselben durch reciproke Gebilde. 


26. Wir wollen jetzt die Anzahl] der Riume bestimmen, die in einer 
(n--1)-dimensionalen Fliche zweiten Grades liegen kénnen. Zu diesem 


*) Die Bewegung um eine Axe a, oder um eine Ebene F, in R, kann mit 
Hiilfe der Perpendicularitit ausgefiihrt werden, Wir ziehen durch einen Punkt 
P, den senkrechten Raum R, zu a,, der a, in einem Punkte P, trifft. In der 
Bewegung um a, wird P, eine 2-dimensionale Kugel mit dem Centrum P, be- 
schreiben, die in R, enthalten ist — oder wenn es sich um die Rotation um 
eine Ebene FE, handelt, so beschreibt der Punkt P, einen Kreis, dessen Centrum 
P, in FE, liegt und zwar in dem Schnittpunkte der senkrechten Ebene, die man 
von P, zu EH, ziehen kann und die mit F, nicht in dem Raume P)£, liegt; und 
dessen Ebene die senkrechte Ebene selbst ist. — 
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Zwecke brauchen wir die stereographische Projection, d. h. wir projiciren 
die F? , aus einem ihrer Punkte P, in denjenigen Tangentialraum 
S,-1, der zu dem Tangentialraume in P, parallel ist.*) 

Betrachten wir zuerst eine F,? in R, und projiciren wir sie von 
einem ihrer Punkte P, auf den Tangentialraum S,, der zu dem Tan- 
gentialraume P, in P, parallel ist. S, und P, schneiden sich in einer 
unendlich fernen Ebene, welche die F,? in einem Kegelschnitte K,? 
trifft. Verbinden wir die Punkte dieses Kegelschnittes mit P,, so be- 
kommen wir einen 2-dimensionalen Kegel zweiter Ordnung, dessen 
Erzeugenden in der F’,? selbst liegen. Dieser Kegeischnitt kann nicht 
in zwei Geraden zerfallen, denn sonst ware die unendlich ferne Ebene 
Tangentiaiebene an die Fliiche, was nicht mdglich ist. Jede Gerade 
g, von F,? wird aus P, in eine Gerade g,’ von S, projicirt, die 
den Kegelschnitt X,? trifft. Denn die Ebene durch P, und g, 
schneidet die F,* in einer andern Geraden, die durch P, geht und 
die parallel zu g, ist. Umgekehrt jede Gerade g,’ in S,, die K,? trifft, 
ist die Projection einer und nur einer Geraden der F’,?, die nicht durch 
P, geht. Zweien solchen Geraden g,’, die sich in einem endlichen 
Punkte A,’ von S, treffen, entsprechen zwei Geraden von F’,?, die sich 
in einem Punkte A, schneiden. Wir sehen also, dass die Geraden der 
F? eine c0*-fache Mannigfaltigkeit bilden. 

Wenn drei beliebige Geraden der F’,? gegeben sind, die nicht in 
einem ft, liegen und sich nicht schneiden, so haben sie nur eine 
Transversale, die auch in der Fliche liegt. In der That, der Raum 
R,, der durch zwei derselben bestimmt ist, trifft die dritte in einem 
Punkte A,, und wenn wir von diesem Punkte die Transversale zu den 
beiden ersten ziehen, so ist eben diese die gewiinschte Gerade. Man 
hat also: 

Wenn ein Quadrupel von vier beliebigen geraden Linien einer F,? 
derart gegeben ist, dass sich die Geraden zu zwei und zwei nicht 
schneiden und auch nicht zu drei und drei in einem Raume R,, liegen, 
so bestimmt dasselbe vier Transversalen, die auch in der F’,? liegen und 
die das zu dem ersten complementiire Quadrupel bilden. Wenn fiinf’ be- 
liebige Geraden der F',? gegeben. sind, so kann man in dieser Weise 
beliebige viele andere Geraden der F,? construiren. 





*) In verschiedenen Aufsitzen der Comptes Rendus (siehe z, B, t, LXIX 
»Sur une nouvelle série de systémes orthogonaux algébriques), sowie in seinem 
Buche: ,,Sur une classe remarquable de courbes et de surfaces algébriques (Paris 
1873)“ hat Darboux die stereographische Projection der Pes in einen 
R,_; fiir metrische Geometrie benutzt; desgleichen Lie in den Gittinger 
Nachrichten 1871, 1872, sowie Klein im V. Bande der mathem. Annalen 


(Ueber Liniengeometrie und metrische Geometrie), oder Géttinger Nachrichten 
1872 (Ueber einen liniengeometrischen Satz). 
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Da {eine F,? in R, durch 14 beliebige Punkte bestimmt wird 
(siehe Bemerkung Nr. 24.), so kann man 12 von diesen Punkten drei 
zu drei in vier beliebigen Geraden wihlen. Das Quadrupel dieser Ge- 
raden hat ein complementiires Quadrupel von vier Geraden, die auch 
in der F’,* liegen. Somit sind die acht Geraden zweier complementiren 
Quadrupel der vollstiindige Durchschnitt von drei Flichen F,?. 

27. Wenn wir jetzt eine F’,? in R, stereographisch von einem 
ihrer Punkte P, in den Tangentialraum S, projiciren, der zu dem 
Tangentialraum P, in P, parallel ist, so bekommen wir im Unend- 
lichen eine F’,? (d.h. in dem Schnittraume von S, und P,), die kein 
Kegel sein kann. Hieraus schliessen wir, dass die /’,? keinen Raum 
R, enthialt.*) 

Wenn wir die zwei Systeme von Geraden von /’,? mit P, ver- 
binden, so erhalten wir die zwei Systeme von Ebenen des 3-dimen- 
sionalen Kegels P,, der zur Fliiche F? gehért. Jede Gerade g, von 
Fy wird in 8S, in eine Gerade g,’ projicirt, welche die unendlich 
ferne Fliche F’,? schneidet, und umgekehrt. Eine Ebene G, von F,? 
wird von P, in eine Ebene G,’ von S, projicirt, die durch eine Gerade 
der F,? geht. Umgekehrt, jede Ebene G,’ von S,, welche die F’,? in 
einer Geraden schueidet, ist die Projection einer einzigen Ebene G, 
von /’,’, die nicht durch P, geht. Zwei Ebenen G,’ von S,, die sich 
in einem im Endlichen gelegenen Punkte A,’ treffen und tiberdies die 
F,? in zwei Geraden desselben Systems schneiden, entsprechen zwei 
Ebenen G, der F;*, die sich nur in einem Punkte A, schneiden; 
dagegen zwei Ebenen G,', die sich in einer Geraden schneiden (und 
also die J’,? in zwei Geraden von verschiedenen Systemen treffen), 
entsprechen zwei Ebenen der F’,?, die eine Gerade gemein haben. Die 
Zahl der Ebenen durch eine Gerade in FR, ist co? und die Zahl der 
Geraden von F’,’ ist 200', daher besitzt die F,? zwei Systeme von 
co? Ebenen.**) 

Wenn wir eine F,? in R, betrachten, so haben wir im Unend- 
lichen eine F’,*, die oo® Gerade hat, und da die Zahl aller Ebenen 
durch eine Gerade R; oo’ ist, so hat die F’,? 00%-* = oo’ Ebenen. 
Sie kann keinen héheren Raum enthalten. 

Das Gesetz ist evident, und wir kénnen daher sagen: 

Im Allgemeinen enthilt die (2m — 1)-dimensionale Fliche zweiten 
Grades in Ri» ein System von 


*) Das Studium der projectivischen Eigenschaften der F',? in R, ist nach 
Klein (Mathem, Annalen V, p. 263) ohne Weiteres fiir Liniengeometrie zu ver- 
werthen und also fiir projectivische Geometrie des gewéhnlichen R, sehr wichtig. 

**) Cayley hat diese zwei Systeme von Ebenen der F'2 bereits in einer 
Note: On the superlines of a Quadric surface in five-dimensional space. Quartely XII, 
1873, betrachtet. 
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oo? i O03 -4-5...(m—1) n 
Riiumen Ry—1, dagegen die 2m-dimensionale Fliiche zweiten Grades in 
Reom41 zwei Systeme von 

G03 - Qo3-4--+m (m—1) 


Réumen R,,. Diese Flichen kinnen keinen hiheren Raum enthalten, 
ohne in einen > Kaget auszuarten. Viir m= 1 hat die F’,? nur 200! hy, 
wie bekannt. 

Man sieht auch aus dem Vorhergehenden, ead ein R,-Kegel 
zweiter Ordnung in R, und von drei Dimensionen zwei Systeme von 
Ebenen, ein A-diteeutionsler R,-Kegel zweiter Ordnung in R,; nur 
Ebenen und zwar oo* besitzt u. s. w. 

Im Allgemeinen hat ein (2m — 2)-dimensionaler R,-Kegel zweiter 
Ordnung im Raume Ryn, oder ein (2m — 1)-dimensionaler R,- Kegel 
sweiter Ordnung in Re», nur Réume R,,, andernfalls artet er aus. 

28. Wir wollen tiber die Erzeugung der F? , durch reciproke 
Gebilde nur die Sitze mittheilen. 

Betrachten wir zwei projectivische Biischel von Riumen R,_; um 
S®,, S@,. Diese kénnen sowohl als reciproke wie auch als collineare 
Gebilde angesehen werden. Wir haben: 

Zwei collineare (oder reciproke) Gebilde erster Stufe, deren Axen 
ewei Réume S\,, S@), sind, erzeugen einen (n — 1)-dimensonalen Kegel 
zweiter Ordnung, dessen Scheitel ein Raum S,_4 ist. 

Wenn wir zwei beliebige reciproke Gebilde nehmen, deren Axen 
S®, S® sich nirgendwo schneiden, so haben wir folgenden Satz: 

Die (n — 1)-dimensionale Fliche zweiten Grades in R, wird durch 
zwei beliebige reciproke Gebilde erzeugt, deren Axen S™, S® sich 
vane’ rere - tibrigens ganz beliebig in der Pliche liegen 
(p< —.— oder <+ so 1): 


Wenn eine irs. Gerade der Fliiche reell ist, so sind alle Réume 
R,, Ry, ..., Rai oder R,,..., Ry oe der Fliiche reell. 
2 2 
Wenn die swei Axen S, S® in einem Raume S, sich schneiden, 


so erzeugen die beiden reciproken Gebilde einen (n — 1)-dimensionalen 
S,-Kegel zweiter Ordnung. — 


§ 5. 
Polarfiguren in Bezug auf eine (m — 1)-dimensionale F? | 


29. Betrachten wir eine (n + 1)-eckige Kundamentalpyramide in 
R,. Wir kénnen die Ecken und die gegeniiberliegenden Riume R,-1 
als entsprechende Elemente eines Polarsystems ansehen. Es giebt dann 
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oo" reelle Polarsysteme (in dénen jedem reellen Elemente ein reelles 
entspricht), die die Fundamentalpyramide als conjugirt gemein haben. 

Es sei dagegen eine Pyramide von N Riumen 1, 2, ..., N, wo 
N < 2n ist, gegeben, so nennen wir sie polar in Bezug auf eine Fliche 
F? ,, wenn jedem Punkte der Pyramide z. B. 1,2,3,..., m, ein 


Polarraum entspricht, der durch den Raum geht, in welchem sich die 
iibrigen Riume n+ 1, ..., N schneiden. Es ist dann leicht, fol- 
genden Satz zu beweisen: 


Es giebt m—1 Polarfiguren eines Raumes Ry, die aus einer 
Fundamentalpyramide der Réwme Rnyi, Rune, . ~ +, Ream durch 
Schneiden mit R,, entstehen. Sie sind Polarfiguren in Beaug auf co™+', 
Ge. 0 19 OO Be ne 

30. Es sei wieder eine (n + 1)-eckige Pyramide in R, gegeben. 
Schneiden wir sie mit einem Raume S,-_;, so erhalten wir in S,_1, 
wie es aus Nr. 6. hervorgeht, wenn man N=n+1, r=n—1 
setzt, eine Figur von 


1 ( 1 —1 1 
oe R, n(n re -1) ee / R,-s, »+1 Res, 


so dass in dieser Figur jeder Punkt einem Raume R,_3 complementiir 
ist. Durch jeden R, gehen n—1 R,, .. 


2? 


(n —1)+--(n—™ —1 —2 
ORS Bm ote. SONS Ryn 8-1 Bae 





In jedem R, liegen 3 R, ete., in jedem R,~2 e=)ie—s R,. 


Nun schneiden wir mit S,_, auch alle oo” F? _,, in Bezug auf welche 


die Fundamentalpyramide in Ff, sich selbst conjugirt ist, So erhalten 
wir in S,_; co” F? ,, welche die Schnittfigur A als Polarfigur haben. 
Greifen wir eine solche F? , heraus und bezeichnen wir die n + 1 
Riiume R,~» der Figur A mit den Zahlen 1, 2,...,%+ 1. Der Punkt 
R,, der durch die Riiume 1, 2,..., » —1 bestimmt wird, hat in 


Bezug auf die gewihlte liiche F? , einen Polarraum R,~2, der durch 


den Schnittraum R,-; geht, der in der Figur A zu dem Punkte 
1,2,...,” — 1 complementir ist, d. h. durch denjenigen Raum R,_3, 
der durch die iibrigen Riume F,_», nimlich n und » + 1, gegeben 
ist. Wenn wir das fiir alle Punkte R, von A machen, so erhalten 
wir die polarreciproke Figur von A in Bezug auf F? ,, die also aus 
ao Fi) Rng besteht, welche eine (nm + 1)-eckige Pyramide in S,1 
bilden, Die »-+- 1 Ecken liegen natiirlich in sinty Geraden, die 


den Riumen R,_; der Figur A entsprechen. In dem Raume n, n+-1 


Mathematische Annalon, XIX, 13 
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z. B. liegen, nach dem Vorhergehenden, “"— ah (s —*) R, der Figur A. 
Die Polarriume R,_» dieser Punkte in Bezug auf F? , gehen darch 
die Polargerade des Raumes R,3;:, n+ 1, welche zwei Ecken 


der reciproken Figur verbindet, die wir als n, m+ 1 bezeichnen. Die 
(m — 1) (n — 2) R 
2 





9 liegen aber auch in dem Polarraume R,_: des 


Punktes 1,2,3, ..., »— 1 der Figur A. Dieser Punkt muss daher 
in der Geraden n, n + 1 liegen. 


Die Set) Geraden der reciproken Figur gehen also respective 


durch die sett) Punkte der Figur A. Die Pyramide aus n+ 1 


Riumen f,-2 und die reciproke in Bezug auf F? ,, die aus n+ 1 
' Ecken besteht, bilden zusammen eine Figur von 


ser) +n+1=— Srverys R, und ebensovielen R,_2. 


Diese Punkte R, liegen drei zu drei in 





n(n — 1) (m+ 1) ts m(m+i) _ n(n+1)(n+2) 
2-3 2-3 2-3 
Geraden, die m zu m durch jeden Punkt R, gehen. 

Wie aus Nr. 7. ersichtlich ist, ist dies die Figur von zwei per- 
spectivischen n-eckigen Pyramiden in S,_1; es geniigt, im Satze Nr. 7. 
r =n —1 zu setzen. Das perspectivische Centrum der beiden Pyra- 
miden hat als Polarraum in Bezug auf Ff’, den perspectivischen Raum 
R,-2. Somit haben wir folgenden Satz :*) 

Zwei perspectivische Fundamentalpyramiden 13, 14, ..., 1(n+1); 
23, 24,...,2(m-+ 1) im R,, die das perspectivische Centrum 12 haben, 
sind in Bezug auf eine und nur eine (n — 1)-dimensionale I’liche 


eweiten Grades F°? , einander polarreciprok, so dass der Punkt 12 den _ 


Raum 34,...,%-+ 1 als Polarraum hat. 

Jeder Punkt der Figur (Nr. 7.) kann als Centrum von zwei solchen 
in Bezug auf F? , einander reciproken Pyramiden angesehen werden, 
deren Ecken zu der Figur selbst gehiren; d. h. die ganze von zwei per- 
spectivischen Pyramiden gebildete Figur ist in Bezug auf F? , sich 
selbst reciprok. 

Aus Nr. 7. geht ferner hervor: 

Fiir eine jede der n + 3 Gruppen, die aus der vorigen Figur ent- 
stehen, sind die (n-+-2)-eckige Pyramide und die duale Pyramide in Bezug 


*) Ich spreche den Satz fiir zwei perspectivische Fundamentalpyramiden des 
R,,, statt des R»—1, aus. 
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auf die F? , sich selbst polar und einander polarreciprok. Die Gleichungen 
der F? , bezogen auf die n+ 3 (n-+ 2)-eckigen Pyramiden oder 
auf die »+-3 dualen Pyramiden enthalten daher nur die Quadrate 
der Variabeln.*) 


Abschnitt IV. 


Curven. 


§ 1. 
Charaktere der Curven in R, und die zwischen ihnen stattfindenden 
unabhangigen Gleichungen.**) 


31. Fiir eine ebene Curve me Ordnung und kt Classe mit D 
Doppelpunkten, R Spitzen, d Doppeltangenten und w Inflexionstan- 
genten hat man folgende drei unabhingige Pliicker’ sche Gleichungen: 

h=kk—1)—2D—3R, k=n(n— 1) —2d—3w, 
w—R=—3(k—n); 


man hat ferner aus diesen Formeln 





pa PS20—9 po po Ga NOoD igi: 

Eine Curve C™ in R, hat im Allgemeinen neun Charaktere und 
zwischen ihnen bestehen zwei Gruppen von drei unabhangigen Cayley- 
Pliicker’sche Gleichungen. 

Man erhialt die erste Gruppe aus den Pliicker’ schen Gleichungen 
derjenigen ebenen Curve, die durch Projection der Raumcurve von 
einem beliebigen Punkte in eine beliebige Ebene entsteht; die zweite 
Gruppe aus den Pliicker’schen Gleichungen der Schnittcurve der zur 
Raumeurve gehdrigen Developpable mit einer beliebigen Ebene. 

Betrachten wir jetzt eine C™ im Raume R,. Wir bestimmen ihre 
Charaktere, indem wir zuerst die Curve C™ von einem beliebigen Punkte 
O in einen Raum von drei Dimensionen S, projiciren und nachher die 
Developpable der C”™ mit einem 3-dimensionalen Raume R, schneiden. 

Es sei ,C™ die Projectionscurve in S, und ,C,” die Schnittcurve 
von R, mit der Developpablen. Um die Charaktere der ,C™ zu erhalten, 
projiciren wir sie einmal von einem Punkte O’ von S, in eine beliebige 
Ebene S, von S,, und schneiden sodann ihre Developpable mit einer 
Ebene S,’. 


*) Der Beweis vereinfacht sich fiir zwei perspectivische Dreiecke in der 
Ebene oder fiir zwei perspectivische Tetraeder in R, betriichtlich. 

**) Vergl. meine Notiz im 18. Bande dieser Annalen, p. 448, 
13* 
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Um die Charaktere der ,C,” zu erhalten, projiciren wir sie aus 
einem Punkte 0,’ von R, in eine Ebene R, von R, und schneiden 
ibrigens ihre Developpable mit einer Ebene R,'. Es ist klar, dass 
das Schneiden der Developpable von ,C” mit der Ebene S,' und das 
Projiciren der ,C,”’ in eine Ebene fiquivalente Operationen sind, d. h. 
die Curve in S, und die Curve in R, liefern dieselben Charaktere der C™. 

Wir haben also fiir die C” nur drei Gruppen von unabhingigen 
Gleichungen. 

Wenn man in dieser Weise fortfihrt, so sieht man, dass man fiir 
eine C™ in einem n-dimensionalen Raume Ff, (wo m>n) n--1 Gruppen 
von drei unabhingigen Gleichungen erhiillt. 

Die erste Gruppe bekommen wir durch successives Projiciren. Wir 
projiciren die C™ zuniichst von einem Punkte O aus in einem (n—1)- 
dimensionalen Raum S,_; in ,1.C”, dann projiciren wir die ,,C™ 
von einem Punkte OM von S,_, in einen Raum S,_3; ete.; endlich 
projiciren wir die ,C™ aus einem Punkte O“—*» yon S, in eine Ebene 
S, als Curve ,C™; d. h. wir projiciren die C™ selbst in S, von dem 
(n —3)-dimensionalen Raume aus, der durch die n — 2 Punkte O, O,.. 
.-, O@—) bestimmt wird. 

Die weiteren Gruppen erhalten wir, indem wir die Developpable 
der C™ und aller Projectionscurven ,;C™, ,-2C™, ete., ,C™ re- 
spective mit Ebenen schneiden, die in S,_;, S,-2, ..., S,; enthalten 
sind. Die Schnitteurven seien ,10,""~”, ,20,™"",..., .C,m”. 
Es ist nicht schwer zu sehen, dass die »— 1 ebenen Curven ,C”, 
,0"™"-», ..., .0,” geniigen, um die Charaktere und die Glei- 
chungen aller Curven zu bestimmen, die aus der C™ durch Schneiden 
und Projiciren entstehen kénnen. 

$2. Wir wollen jetzt die Charaktere der C™ mittelst der oben- 
genannten Curven finden. 

Um dies auszufiihren, fangen wir mit der ebenen Projectionscurve 
,C™ an, deren Charaktere m,k,w,D, R,d sein mégen. Wir inter- 
pretiren sie fiir die C™. 


m liefert «die Ordnung m aller Projectionscurven und der C™ selbst. 

k » den ersten Rang k der Developpable der C™ und aller Pro- 
jectionscurven, d. h. & ist die Zahl der Tangenten der C™, 
die einen Raum R,_» schneiden; 

w ,, fiir die C,™ die Classe, fiir die ,C™ die Zahl der Schmiegungs- 
ebenen, die eine Gerade schneiden, fiir die ,C” die Zahl 
von Schmiegungsebenen, die eine beliebige Ebene treffen 
u. s. w., und endlich die Zahl der Schmiegungsebenen der 
C™, die einen beliebigen Raum F,_; schneiden. Wir nennen 
w den zweiten Rang der C™. Also: 
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Die Schmiegungsebenen der C™ bilden eine einfache 
Mannigfaltigkeit , die eine 3-dimensionale Fliche w'* Ordnung 
bilden 


R liefert die Zahl der Spitzen der C™ selbst und aller ihrer Pro- 
jectionscurven ; 

D_,, die Zabl der Raiume R,_2, die durch den Projectionsraum 
0,3 = 0, OW), ..., OM gehen und die Curve C™ zweimal 
schneiden ; 

d is die Zahl der Raume R,_; durch O,-3, die zwei nicht auf- 
einanderfolgende Tangenten der C™ enthalten. 

Hat die C™ D, Doppelpunkte und d, Doppeltangenten, so ver- 
mehren sich D und d respective um D, und d,. — 

Anstatt nun die verschiedenen Curven ,C™?, ..., 10m” 
einzeln zu betrachten, wie wir es jetzt fiir die ,C” gemacht haben, 
wollen wir jeden Charakter bei allen Curven zugleich fir die C™ inter- 
pretiren. Es seien 


m), m@),..., me; KO), BP), ..., KO; eal), eo, ..., ls 
R®, R®,..., Re); D®, DO, .-., De®; d, d®, ..., de- 


die Charaktere dieser Curven. Dann folgt zuniichst: 

Die Ordnungen m, m@),..., m@-*) sind alle gleich k. 

Die Inflexionstangenten w® der ,C™ liefern die stationéren Ebenen 

der ,C”, die Classe der ,C”, und fiir die 
folgenden Curven ,C™, ,C”,..., C™ die Zahl 
der Schmiegungsriiume R,, welche eine Gerade, 
eine Ebene, u. s. w., einen beliebigen Raum 
R,-« schneiden. Wir nennen w™ den dritten 
Rang der C™, wie auch ihrer Projectionscurven 
andl, S2+9 gue 
Wir kénnen also sagen: 
Die Schmiegungsrdéume R, der C™ bilden eine 
einfache Mannigfaltigkeit von Réumen R, wnd 
erzeugen zusammengenommen eine 4-dimensionale 
Fiche w Ordnung. 

Die Inflexionstangenten w® der ,C,™” liefern die stationiren Riume 
R, der ,C”, die Classe der ,C™, dann ferner 
fir die ,C™, die ,C™ ete., die Zahl der 
Schmiegungsriume R,, die eine Gerade, eine 
Ebene u. s. w., schneiden. Wir nennen w® 
den vierten Rang der C™ ebenso von y1C™,.. 

.., 60”. Alle Schmiegungsréume R, der C™ 

bilden eine 5-dimensionale Fliche w®)" Ordnung. 
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Das Gesetz der Bildung der Range der C™ und ihrer Projections- 
curven ist hiernach klar; insbesondere giebt w—® die Classe der C™ 
und w—®) die Zahl ihrer stationiiren Riume R,,. Die C™ kann noch 
w, Inflexionstangenten, w,“) stationire Schmiegungsriume R,_2 haben, 
die dann auch respective bei den Projectionscurven vorhanden sein 
werden. — Die C™ hat also n — 2 Ringe k, w, w,..., w-*), und 
wir kénnen sagen: ~ 

Die Schmiegungsriiume R, der C™(p > 1<n— 2) bilden eine 
einfache Mannigfaltigkeit von Riwmen R, einer (p+ 1)-dimensionalen 
Fliiche der w'?—*) Ordnung. Fiir p= 1 hat mar w =k. 

Die fernere Uebersicht tiber die Singularitiiten unserer Curven ge- 
staltet sich folgendermassen: 


1) Die Classen 
k von ,O,™ ist = w, 


Y (2) 
k@) ” 3,” as wi) ’ 


ke-%) ,, nor » =wr, 


2) Die Zahl der Spitzen 


R® von oC" ist gleich der Ordnung von ,C™ d.h. =m, 
R® , Or”, «Gem Rangek ,, ,C™ ,, = k, 


(3) 
R® ,, aC,” » » » » @ »  C™ =, 


—2 
Re—) ” 0” ' » ” ” ” w—4) der C™ ”» = wir), 


3) Doppelpunkte. 

a) Die Zahl der Doppelpunkte D® von ,C™” liefert die Zahl der 
Paare von nicht aufeinanderfolgenden Tangenten der ,C™, die 
sich in einem Punkte einer festen Ebene schneiden. Insofern 
man die C™ aus dem Raume 0,4 = O, OW, ..., O@— projicirt, 
liefert sie also die Zahl der Paare von zwei nicht consecutiven 
Tangenten der C™, die einen beliebigen Raum R,_, (namlich 
den Raum der durch 0,4 und die Ebene der Curve ,C™” 
bestimmt wird) in zwei Punkten einer Gerade schneiden, 
welche einen beliebigen Raum O,_, in R, trifft. Hat die 
C™ d, Doppeltangenten, so vermehrt sich D) ersichtlich um d, . 

b) Die Zahl der Doppelpunkte D® von ,C™. In analoger Weise, 
wie fiir D“, sieht man, dass D®) die Zahl der Paare von 

- nicht aufeinanderfolgenden Schmiegungsebenen der C™ liefert, 
die einen beliebigen R,_2 von R,, in zwei Punkten einer Geraden 
schneiden, welche einen beliebigen festen Raum O,_; von R,_2 
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trifft. Hat die OC d,“) Doppelschmiegungsebenen, so vermehrt 
sich D® um d,®. 

Das Gesetz der Bildung dieser Charaktere ist hiernach evident. 

Schliesslich kommt: 

Die Zahl der Doppelpunkte D-®) von »~C™"— liefert die Zahl 
von Paaren nicht aufeinanderfolgender Schmiegungsriume R,_» 
der C”, die sich in einem Punkte einer festen Ebene schneiden. 

D—*) ist also die Ordnung der (n — 2)-dimensionalen 
Doppelfliiche derjenigen Developpable, die aus den Schmiegungs- 
rdumen R,_2-der C™ gebildet ist, ete. 

Hat die C™d,“-» doppelte Schmiegungsriiume R, 2, so 

vermehrt sich D—) um d,“—*), * 
4) Doppeltangenten. 

a) Die Zahl der Doppeltangenten d® von ,C™” liefert die Paare 
von nicht aufeinanderfolgenden Schmiegungsebenen der ,C”, 
die sich in einer Geraden einer festen Ebene schneiden, d. h. 
d“) liefert die Zahl der Paare von nicht aufeinanderfolgenden 
Schmiegungsebenen der C™, die einen Raum R,_, in zwei Ge- 
raden schneiden, welche mit einem festen Raume O, 4 von 
R,-1 in einem Raume R,_: liegen. Hat die C™ d,) doppelte 
Schmiegungsebenen, so vermehrt sich d um d,™ ete. 

b) Die Zahl der Doppeltangenten.d°—) von ,.C™"— liefert die 
Zahl der Paare von nicht aufeinanderfolgenden Schmiegungs- 
raumen R,-; der C”, die sich in einer Geraden einer festen 
Ebene schneiden. 

33. Jede der m—1 Curven ,C”, .0,", ..., 210m” be- 

sitzt sechs Charaktere. Fiir die C™ ergeben sich also zunichst 6n—6 
Charaktere. Wir haben aber gesehen, dass: 


m) <= ml?) =. ee yl?) — k; oo — Ww, £2) = we) +. * Kin—4) == wl"); 
RO=m, R® =k, RO—w,..., ROD=— wr, 


Es sind also 3n —6 der 6m — 6 Charaktere respective anderen 
gleich. Daher hat die C” nur 3m allgemeine Charaktere; sie kann 
iiberdies noch » — 2 verschiedenartige, stationiire Elemente respective 
in der Anzahl w,, w,, -+-, w,*—) und  verschiedenartige Doppel- 
elemente D,, d,, d,', --+, d,”-®, namlich D, Doppelpunkte, d, 
Doppeltangenten etc., d,‘*-®) Doppelschmiegungsriume R,_, besitzen. 

Wir haben also folgende (n — 1)-Gruppen von 3 Gleichungen: 


: -| k= m(m— 1) — 2[(D+ D,) — 3B; 
(1) m = k(k — 1) — 2[d + dy] — 3(w + 0); 
w+w,— R=3(k—m); 
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w = k(k — 1) — 2[D + a] — 3(m + w,); 

k = w(w — 1) — 2[a + di] — 3(w + w,*); 
m + w, — (w + w,%) = 3(k — w); 

to) = w(w — 1) —2[D® + dy] — 3 + w); 

wo = w(w — 1) — 2[d® + a] — 3(w™ + w,%); 
k + 0,0 — (w® + w,%) = 3 (0 — w'); 


(2) 





(3) 





we- 9 om w'n—4) (aplm ee 1) o~n [De—*)-d,e—-9] — 3 (20-5) +-w, ("—); 
we 4) — wl"-3) (we) ome 1) — [a—2) + d,@—) — 3 wle-2) : 
wie) a we) — w@—-2)— 3 (w-4 a wir—)), 


(n—1) 





Fiir das Geschlecht aber erhilt man 2(m — 1) Gleichungen: 
gu Din) [D+ D,)—R a F—1)(kK—2) [d+d,] 


a : 
a | (w+), 


— £-YE=9) — [DO + da] — (m+ w,) = = Hens) 


— (ad + d,) — (wl + w,), 


(w"—*) — 1) (w"—*) 2) 


; — (De) + d,"—-9)] — (wl) + we) 


(w!"—9) — 1) (wl"—9) _ 9 
=> — > 











) fam 4 d-9] — aol-2, 


Wir haben also die Siitze: 

Eine Curve C™ in einem n-dimensionalen Raume R,, hat 3n all- 
gemeine Charaktere, zwischen welchen n — 1 Gruppen von 3 unab- 
hingigen Gleichungen bestehen. 

Sie kann noch n—2 Arten von stationdren und n Arten von 
Doppelelementen enthalten. ° 

Wenn Doppelelemente vorhanden sind, so treten sie in den voraus- 
gehenden Gleichungen nur in den eckigen Klammern auf, d. h. wir 
kinnen alsdann die Summen [D+ D,], [d+ d,] ete. als 2(n — 1) 
Charaktere betrachten. 

Man sieht zugleich aus dem Vorhergehenden, dass die Projections- 
curven und die Schnittcurven mit ihren Developpablen oder mit den 
von C™ selbst dasselbe Geschlecht p besitzen, wie es sein muss. 
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Ich sage nun tiberdiess: 

Wenn 3 Charaktere gegeben sind, so kann man die iibrigen 
berechnen. 

In der That aus dem Ausdrucke 


p= SO) _ (p+ D)—R 





hat man 


[D+ D)]+R=S—VO—* _ >», 


und aus den Formeln (1), (2), ---, (wn — 1) folgt: 





k=2(m — 1)— R + 2p, 
w= 3(m — 2) —2R — w, + 6p, 
w) = 4(m — 3) —3R — te — wt + 8p, 


— nn oe Dew ras 2)R—[(n—3) 10, + (n—2) (0-4. 
+ 0,0] +(n—1)(n—2)p, 

we") == (m —n-+t-1)— (n—1) R— [(n—2) wo, + +--+ w,%-] +n (n—1)p, 

w—*) ==(m + 1)(m —n)—n R—[(mn—1)w,++--+]+n(n+1)p 


Diese Gleichungen geben uns aber das Mittel um die Ringe, die Classe 
und die stationiiren Riume R,_; der C,, zu berechnen, wenn das Ge- 
schlecht p, die Ordnung m, die Zahl der Spitzen und die andern 
stationiiren Elemente gegeben sind, was zu beweisen war. 

34. Die Projectionscurven der C™ des R, in die niedrigeren 
Riume FR, 1, Ras, +++, R,, R, werden, wie wir wissen, erhalten, 
indem man von einem R,, F,, ---, R»~-s respective projicirt. Wenn 
wir specielle Lagen der Projectionsriiume R,, R,, -- +, R»-s betrachten, 
so bekommen wir Curven der m'*" oder niedrigerer Ordnung, deren 
Singularitiiten von der speciellen Lage der Projectionsriume abhiingen. 

Ein Raum R,_3; kann z. B. einen Punkt A, mit der Curve gemein 
haben. Dann legen wir durch die Tangente in A, an’ die Curve einen 
Raum R,_,, der die Curve C” noch in m — 2 Punkten schneidet. 
Daher wird [D+ D,] sich um m— 2 vermindern; und allgemein, 


n ° ° . ° 
wenn R,-3 = Punkte mit der C™ gemein hat, so vermindert sich 


[D+ D,| um m — n. 

Wenn der R,_; eine Tangente schneidet, so erhilt die ebene ~ 
Projectionscurve der C™ eine Spitze, dasselbe geschieht fiir die Pro- 
jectionscurve in einem Raume R, (p < ), wenn der projicirende Raum 
R,~-p-1 von einer Tangente der C™ getroffen wird. Trifft der Raum 
R,-p-1 eine Schmiegungsebene der C™ in einem Punkte, so erhilt die 
Projectionscurve in R, eine Inflexionstangente; wenn R,_p-1 einen 
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Schmiegungsraum R, der Curve schneidet, (s << p), so bekommt die 
Projectionscurve einen stationiiren Raum R,,. 

Wir sehen also, dass die verschiedenen Singularititen der Projections- 
curve. der C™ aus den verschiedenen Lagen der Projectionsrdume 
R,, R,, --+, Ras gegen die C™ entstehen. Analoge Betrachtungen 
kann man natiirlich auch mit der Developpablen der C™ machen. So 
erkennen wir, wie wichtig das Princip des Projicirens und Schneidens 
fiir das Studium der Singularititen der Curven und in analoger Weise 
auch der Fliichen sein muss. 

Wir werden das besser in den folgenden Paragraphen durch Bei- 
spiele verstehen. 


§ 2. 
Einfachste Anwendungen. 


35. Wenn wir in den letzten Formeln Nr. 33, p=0, w,=w,Y=--- 
= w,*—) = 0, R=0, n= ~m setzen, so haben wir die Ringe, die 
Classe und die stationiren R,_, der-allgemeinen rationalen Curve C*. 
Wir finden: 

k=2(n—1), w=3(n— 2), ---, we) = 2(n—1), 
we) =n, wi) = 0, 


Die Rationalcurve C* in R, hat also die Ringe 1'** und (n—2)'*, 
2'ee und (n — 3)" Grades u. s. w. respective einander gleich. Sie hat 
die Classe n und hat keine stationiren oder Doppelelemente. 

Nun werde fiir das Folgende verabredet: 

Wir nennen zwei Curven derselben Art, wenn sie dieselben Charaktere 
besitzen. 

Fiir jede C* des R, ist das Geschlecht p nothwendig gleich null, 
und die Zahl der Spitzen sowie der wirklichen Doppelpunkte auch 
null, denn sonst miisste sie in einem R,_,; enthalten sein. Daher folgt: 

Alle C* des R, gehiren zu derselben Art. Wir wollen sie daher 
rationale Normalcurven des Raumes R, nennen. Die rationalen Normal- 
curven des Raumes R,, haben keine stationdren und keine Doppelelemente. 

Fiir die elliptische Curve C*+'(p = 1), mit 
wv, = wv, =—+ee =m w,—) = 0 


hat man: 
k=2(n—1)+2, w=—3(n— 2)+ 6, --+, we-9 = vn? — 1, 
wr) — n(n-+1), we) = (n+ 1). 
Eine einfache Ueberlegung lisst nun folgenden Satz sehen: 
Die elliptische Curve C+! des R, hat keine doppelten oder statio- 


ndren Elemente, sie hat nur (n + 1)* stationdre Réume R,;. Alle 
elliptischen Curven C"+! in R, gehdren also zu derselben Art. — 
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Wir nennen die C+ daher die elliptische Normalcurve des R,. 

Sie hat die Classe n(n + 1) und thre Rénge sind respective 
k=2(n—1)+2, w=—3(n— 2)+ 6, ---, wO4 == vn? — 1. 

36. Wir wollen jetzt die Charaktere einer Curve bestimmen, die 
den vollstandigen Schnitt von » — 1 (m — 1)-dimensionalen F'lichen 
ist, deren Ordnungen respective uw, w®, ---, w@— betragen, und 
zwar setze ich zuerst voraus, dass sie keine Doppelpunkte und keine 
Spitzen besitzt. Ich verallgemeinere zu dem Zwecke die Methode, die 
in der Salmon-Fiedler’schen Geometrie des Raumes (Bd. 2, Art. 83.) 
angewandt ist. *) 

Es sei ein Raum R,_2 durch folgende Gleichungen bestimmt: 


yy t+ + Anti tng = 0, Bye, fe + + Ong Magi = 0, 
und es seien 
uw) = 0, ul?) == 0), ee ty u*-) — 0 
als Gleichungen der » — 1 Fliaichen gegeben. Wir bilden folgende 
Determinante: 


a, a, eee An+1 | 
b, b, +++ Boss | 
(1) uj 4 +++ wh | 0, 


4,@—D, u,-2) eae ue 





Wo Uj), wl), + +, Ds wl, wl, ---, wl") ete. die ersten Diffe- 
rentialen von u™ --- uw" respective nach w,, 2, +++, Zn41 sind. 
Die Determinante (1) stellt eine (n — 1)-dimensionale Fliche dar, 
die der Ort derjenigen Punkte P, ist, deren Polarriume R,_, in Bezug 
auf die » — 1 Flichen wu in einer Geraden p, sich schneiden, die den 
gegebenen Raum R,_+» trifft. Fiir die Punkte P,, in denen die Fliche 
(1) der Durchschnittcurve der n — 1 Flachen begegnet, ist die Gerade 
p, eine Tangente derselben in P,, und da die Flaiche (1) von der 
Ordnung 
w+ 2) 4... wo) — (n — 1) = > w—n+ 1 


: ‘ i=1,.. (n—1) 
ist, so wird 


k= uw p®... yoo! BO — n+ 1) 
sein, 


Nunmebr kénnen wir aus der Gleichung 


*) Man sehe auch den synthetischen Beweis von Cremona: ,,Theorie der 
Oberflichen“, p. 99, fiir die Durchschnittcurve zweier Flichen in Ry. 





+ 
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k= m(m — 1)—2D 
D bestimmen. Wir finden: 


2D = py®... won [uw +o po) = 2 +n — 2] ; 


Hieraus ergiebt sich sofort der Werth des Geschlechtes. Wir 

haben in 

Poe oh 2) 2 
fiir m und D ihre Werthe einzusetzen. Dann folgen alle anderen 
Singularitiiten aus den Formeln des vorigen Paragraphen. 

Haben zwei der (mn — 1)-dimensionalen Flaichen u eine einfache 
Beriihrung, so hat ihre Durchschnittsfliche von » — 2 Dimensionen 
einen Doppelpunkt 2,, und daher wird auch die vollstindige Durch- 
schnittcurve der » —1 Fliichen wu; an der betreffenden Stelle einen 
Doppelpunkt erhalten. Alle Geraden, welche in R, mit der Schnitt- 
fliche 3 Punkte gemein haben, bilden nach Nr. 5. einen (n — 2) -dimen- 
sionalen R,-Kegel 2'* Ordnung. Zerfallt dieser Kegel in zwei Riume 
R,~2, so bleibt R, fiir die Durchschnittcurve noch immer ein Doppel- 
punkt; fallen die beiden Riume zusammen, so sagen wir, dass die 
zwei (m — 1)-dimensionalen Fliichen u sich stationdr berithren. In 
diesem Falle ist R, eine Spitze der Durchschnittcurve der » — 1 
Flichen uw. Es wird daher: 


k= wi)... pon! vw — n+ 1) — 2D,—3R 


sein, wenn D, einfache Beriihrungen und & stationiire Berihrungen 
stattfinden. Daraus folgt: 


2D =p... ur" (aM... we »— wu +n — 2) — 2D, 
und 


p= aed 1 So — ae ee 





* Wenn also die vollstiindige Durchschnittcurve der n — 1 Fliichen 
u® D, Doppelpunkte und R Spitzen erhdlt, so vermindert sich das p 
um D, + R. 

Uebrigens sind ihre Charaktere, wie wir sehen, vollstiingig be- 
stimmt. 

Als Beispiel nehmen wir 3 beliebige 3-dimensionale Flichen in 
R,; sie schneiden sich in einer C*. Somit kommt: 


n=8, k=8, D=16, p=5, w= 48, wi) =—32, w®) = 120. 


' Die volistiindige Durchschnittcurve von 3 beliebigen 3-dimensionalen 
Fliichen 2’ Ordnung in Ry, hat den 1" Rang = 8, den 2 = 48; 
sie hat die Classe 32, das Geschlecht 5, und 120 stationdre Raume R,. — 
Welche Lage haben diese 120 Riume? 
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37. Wir wollen jetzt annehmen, dass die Durchschnittscurve der 
(wn — 1)-Flachen wu in zwei Curven der Ordnung m und m’ zerfallt, 
und wollen unter dieser Annahme D berechnen, indem wir voraus- 
setzen, dass weder Doppelpunkte noch Spitzen vorhanden sind. 

Die Schnittpunkte eines R,» mit der Durchschnittscurve, welche 
sie zweimal trifft, kénnen entweder auf einer oder auf der andern 
Curve, respective auf beiden Curven liegen. Wir benennen diese drei 
Fille mit den 3 Zahlen D, D', D’. Wir haben gesehen, dass im 
allgemeinen Falle 


2D — uw")... we—| a wee ped — i uO +n — 2| 


ist. Es giebt dann eine (n — 1)-dimensionale Fliche der Ordnung 


(u we ed —»’ w +n — 2), 


welche die Curve in denjenigen 2.D Punkten schneidet, die mit einen 
bestimmten Raume R,_; (welchem die Fliiche entspricht) verbunden, 
die D durch R,-3 hindurchlaufende Riume fF,» liefern, die die Curve 
zweimal schneiden*). Dieselbe Flache muss jetzt in den 2( D+ D’+ D”) 
Punkten schneiden. Daher miissen wir haben 


m(u ess po) ions a Th) + i see 2) =2?D rs D", 


m’ (wu)... wo) — e vw + — 2) =—2D'+ Dd". 
Daraus folgt: 


2(D — D’) = (m — m’) (um ve pO) — a wo +n — 2) ‘ 


Wenn also die Charaktere der einen Curve bekannt sind, so kann 
man die der zweiten berechnen. 

Wir denken uns nun, dass die » — 1 Flichen w in einer festen 
Curve C™ sich schneiden. Sie schneiden sich dann im Allgemeinen in 
einer andern Curve C”, die im Allgemeinen keine Doppelpunkte oder 
Spitzen besitzt. Wenn jetzt zwei Fiichen w eine einfache oder eine 
stationiire Beriihrung in D, respective  Punkten bekommen, so wird 
die C™ D, Doppelpunkte und FR Spitzen erhalten, und es folgt dann, 
dass D um D, sich vermehrt, und dass py um D, + RK sich vermindert. 

Da man eine beliebige Curve in J, als (vollstiindigen oder unvoll- 
stiindigen) Schnitt von m — 1 Fliichen w® betrachten kann, so schliesst 
man allgemein: Wenn eine Curve C™ vom Geschlechte p in R, ge- 





*) Man sieht dies, indem man die Gleichung des (m — 1)-dimensionalen 
Kegels bildet, welcher aus einem Raume R,_,, der mit der Curve einen Punkt 


gemein hat, die Schnittcurve der n — 1 Flichen wu") projicirt. Man sehe auch 
den synthetischen Beweis von Cremona, !. ¢, p. 101, fiir den Fall » = 3, 
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geben ist und sie erhdlt noch D, neue Doppelpunkte und R Spitzen, so ver- 
mindert sich ihr Geschlecht p um D, + R. 

Als Beispiel betrachten wir drei 3- dimensionale Flachen 2'" Grades 
F,? in R,: 

1) Schneiden sich die drei Flichen in einer C® eines R,, so 
schneiden sie sich im Allgemeinen noch in einer C5. — Wir haben also: 


D=1i, wm=3, m=5, 


daher: 
D=5, p=1. 
Wir bekommen also die elliptische Normalcurve des R,, die 
(m + 1)? — 25 stationire Raume R, hat*). 
Wenn sich zwei der Flichen in einem Punkte bertihren, so wird 
die C® einen Doppelpunkt erhalten, d. h. 
: D=6, p=0 
sein. 
2) Schneiden sich die F,? in einem Kegelschnitte, so schneiden 
sie sich weiter in einer C°: 


D'=0, m=2, m=6, 
D=8, p=2. 


3) Schneiden sie sich in einer Geraden g,, so schneiden sie sich 
weiter in einer C’. Man hat fir letztere: 


D= 0, m=—l1, 
D=—12, p=3. 


Diese C’ hat also das Geschlecht 3. 

Die Gerade g, ist eine dreifache Secante der C’. (Uebrigens die 
einzige dreifache Secante.) 

In der That, man betrachte, um Letzteres nachzuweisen, drei 
3-dimensionale R,-Kegel 2'* Ordnung in F,. Dieselben schneiden 
sich im Allgemeinen in einer C*. Haben sie aber eine erzeugende g, 
gemein, so erzeugen sie eine C’, die durch die Spitzen der 3 Kegel 
geht. Ueberdies gehen durch die C’ und die g; oo? F,?. Oder auch 
so: Die 3 Kegel kénnen so liegen, dass 3 Ebenen derselben sich in 
einer Geraden g, schneiden. Dann legen wir durch g, einen R,; er 
wird die 3 Kegel in drei F’,? schneiden, die durch g, gehen und daher 
noch 4 Punkte gemein haben, Die Gerade g, ist also in der That 
eine dreifache Secante der C’. 


*) Klein hat in einer kurzen Note dieser Annalen, Bd. XVII, die elliptische 
Curve C"+! des Raumes R,, als Vertreterin des elliptischen Integrals 1'°* Gattung 


angenommen. — Die C* in R, ist in diesem Sinne von Dr. Bianchi in dem- 
selben Bande studirt worden. 
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In dem Netze von drei beliebigen F,?, die sich in einer C7 und 
einer Geraden g, schneiden, giebt es unendlich viele R,- Kegel, die 
dem Netze zugehéren, und zwar liegen ihre Spitzen in der Jacobi’- ° 
schen Fliiche des Netzes. Daher ist unser Satz allgemein bewiesen. 


§ 3. 
Rationale Curven.*) 


38. Wir haben in § 1. gesehen, dass irgend zwei rationale 
Normaleurven C* des R, dieselben Charaktere besitzen; sie sind von 
der n'*" Classe und haben keine stationiren Raume. 

Das ergiebt sich auch aus der Thatsache, dass zwet rationale 
Normaleurven C*, C’ des R, co oft sich linear in einander transformiren 
lassen, wie wir jetzt beweisen werden. Eine rationale Curve C” des 
R, kann durch  projectivische Biischel von (nm — 1)-dimensionalen 
Raiumen 


AM, + ABO, =0, ++ AM, + ABM, = 0 


erzeugt werden (wie wir im nichsten Abschnitte niher erliutern wollen). 
Es geht aus dieser Construction der C” hervor, dass die Coordinaten 
jedes ihrer Punkte bei Einfiihrung eines passenden Coordinatensystems 
sich folgendermassen darstellen lassen: 


(1) By 2 Bq i Byte eS Sugg om A*s Armd: ged; ..-3], 
wo A ein Parameter ist. 
Betrachten wir nun eine andere Curve C’*. Wir kénnen dann 


die Coordinaten ihrer Punkte bei Festhaltung des Coordinatensystems 
durch rationale ganze Functionen von 4 darstellen: 


(2) wy 3 ay) ty t+ + +t ng F(A) 2 H(A) § f(A) t+ + +t fpr (A). 

Hier lassen sich /,, f,, +++ f.41 linear durch 4”, 4"—1, --- 1 zusammen- 
setzen, so dass wir zwischen den x; und 2; folgende Transformations- 
formeln haben werden: 


(3) OU, = Air Hy + Aint, + +++ + Gintn, 


wo die a,, die Coefficienten der Function /f;(4) sind. 

Aus (3) geht hervor, dass nicht nur einem Punkte a; der C” ein 
Punkt der C’* projectivisch entspricht, sondern auch dass jedem Punkte 
des Raumes R, ein anderer Punkt des R, in projectivischer Weise 
entspricht, d. h. wir haben zwei collineare Riume S,_1, S,;-1 in R,, 
bei welchen die Curven C*, C*’ sich projectivisch entsprechen. Wenn wir 
nun beachten, dass derselbe Schluss bestehen bleibt, indem wir in (2) 





*) Siehe auch Abschnitt V, § 3. 
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A durch reas ersetzen, so sehen wir in der That, dass die beiden 
Curven, die auch zusammenfallen kénnen, durch oo* lineare Trans- 
formationen in sich tibergehen. 

39. Betrachten wir jetzt eine Normalcurve C* des R,. Wenn wir 
sie aus einem ihrer Punkte in einen Raum fF, _; projiciren, so er- 
halten wir eine Curve C”~!, die auch eine rationale Normalcurve des 
R,1 ist. Verfahren wir in derselben Weise mit der C*—! u. s. w., so 
bekommen wir folgenden Satz: 

Jede rationale Normaleurve C™ des Ry,(m <n) kann durch Pro- 
jection der C” des R, von einem R, 1 aus, der n — m beliebige 
Punkte mit der Curve C" gemein hat, erhalten werden. 

Betrachten wir jetzt eine Rationalcurve C’" n'* oder niedrigerer 
Ordnung in F,,, so lassen sich die Coordinaten ihrer Punkte durch 
rationale ganze Functionen n'** oder niedrigeren Grades eines Parameters 
A darstellen, d. h. wir haben: 

(1) Wy ty tess? Unger = f,(A) 2 fy(A) 2+ +t fmt (A): 

Jetzt fiigen wir noch nm — m Coordinaten 2,42, -.., nz und 
noch » — m rationale ganze Functionen n'" Grades von 4 hinzu, so 
erhalten wir eine rationale Normalcurve des R,, aus welcher die ge- 
gebene Curve mittelst Projection entsteht. Die Curve (1) mag also 
Singularitiiten haben, welche sie will, sie wird immer als Projection 
einer Normalcurve C" des Rf, erhalten, und da alle rationale Normal- 
curven des ft, projectivisch sind, so sehen wir, dass durch geeignete 
Projection einer und derselben C" des R, alle Arten von Rational- 
curven n'* oder niedrigerer Ordnung in den Riumen von weniger als 
nm Dimensionen erhalten werden kénnen. 

Dieser Satz ist dem frither aufgestellten Theoreme analog, dass 
man aus einer Fundamentalpyramide des F, alle in niedrigeren 
Riiumen gelegene Arten von Configurationen von m+ 1 oder weniger 
als » + 1 Punkten durch geeignete Projection erhalt. Wir haben also 
den folgenden Satz: 

Jede beliebige Rationalcurve n' oder niedrigerer Ordnung in R,, 
Ry, ..-, Ra-1 ist immer die eindeutige Projection einer Normalcurve 
C* des R,. Und umgekehrt aus einer Rationalcurve der n°” Ordnung 
in It, kann man durch geeignete Projection jede Art von Rationaleurven 
der n'*"oder niedrigerer Ordnung in den Riéiwmen R,1, Rus, ..., Rg, Ry 
erhalten. 

Analog kommt: 

Jede rationale Curve n'* oder niedrigerer Classe in R,, Ry, ... Rs 
kann immer durch geeignetes Schneiden aus der developpablen Fliiche 
einer C" in R, erhalten werden, und umgekehrt. 

Also kénnen wir auch sagen: 
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Wenn eine Rationalcurve in R,, ... Ras von der n= Ordnung 
und von der m'*" Classe ist, wo m =n -+ q sein mag, so kann man sie 
durch Projection aus der Normaleurve C+ des Ry, oder durch 
Schneiden der zugehdrigen Developpabeln erhalten. 

40. Aus den Formeln der 33. Nummer finden wir ftir p=0 und m=n 


D+ R=—S—VO—), w—3(n—2) —2R, 


so dass die Maximalzahl der Spitzen einer Rationaleurve n'* Ordnung 
in R, 


























(1) R= [> —2)| 
ist. 

Sind w Inflexionstangenten vorhanden, so kommt entsprechend 
(1’) R=[>@—2)—§]. 


Fiir die rationalen Curven in R, ergiebt sich als Maximalzahl der 
Spitzen : 


(2) R=|;—3)], 


und wenn w, stationiire Ebenen und w, Inflexionstangenten vorhanden 


) 
(3) R=[5—3)-5m—-F |- 


Allgemein erhilt man fiir die Rationaleurve C* in R,, die Maximal- 


zahl der Spitzen I 
R=["F-@—m)], 





m 


und wenn w, Inflexionstangenten, w, stationire Ebenen u. s. w., 
w—*) stationiire Riume R,,, vorhanden sind, so ist: 


1 m—2 1) w ™—*) 
w, +- hn Sr ]. 


m m m Mm 





Wir werden jetzt sehen: Dass die C* in R,, wirklich das be- 
treffende Maximum erreichen kann, dass tiberdies auch alle anderen 
Fille wirklich vorkommen. 

Betrachten wir zu dem Zwecke die C* des R, und projiciren wir 
dieselbe zuniichst von einem allgemein gelegenen Raume F,-3 auf eine | 
Ebene, so hat man fiir die Projectionscurve allgemein: | 

Dam “—") (m — 2) 
2 

Nun ist ein R,_3; in R, durch nm — 2 Punkte bestimmt; der R,_; 
hiingt also von 3(” — 2) unabhiingigen Constanten ab. Wenn 2, ) 
x, ..., ¢{"-» die Coordinaten der »— 2 beliebigen Punkte von 

Mathematische Annalen. XIX. 14 
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R,-3 sind, so haben die Coordinaten jedes Punktes dieses Raumes 
die Form: 


AM oO) A) aI) Ee, AB gym), 
Wenn eine Ebene 
we 2/0) 4 w® 2/® 4+ pS 2/® 
den Raum R,_3 schneiden soll, so muss eine Bedingung erfillt werden, 
nimlich es muss folgende Determinante verschwinden: 
le’, 2/@, 28, 2, 2,2... a! 
2%, 2, 2°, 2, 2... 2° 


(1) =0. 


*(1) "(2) "(3) (1) (2) —2) 
Tati? Titi? Vee Tei? a are 


Dagegen miissen zwei Bedingungen erfiillt werden, wenn eine 
Gerade den Raum R,_3 schneiden soll, denn statt einer (n — 1) glied- 
rigen Determinante (1) haben wir eine Matrix mit » + 1 Zeilen und 
m Columnen, Also: 


Wenn [a _ 2)| beliebige Geraden oder 3(n — 2) Ebenen in R, 
gegeben sind, so giebt es wenigstens einen R,_3, der sie alle trifft.*) 

Wenn man jetzt die [= (n — 2)| beliebigen Geraden als Tan- 
genten der C" annimmt und die C” von einem Raume F&,,_3, der diese 
Tangenten trifft, projiciren, so erhiilt die Projectionscurve in der Ebene 
wirklich § (n — 2)| Spitzen. Die ebene Rationalcurve n't Ordnung 
erreicht dann also die Maximalzahl der Spitzen, und umgekehrt sehen 
wir, dass es keinen Raum R,_»; giebt, der mehr als [2 (n — 2)] Tan- 
genten der C” schneidet. 

Wir kénnen einen Raum R,_3 nach Belieben natiirlich auch so 


wihlen, dass er weniger als E (n — 2)| Tangenten der C* schneidet. 
Die C* in R, kann also R=O, 1,2, -- - k (n — 2)| haben, wie be- 
hauptet wurde. 

Wenn ein R,_3 eine Schmiegungsebene der C* trifft, aber nicht 
die Tangenten in ihr, so erhilt die C” eine Inflexionstangente. Soll 
nun ein R,_; w Schmiegungsebenen der C” in einem Punkte treffen, 


so kann man noch so iiber ihn verfiigen, dass er [= — 2) — 2 

*) Durch Ueberlegungen, die ich hier nicht ausfiihre, kann man sich in 
aller Strenge iiberzeugen, dass die Zahi der betreffenden R,_, immer > 0 
sein muss, 
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Tangenten trifft; diese Zah] stimmt mit der Maximalzahl der Spitzen der 
ebenen Rationalcurve, wenn w Inflexionstangenten vorhanden sind, 
iiberein. Da 3(m — 2) beliebige Ebenen in R, immer von einem R,_3 
respective in einem Punkte geschnitten werden, und im Allgemeinen 
fiir die ebene Curve 
w= 3(n — 2) 

ist, so sehen wir umgekehrt, dass ein R,»-3 in R, nur 3(n — 2) 
Schmiegungsebenen- der C* schneiden kann, dass dies im Allgemeinen 
aber auch wirklich geschieht. 

41. Wir projiciren jetzt die C" von einem Raume R,_, in einen 
Raum Ff,. Der Raum R,_4 hingt von 4(m — 3) Constanten ab, und 


daher werden & (n — 3)] beliebige Geraden, oder 2 (n ~- 3) beliebige 


Ebenen, oder 4(m — 1) R,, in R, wenigstens von einem Ry_4 in 
Punkten geschnitten. 

Weun wir so fortfahren und die niimlichen Schliisse ziehen, die wir 
vorher fir die ebenen Curven gezogen haben, so sehen wir, d&ss eine 
Curve n'* Ordnung in einem Raume J, die Maximalzahl der Spitzen, In- 
flexionstangenten u. s. w. stationiiren Riume R,,, wirklich erreichen 
kann. 

Nun iiberlege man sich, dass, wenn die stationiiren Elemente 1, , 
w,%,..., w,"-® gegeben sind, man die anderen Charaktere durch das 
Geschlecht p, die Ordnung m und Zahl der Spitzen berechnen kann. 

Man beachte ferner, dass, wenn ein System positiver ganzer 
Lésungen der 3(m — 1) Gleichungen, die zwischen den Singularititen 
der Curven in R, bestehen, gegeben ist, auch R ganz und positiv 
sein muss, zugleich aber auch das Maximum von R# nicht itber- 
steigen kann. Somit haben wir folgenden Satz: 

Alle ganzen positiven Lisungen der 3(n — 1) Gleichungen einer 
C™ in R, (daher auch der Pliicker’schen Gleichungen in der Ebene 
und der Cayley-Plicker’schen Gleichungen in R,) sind fiir p = 0 
Charaktere wirklich existirender Curven. — 

Andere Eigenschaften der Rationalcurven mittelst des Projicirens 
und Schneidens werden wir im niachsten Abschnitt keunen lernen. 


§ 4. 
Elliptische Curven und Curven von beliebigem p, 


42. Elliptische Curven. 
Man hat auch fiir die elliptischen Normaleurven das Analogon 
desjenigen Satzes, den wir fiir die rationalen Normalcurven der Riiume 
R,, R,, --+ Ra-1 in Nr. 38. gegeben haben, d. h. dass die elliptischen 
Normaleurven der Réwme R,, R,, +++ Ras durch Projection der 
14* 
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C+! des R,, hervorgehen, in derselben Weise wie die rationalen Normal- 
curven derselben Réume aus der C" des R,, entstehen. 

Die Coordinaten der Punkte einer elliptischen Normalcurve C*+ 
des R, lassen sich als elliptische Functionen (m + 1)'*" Grades eines 
Parameters darstellen, welche identische Periodicitiitsmoduln o, @' 
besitzen.*) 

Die Coordinaten einer elliptischen- Curve C? in einem Raume 
Rn, wo m <n ist, lassen sich auch als elliptische Functionen eines 
Parameters darstellen, so dass man durch Hinzufiigung von n — m 
Coordinaten und betreffenden elliptischen Functionen mit identischen 
Periodicitétsmoduln , @’ eine Normalcurve in R, erhiilt, aus welcher 
die gegebene Curve in R,, als Projection entsteht. 

Wir haben gesehen, dass alle elliptischen Curven C+! des R, 
dieselben Charaktere besitzen und also zu derselben Art gehdren. 
Somit: 

Jede elliptische Curve der (n + 1)" oder niedrigeren Ordnung in 
einem Rn, wom < nist, kann als eindeutige Projection einer elliptischen 
Normalcurve des Raumes R,, angesehen werden. — Und umgekehrt, aus 
der einzelnen elliptischen Normalcurve C"+' in R, kann man alle Arten 
von elliptischen Curven von der (n+ 1)" oder niedrigeren Ordnung 
in den Réiwmen R,, R,, ---, Ras erhalten, die bei demselben Modul 
moglich sind. 

Es gilt natiirlich der duale Satz, aber nicht in derselben Form 
wie bei den Rotationalcurven, denn die Classe der C* in R, ist auch 
mn, wahrend die Classe der elliptischen Curven C"+' in R, gleich 
n(m + 1) ist (Nr. 36.). 

Dass bei allen diesen Projectionen der Modul der elliptischen 
Functionen (der ftir die Curven ein Doppelverhiltniss bedeutet) un- 
geiindert: bleibt, erlautere ich im Texte der Kiirze halber nicht. Der 
Hauptzweck meiner Arbeit ist der, das Studium der projectivischen Eigen- 
schaften eines geometrischen Gebildes eines Raumes R,, durch Pro- 
jection oder Schneiden eines allgemeineren und einfacheren Gebildes 
des R, zu erleichtern, und in diesem Sinne z. B. die verschiedenen 
Arten von Curven und Flaichen nach ihren Singularitiaten zu studiren, 
wie ich schon in der Einleitung betont habe. Daher werde ich die- 
jenigen Sitze der Theorie der algebraischen Functionen als gegeben 
betrachten, die mich zu meinem Ziele fiihren. 

43. Curven von beliebigem Geschlechte p. 

Man unterscheidet auf einer ebenen Curve F'(s, 2)—=0 Punktgruppen, 
durch welche keine adjungirte Curve (n — 3) Ordnung g_hindurch- 
geht und Punktgruppen (Specialgruppen), bei denen dieses der Fall 


*) Siehe Clifford 1. c. und Klein, Math. Annalen Bd. XVII 1. ¢, 
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ist.*) Wenn wir in irgend einer Curve F(s, 2) == 0 der Ordnung n 
und des Geschlechts p, m Punkte nehmen, die eine Gruppe der ersten 
Art bilden, so geht durch sie keine gm, aber wohl eine adjungirte 
Curve C*’, wo n’ >n—=3 sein wird. Dann sind genau p der nn’ 
Schnittpunkte der beiden Curven durch die iibrigen bestimmt. Daher 
gehen durch sie m—p-+1 unabhingige Curven FO, FO, ... 
Fim—p+), 
Setzt man jetzt 
By 2 My to 0t Sm pgs = FO: FO): ...: Fe—ety, 

so hat man eine C™ in R,,_, mit dem Geschlechte p, und eine solche 
C™ kann nicht in einem héheren Raume als R,,_, enthalten sein, ohne 
in einem [,,_, zu liegen.**) Wir sehen also: Dass die-C” in R, noth- 
wendig p==0, die C"+' héchstens p—1 etc., die C"+", wo r<_n ist, héch- 
stens p =r hat. Fir die C*t+" hort das Gesetz auf, weil Punktsysteme 
2 Art auftreten. Die C+" kann héchstens das Geschlecht » + 1 
haben, wie z. B. die C4 in der Ebene das Geschlecht 3 erreichen kann. 
Solche Curven kann man Curven 2'*' Art des beziiglichen Raumes nennen. 
Wir werden aber fiir unsern Zweck nur Curven 1'* Art betrachten, 
denn wir kénnen immer in einem héheren Raume Curven 1' Art mit 
einem bestimmten p finden. So z. B. ist die C’ in R* eine Curve 
l' Art mit p= 3, wie die allgemeine C* in der Ebene, die eine 
Curve 2‘ Art ist. 

Die C+ des R,, mit p=—r<n, kann keine Doppelpunkte 
oder Spitzen erhalten, denn nach unseren - friiheren Untersuchungen 
(Nr. 37.) wiirde das p sich dann vermindern. 

Sie kann aber stationiire Elemente erhalten. Daher zerfallen die 
C+ in R, mit p=—r in verschiedene Arten von Curven, die wir 
alle Normalcurven des Geschlechtes p =r < » in R, nennen. 

Wenn man eine solche C"+” von einem Raume F,_,-2 in einen 
Ri41 projicirt, der mit der C+” n— m—1 Punkte gemein hat, 
so erhilt man in R,,, eine Normaleurve C+! desselben Geschlechtes 
r, und welche die letzte Normalcurve des 2,4, ist, wenn man als 
erste die rationale Normalcurve bezeichnet. Projicirt man aber die 
C+ yon einem Raume R,_,1, der mit C»+” n — m Punkte gemein 
hat, in einen R,, so erhalt man eine C?", die in R, keine Normal- 
curve, in unserem Sinne, ist; nur die rationalen und elliptischen 
Normalcurven des &,, haben die Eigenthiimlichkeit, dass sie von einem 
beliebigen solchen Raume F,,_,; in einen &, projicirt, eine rationale 
oder elliptische Normalcurve des R, liefern. Also: 


*) Brill und Néther: ,,Ueber algebraische Functionen und ihre An- 
wendung in der Geometrie,‘‘ Math. Annalen Bd. VII, p. 269. 

**) Diesen Satz hat Clifford }. c. mit Hiilfe des Abel’schen Theorems 
bewiesen. 
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Jede Normalcurve C+" mit dem Geschlechte p=r <n ergiebt, 
durch geeignetes Projiciren, Normalcurven desselben Geschlechtes in den 
Réumen Ryu, R,-2; eer, Ry4:. 

44, Projiciren wir jetzt eine Normalcurve C+’ des R, von einem 
beliebigen Raume R,_,-1 in R,,, so erhalten wir eine Curve C’"+" des 
R,, von dem Geschlechte p =r und von der Ordnung n+ 1, sofern 
R,~n-1 die C"+" nirgendwo schneidet. 

Projiciren wir jetzt weiter die C+” in eine ebene Curve C+”. Diese 
Curve ,C’"+” und die Curve F(s, 2) = 0 der vorigen Nummer, die uns 
zur Bestimmung der C"+" gedient hat, sind auf einander transformirbar, 
daher kann man die C’™+” auch durch algebraische Functionen eines 
Parameters darstellen, die nach Riemann*) mit denjenigen der 
Normaleurven C+" des Rf, zu derselben Classe gehdren. 

Umgekehrt kann man von jeder Curve (n + r)'*" oder niedrigerer 
Ordnung zur Normalcurve C"+” des Rf, aufsteigen. Also: 

Wenn man alle Normalcurven eines Geschlechtes p <n in R, in 
allen miglichen Weisen projicirt, so erhdlt man alle Arten von Curven 
der (n + p)' oder niedrigeren Ordnung in den niedrigeren Réumen 
als R,, und umgekehrt: 

Jede beliebige Curve der (n + p)'" oder niedrigeren Ordnung in 
Ry, (wo m <n ist) vom Geschlechte p kann als eindeutige Projection einer 
Normalcurve des Geschlechtes p des Rawmes R, erhalten werden. 

45. Ob die ganzzahligen Lésungen der 3(m — 1) unabhingigen 
Gleichungen, welche fiir die Singularititen einer Curve in R,, p > 0, 
bestehen, die Charaktere existirender Curven sind, bleibt zu unter- 
suchen. Man muss zusehen, welches das Maximum von Tangenten, 
z. B. der elliptischen Normalcurve ist, die von einem R,_3 etc. ge- 
schnitten werden kénnen. Man bekommt dann in der Ebene u. s. w. 
die Maximalzahl der Spitzen der Projectionscurve der Ordnung n + 1. 
Jedenfalls lassen sich die Betrachtungen, die wir fiir die rationale 
Normalcurve des R, in Nr. 40. gemacht haben, ganz ebenso fiir die 
anderen Normalcurven des Ry anstellen und daher gewinnen wir fol- 
genden Satz: 

Eine Curve in R,, R, ete. der (n+ p)'** Ordnung mit dem Ge- 
schlechte p kann wenigstens 0, 1, --+, + (n—2) respective 0, 1, +++, <(n—3) 


etc. Spitzen etc.; 0,1, ---, 3(m — 2) respective 0,1, +++, 2(m — 3) ete. 
Inflexionstangenten und eine Curve in R, etc. 0,1, +++, 4(n — 3) 
stationiire Ebenen etc. erhalten. 














*) Theorie der Abel’schen Functionen; siche Riemanns Werke, p. 112. 
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Abschnitt V. 


Erzeugnisse durch collineare Grundgebilde. 


§ 1. 
Doppelerzeugung derselben. 


46. Die Erzeugnisse durch collineare Grundgebilde in der 3-dimen- 
sionalen Geometrie besitzen eine doppelte Erzeugung. 

Zum Beispiel wird die C* in der Ebene durch zwei lineare Systeme 
2'er Stufe von collinearen Geradensystemen erzeugt. Die F’,> in’ R, 
lisst sich durch zwei lineare Systeme 2'* Stufe von collinearen Ebenen- 
biindeln erzeugen, deren Scheitel auf der F’,' selbst liegen. Diesen 
zwei Systemen entsprechen zwei Systeme von Curven 3'* Ordnung der 
Fliche, wie es bekannt ist.*) 

Ehe ich zu den Erzeugnissen des R, tibergehe, die ich spiater 
behandeln will, schicke ich den allgemeinen Beweis ihrer doppelten 
Erzeugung voraus. 

Es seien p,), p."), ---, p) m Raiume, die ein Gebilde St, 
(m — 1)" Stufe bestimmen, und in analoger Weise p;?), p,, - --, p,® 
(wo i=1,2,---, m ist) andere s—1 Gruppen von m Raumen 
R,-1, welche die Gebilde S®,, S®,, ---, S, bestimmen. Um die 
Ideen besser zu fixiren, schreiben wir die s Gebilde in folgender Form: 


AM p,@) + £@ p) es pean Rem) vn = (), 
(1) & . . 
4m p,®) “ 1». (s) 7 -- Jim) po iin. Oi 


Das Erzeugniss dieser Gebilde wird dann durch das Verschwinden 
folgender Matrix dargestellt: 


| vl wm fey pt) 
(2) £ . . . . . | ais 0. 
| wi -_ tesy pe) 


Wenn wir uns nun folgende m collineare Gebilde M*_,-(s —1)'*" 
Stufe gebildet denken, namlich 


*) Herr Dr. Schur hat sich in seiner Habilitationsschrift, Math. Annalen, 
Bd. XVIII, 1. Heft, mit der doppelten Erzeugung der C* in der Ebene und in 
R,, der F,', einer F,‘ und der C* vom Geschlechte p= 3 des R, beschiiftigt. 
Er giebt aber fiir jeden Fall dieser Erzeugnisse einen Beweis, obgleich er in der 
Vorrede bemerkt, dass ihre Doppelerzeugung aus den einfachsten Determinanten- 
eigenschaften hervorgeht. 












G. Veronese. 


B® pp 4- p® p,® oo eee + wp, a= 0, 


(V’) 


2% pO + we) p® +..-+ we po =O, 
so sehen wir, dass sie die niimliche Flache (2) erzeugen. Denn der 
Uebergang von (1) zu (1’) kommt darauf hinaus, die Zeilen mit den 
Columnen der Matrix zu vertauschen. 

Wenn wir jetzt aus dem linearen System (1) s beliebige collineare 
Gebilde S,_,, herausgreifen, z. B. 

6, (AM py) $e os f Amp) H «+ 6, (AM py) +++ + am pl) = 0 
etc., 

und diese vermége der 6 collinear beziehen, so erzeugen sie wieder 
dieselbe Flache, da die Matrix (2) unveriindert bleibt; denn das kommt 
darauf hinaus, fiir das erste geschriebene Gebilde die Columnen 
respective mit 4%), 4®@, -.-, A@™-+zu multipliciren und zu der ersten 
zu addiren. 

Dasselbe gilt natiirlich auch fiir das System (1’). Liegt ein Raum 
S oder ein M®, der zwei Systeme (1) und (1’) in der Fliche, d. h. 
gehéren alle seine Punkte der Fliiche an, so liegt offenbar jeder solche 
Raum S,_, oder M,_, in der Flache. 

Wir wollen die zwei Systeme (1) und (1’) conjugirt nennen. 

Man hat also folgende allgemeine Sitze: 

Ist eine Fliche F von irgend einer Dimension und Ordnung durch 
s collineare Grundgebilde (m — 1) Stufe S®,, 8S®,, ---, 8 er- 
zeugbar, so ist sie es auch durch m collineare Grundgebilde (s — 1) 
Stufe M% , MM, ---, M&™.. Die s collinearen Gebilde S , und 
die m Gebilde M®, (wo i=1, 2,-++, 8; k=1, 2,-++, m ist) 
bilden zwei conjugirte lineare Systeme respective der (s — 1) und 
(m — 1)" Stufe. s beliebige collineare Gebilde des 1% oder m des 
2ten erzeugen ebenfalls die F'liiche F', insofern sie nicht zu einem linearen 
Systeme niedriger Stufe gehiren. Wenn die Réiume 8S, oder M®, 
in der Fliiche F liegen, so werden auch alle S,—» oder M,_, der beiden 
linearen Systeme in der Fliche enthalten sein. 

Man hat auch selbstverstiindlich den Satz: 

Wenn irgend s oder m entsprechende Raume der s Gebilde S\ 
oder der m Gebilde Min einem Raume R, sich schneiden, der ent- 


weder in der Fliiche liegt, oder ein Secantenraum R,*) derselben ist; 


*) Es sei eine Fliche F:? des R, gegeben (m<n—1); ein beliebiger Raum 
RB, schneidet im Allgemeinen die F,? in einer (m + s — n)-dimensionalen Fliche 
q‘* Ordnung. Schneidet aber R, die F’? in einer (m+ s — n+ p)-dimensionalen 
Flache q‘** Ordnung, so nenne ich R, einen Secantenraum der F 2 


m* 
























so ke 
Ba 


Zeile 


sion: 


Fila 
oder 
und 


ha at 
wer 
red 


Stu 
wel 
spr 
sin 


zu 





der 
den 


eare 


eder 
mmt 
inen 
sten 


aum 


d. h. 
Iche 


urch 


] ) aad 
und 

ist) 
und 

des 
wren 
ad 


den 


Y (i) 
n—im 


ent- 

ist 
aum 
iche 
alen 


































Princip des Projicirens und Schneidens. 217 


so kann man die Réume R, der Fliche auf die Punkte eines Raumes 
Rn oder R,_1 eindeutig abbilden. 

Greift man aus der Matrix (2) eine Determinante mit m oder s 
Zeilen heraus, so stellt sie, gleich Null gesetzt, eine (» — 1)-dimen- 
sionale Flaiche vor, die offenbar die Flache (2) enthilt. Also: 

Die Fliiche F liegt in allen denjenigen (n — 1)-dimensionalen 
Flichen m'* oder s'** Ordnung, die durch m collineare Gebilde Sym 
oder durch s collineare Gebilde M,_, der beiden linearen Systeme (1) 
und (1°) entstehen. : 

47. Unter den Flichen, welche durch das Verschwinden einer 
\.atrix dargestellt werden, sind in erster Linie diejenigen bemerkens- 
werth, bei denen sich jene Matrix (2) auf eine einzelne Determinapte 
reducirt. Fiir sie insbesondere hat man folgende Eigenschaften: 

Alle Flichen F'™, in R,, die durch m collineare Gebilde (m— 1) 
Stufe erzeugt werden, besitzen 2 Erzeugungssysteme (m — 1)'* Stufe, 
welchen zwei Systeme von F lichen niedrigerer Dimension, als F'™ ,, ent- 
sprechen, die ganz in F'™, liegen und unter einander gleichberechtigt 
sind. 

Zwei Fliichen M, M' derselben Ordnung und Dimension, die nicht 
zu demselben System gehiren, licgen in einer bestimmten Fliche N, 
die dieselbe Ordnung und Dimension fiir jedes Paar von Fliichen 
M, M’ hat. 

Wenn m<n-+ 1 ist, so sind die Axen der m collinearen Gebilde 
Réume S,—», die in der Fliche selbst liegen. Die Réume S,» der 
F™ , kinnen eindeutig auf die Punkte eines Raumes Ry bezogen 
werden. *) 


| § 2. 
Einige Specialfalle. 
48. Ich will in diesem Paragraphen einige der wichtigsten Special- 
fille betrachten, die ich im Folgenden zu gebrauchen habe. 
1) Zwei projectivische Bischel S,, S®, in R, erzeugen einen 
¢{ (nm — 1)-dimensionalen S,«-Kegel 2’ Ordnung, drei solche projec- 


tivische Biindel erzeugen dagegen einen (n — 2)-dimensionalen Kegel 
3’ Ordnung, und allgemein: 





*) Wenn p,”), --., p,; +++; p®, ---, pl) statt lineare (m — 1)-dimensio- 


nale Riume (n—1)-dimensionale Flichen respective der Ordnung p™, pw, «--, w™ 
bedeuten, so gelten, wie man sieht, einige analoge Sitze. 
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m projectivische Biischel 8, S®,, --+, S@™, in R,, erzeugen eine 
(mn — m+ 1)-dimensionale Fliiche m'” Ordnung, die auch ein Kegel 
sein kann, wenn nimlich S®,, ---, S™, in einem Raume R, sich 
schneiden. 


2) Zwei, drei, vier collineare Gebilde 2'* Stufe in der Ebene 
erzeugen, wie man,weiss, respective 3 Punkte, eine C*, und 6 Punkte, 
so dass zwei, drei, vier Biindel im Raume R, respective cine C, F,3 
und eine allgemeine C® vom Geschlechte p = 3 erzeugen.*) 


Dementsprechend finden wir folgende Sitze: 


nm, n+1, n+2 collineare Gebilde n Stufe in R, erzeugen 
n(n-+1) 
‘ ) 
respective eine Fliiche Fy. , eine Fliiche F2+}, und eine Fliiche 
(n+1) (n+2) 


F,~2 y , und daher: 
n—1,n, n+ 1 collineare Gebilde (n — 1) Stufe S, erzeugen 
n(m—1) n (n-+1) 


respective eine Fiche F, Bee, , eine Fiche F,_,, eine Fliiche | e- 


Um die ersten Siitze zu beweisen, nimmt man sie fiir den Raum 
R,-1 als richtig an; dann betrachten wir m collineare Gebilde n'*' Stufe 
2M, FM, +--+, DM des K,. Es seien S,, S,%, ---, So” mn ent- 
sprechende Gebilde (mw — 1)" Stufe derselben; sie erzeugen eine 
Fs ,. Bewegt sich nun S," in einer Geraden g,"), so werden sich 
auch die entsprechenden Punkte S,®), - - -, S,) in Geraden g,®, -- +, g,™ 
bewegen. Die beziiglichen Flichen F* , bilden daher ein Biischel; 

n(n—1) 
sie schneiden sich aber in der Fiche ; , die durch die n colli- 
nearen Gebilde (n—2)'« Stufe g,™, g,®, ---, g,™ nach den obigen Sitzen 


erzeugt wird. Daher schneiden sich die F" , ausserdem noch in einer 





(m — 2)-dimensionalen Fiche von der Ordnung n?— ~“— 1) ae => » ' 


die das Erzeugniss der m collinearen Gebilde 2, ", 2,@, ++ +, 2, ist. 


In der vorigen Nummer haben wir gesehen, dass » + 1 solche 


*) Die Haupteigenschaften der C® lassen sich aus den vorhergehenden 
Siitzen ableiten, Da sie vom Geschlechte 3 ist, so gehen durch jeden ihrer Punkte 
8 dreifache Secanten derselben. 

Diese C* und verschiedene Faille, bei welchen sie zerfillt, sind gleichzeitig 
von Cremona (Rendiconti del R. Istituto Lombardo, Mai 1871 und Math. Aunalen 
Bd. IV, ,,Ueber die Abbildung algebraischer Flichen“) und von Nither, ,,Ein- 
deutige Raumtransformationen‘‘, Math. Annalen Bd. III, p. 345 untersucht worden. 
Man findet sie auch in der citirten Abhandlung von Schur. 
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Gebilde eine F'"** erzeugen; und wenn man n + 2 solche betrachtet, 
n+ 0) (n+2) 
so findet man in der That, dass sie eine F’,~» , erzeugen. 
Da die Sitze fiir n — 1 = 3 richtig sind, so sind sie es auch fir 
ein beliebiges n. 


§ 3. 
Rationalcurven. 


49. Ich habe im vorigen Abschnitte bewiesen, dass die C* in 
R, eine Normalcurve ist, aus welcher man durch geeignetes Projiciren 
oder Schneiden alle Arten von Rationalcurven in niedrigeren Riumen 
erhalten kann; es ist desshalb iiusserst wichtig, die Eigenschaften der 
C” zu studiren. 


Nach dem Vorhergehenden liisst sich die C" durch n Biischel 


S,, S@,, +++, SM, bestimmen, z. B. 
AM p, + 1p, = 0, 
(1) 2g Sap aa 
AM p,® + A®) py) = 0, 


d. h. sie ist durch das Verschwinden einer Matrix der folgenden Art 
gegeben: 


Pp py 
(2) : 





ee 
pr?) Pr®) 

Daraus ist ersichtlich, dass die C” auch durch zwei collineare 
Gebilde S,, 8, (m — 1) Stufe erzeugbar ist, namlich: 


BY pO -|- a e's + uw p, == 0, 
w® p,@ 4- a uw” p,® =(), 


Nun sehen wir, dass die Axen S“, der Gebilde des Systems (1) 
mit der C" n — 1 Punkte gemein haben; daher nennen wir sie Secanten- 
rdume der CO. 

In der That, wenn wir z. B. 8), mit den tibrigen entsprechenden 
Gebilden S®,, -->, Sm, schneiden, so erhalten wir in 8S, n — 1 
Biischel S@,, ---, S,, die nach dem Vorhergehenden m — 1 Punkte 


n—4? 


(1') 


* bestimmen, welche natiirlich in der C” liegen. Man hat ferner: 


Eine Gerade R,, eine Ebene R, u. s. w., ein Raum Ry kinnen 
mit der C” hichsterts respective 2, 3, u. s. w. m+ 1 Punkte gemein 
haben. Hitte z. B. ein Raum R,, m + 2 Punkte mit der C* gemein, 
so kénnten wir durch ihn und durch andere » — m — 1 Punkte einen 
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R,-: legen, der die Curve in »-+ 1 Punkten schneiden wiirde; was 
nicht méglich ist, ohne dass die C* in R,_; selbst liegt. 

Wir haben also n —-2 Arten von Secantenriiwmen zu betrachten, 
niimlich Secantengeraden, Secantenebenen u. s. w., Secantenrdiume S,—». 

Wir haben auch: 

Ist die Curve durch zwei Gebilde (n — 1)*" Stufe S,, 8S, er- 
zeugt, und schneiden sich 2 entsprechende Riume 8S, S® in einem 
Raume S,—1, so ist dieser Raum ein Secantenraum der Curve. 

In der That, die projectivischen Gebilde in den Riumen S®, S®), 
welche zu den Gebilden (n —1)* Stufe S,“, 8, gehdren, schneiden 
Sn—-1 in zwei collinearen Gebilden (m — 1)'* Stufe, die m Punkte 
gemein haben, welche wieder der Curve C” angehdren. 


50. Nehmen wir jetzt einen Punkt A, in R, und legen wir durch 
A, und S," eine Gerade S,“). Dieser Geraden entspricht eine Gerade 
S,® durch S,®, die im Allgemeinen nicht durch A, geht; durch S,® 
und A, geht aber eine Ebene S,®, welcher eine Ebene 8,“ durch 
S,® entspricht. Die zwei collinearen Gebilde (mn —3)'* Stufe S,, S,® 
erzeugen einen 3-dimensionalen A,-Kegel (m — 2)'* Ordnung. Ist 
A, ein Punkt der Curve, so schneiden sich in ihm die beiden Strahlen 
S,®, S,@) und daher sind die Secantenriiume durch ihn Secantenriiume 
eines 2-dimensionalen A,-Kegels (n — 1)'*" Ordnung. Also: 


Alle Secantenriiume S,,_2 der C", die durch einen Punkt A, gehen, 
sind die Secantenriiume eines 3-dimensionalen <A,-Kegels (n — 2) 
Ordnung. 

Alle Secantenriiwme S,-2, die durch einen Punkt A, der C" gehen, 
sind die Secantenrdiume eines 2-dimensionalen A,,- Kegels (n — 1)'* Ord- 
nung, nimlich des von A, ausgehenden die Curve projicirenden Kegels. 

Betrachten wir jetzt eine Gerade A, und verbinden wir sie mit 
S, durch eine Ebene S,, so entspricht derselben eine Ebene 8," 
durch S,°), die A, im Allgemeinen weder trifft noch enthilt. 

Es geht aber durch S,® und A, ein Raum S,®), welchem ein 
Raum S,® durch 8, entspricht, und daher sind alle Secantenriume 
S,-2, die durch A, gehen, Secantenriiume eines 5-dimensionalen Kegels 
(n—4)' Ordnung. 

Wird dagegen A, von S,®) in einem Punkte geschnitten, so geht 
durch A, von S,® ein Raum S,, welchem ein Raum 8, durch 
S,© entspricht; in diesem Falle sind daher alle Secantenriume S,_» 


durch A, Secantenriiume eines 4-dimensionalen A,-Kegels (n — 3)! * 


Ordnung. Endlich wenn die Ebene S,®) durch A, geht, d. h. wenn 
die Gerade A, eine Secantengerade der C* ist, s@ sind alle Secanten- 
raume S,-, durch A, die Secantenriiume eines 3-dimensionalen A,- 
Kegels (nm — 2)' Ordnung, nimlich des von A, ausgehenden, die 
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Curve projicirenden Kegels. Man sieht, wie man fortzufahren hat, um 
folgenden allgemeinen Satz zu beweisen: 


Durch einen beliebigen Raum A,, geht kein Secantenraum 8,2 der 
C™, wenn 2m+3>n-+1 ist. Dem Raume 8, A,, entspricht in 
dem collinearen Gebilde S,°) ein Raum 8Q.. Liegen SQ. und An in 
einem Raume R,, wo s>m-+1 <n ist, so sind alle durch A, hin- 
durchgehenden Secantenrdume 8,2 Secantenrdume eines (s +- 1) -dimen- 
sionalen A,,-Kegels (n — s)*" Ordnung. 

Ist speciell m = » — 3, so geht durch A,_3 entweder kein 
Secantenraum S,_2 oder einer. Ist m—=—m — 4, so geht durch A,_4 
entweder kein Secantenraum S,,-2, oder einer, oder oo', die einen 
(m — 1)-dimensionalen A,_,-Kegel 2'** Ordnung bilden. Wir erkennen 
auch, dass keine anderen speciellen Lagen von Riiumen A,-3, Ay—4 
gegen die Secantenriiume S,, der C" vorkommen kénnen. 

51. Wir haben im vorigen Abschnitte (Nr. 39.) gesehen, dass 
von den verschiedenen Lagen, die ein Raum A,—m-1 gegen die Curve 
C" annehmen kann, die verschiedenen Arten von Rationaleurven n'** 
oder niedrigerer Ordnung im Raume F,, abhiingen. Je nach der Lage 
des projicirenden Raumes Ay,—»—1 gegen die Secantenrdume S,-2 der C” 
bekommen wir in R,, verschiedene Hauptarten von rationalen Curven 
C", die wir Species nennen wollen. 

Aus der vorigen Nummer wissen wir, dass ein Raum A,_3 zwei 
verschiedene Lagen in Bezug auf die Secantenriiume S,_2 haben kann. 


‘ Entweder niimiich geht durch ihn ein Secantenraum S,_» oder keiner; 


daher sind die Rationaleurven n‘* Ordnung in der Ebene von 2 Species, 
entweder haben sie einen (n —1)-fachen Punkt oder nicht, wobei 
natiirlich ausgeschlossen ist, dass die Curven zerfallen. 

Die einzigen Ausnahmefille sind der Kegelschnitt, der keinen 
Doppelpunkt haben kann, ohne zu zerfallen, und die rationale Curve 
3 Ordnung, die immer einen Doppelpunkt oder eine Spitze besitzt. 

Wir sehen ferner, dass ein Raum A, 4 3 verschiedene Lagen 
gegen die Secantenriiume S,_2 der C" haben kann. Entweder geht 
durch ihn kein Secantenraum S,_», oder einer, oder einfach unendlich 
viele, die einen (n — 1)-dimensionalen A,_4- Kegel 2'** Ordnung bilden. 
Daher sind die Rationaleurven n‘ Ordnung in R, von 3 Species: 
entweder haben sie keine (n — 1)-fache Secantengerade, oder eine, oder 
einfach umendlich viele, die dann einem Hyperboloid angehiren, das 
als Schnitt des R, mit dem A,-4-Kegel 2% Ordnung erhalten wird. 

Die einzigen Ausnahmefille davon sind die rationalen Curven 
3 und 4’ Ordnung, die nur von einer Species sind, und die von 
der 5%" Ordnung, welche nur in 2 Species vorkommen, Die Curven 
fiinfter Ordnung der einen Species haben nur eine vierfache Secante, 
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die der zweiten haben deren einfach unendlich viele, die einem Hyper- 
boloid angehéren, wie es bekannt ist. 

Desgleichen findet man nach den Siitzen der vorigen Nummer, 
dass die Rationaleurven n'” Ordnung des R,, von m Species sind. Bei 
der ersten hat die Curve keinen (n — 1)-fachen Secantenraum Ry_2, 
bei der zweiten nur einen, bei der dritten einfach wnendlich viele, die 
einen (m — 1)- dimensionalen R,,_,- Kegel 2" Ordnung bilden etc., und 
bei der s", wo s << m ist, einfach wnendlich viele, welche die Secanten- 
rdume S,-2 eines (n — s + 2)-dimensionalen Ry» ~2542-Kegels (s — 1)” 
Ordnung sind, der eine gewidhnliche Fiche (ohne Kegelspitze) sein 
wird, sobald m — 2s + 2 eine negative Zahl ist. Wir finden auch: 

Bei den Rationalcurven n” Ordnung in R,, kinnen auch (n — 2)- 
fache Secantenriiume Ry», (n — 3)-fache Secantenrdiiume Ry» u. 8. w. 
(n — m + 2)-fache Secantengeraden auftreten, da namlich der proji- 
cirende Raum A,_,,-1 in einem Secantenraum S,_3, S,-4 etc. S, me 
der C” liegen kann. Daher hat man bei m > 3 noch Unterspecies, 
die wir nicht weiter studiren. 

52. Fiir die Entstehung der Singularitiiten der Rationalcurven 
in niedrigeren Riumen als Rf, will ich folgende Beispiele fiir die 
rationalen Curven C* und C® in &, und R, geben. Analoge Be- 
trachtungen werden auch fiir solche Curven gelten, die ein héheres 
Geschlecht besitzen. 

1. Beispiel. Die Rationaleurven C4. 

Ks geht aus der 50. Nummer hervor, dass alle Secantenebenen 


der C' in R, (welche die C‘ in 3 Punkten schneiden) eine 3-fach 


unendliche Mannigfaltigkeit bilden, und dass alle Secantenebenen durch 
einen beliebigen Punkt A, von R, ein einfach unendliches System 
von Ebenen eines 3-dimensionalen A,-Kegels 2'* Ordnung X,? bilden. 
Daher wird die C4 von einem beliebigen Punkte A, des R, in einen Raum 
S, nach einer Curve C’! projicirt, welche mit den Geraden eines 
Systems von Erzeugenden eines Hyperboloids (Schnitt von S, mit dem 
Kegel K,?) 3 Punkte gemein hat. Die C’‘ ist also eine allgemeine 
Curve 4'** Ordnung, wie sie gewdhnlich von der 2'" Species genannt 
wird, die aber in unserem Sinne der 1'" und einzigen Species an- 
gehort, die fiir die rationalen C' in R, existirt. 

Der Kegel K,? hat auch ein zweites System von Ebenen, und da 
zwei Ebenen von verschiedenen Systemen in einem FR, liegen, so st 
klar, dass die Ebenen des zweiten Systems von K,? die Curve G‘ aes 
R, nur in einem Punkte schneiden. 

Liegt nun der Punkt A, in einer Secantengeraden oder in einer 
Tangente von C4, so erhdlt die C’* einen Doppelpunkt oder eine Spitze. 

Liegt A, in einer Schmiegungsebene der C*, so erhiilt die C’* 
eine Inflexionstangente. Zwei nicht aufeinander folgende Schmiegungs- 
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ebenen der C* schneiden sich in einem Punkte A); projiciren wir die 
C* von diesem Punkte aus, so erhdlt die C'4 zwei Inflexionstangenten. 

Projicirt man ferner die C‘ von einer beliebigen Geraden A, in’ 
eine Ebene S,, so erhilt man in S, eine C”* mit drei Doppelpunkten. 

Eine beliebige Gerade A, von R, schneidet also drei Secantenge- 
vaden der C4. 

Nehmen wir umgekehrt drei Secantengeraden der C‘, so giebt es 
immer eine Transversale A,, die sie alle drei schneidet (Nr. 26.); wenn 
eine, zwei oder alle drei Secanten Tangenten sind, so erhdlt die C”* 
eime, zwei oder drei Spitzen. 

Liegt A, in einer Secantenebene der C‘, so erhiilt die C” ‘4 einen 
dreifachen Punkt mit getrennten Tangenten. 

Beriihrt die Secantenebene die Curve, so erhiilt die C’* im drei- 
fachen Punkte eine Spitze. 

Liegt endlich A, in einer Schmiegungsebene der C4, so erhéilt die 
C”* einen dreifachen Punkt mit lauter zusammenfailenden Tangenten. 

Diese Arten der rationalen Curven vierter Ordnung in R, und 
R, sind alle bekannt; wir sehen auf unserem Wege, wie leicht und 
anschaulich sie aus einer einzigen Quelle erhalten werden kénnen. 

Zweites Beispiel. Die Rationaleurven C>. 

Wir wollen jetzt nur die verschiedenen Arten der rationalen C° 
in R, hervorheben. Man muss zu diesem Zwecke die C' des R, von 
einer Geraden A, in R, projiciren. Im Allgemeinen geht durch eine 
Gerade A, nur ein Secantenraum S, der C5, daher bekommt die Pro- 
jectionscurve C’® in R, im Allgemeinen nur eine vierfache Secante. Es 
kann aber auch geschehen, dass durch A, unendlich viele Secanten- 
riume S, gehen, die dann einen 4-dimensionalen Kegel zweiter Ord- 
nung bilden. Daher erhdlt dann die C’® unendlich viele vierfache Secanten- 
geraden, die eine Regelschaar in R, bilden. 

Liegt A, in einem Schmiegungsraume R, der C5, so erhdilt die 
C’> eine dreifache beriihrende Tangente. Die C’* eweiter Species kann 
zwei solche Tangenten haben, weil zwei nicht folgende Schmiegungs- 
riume R, der C® in einer Geraden A, sich schneiden. Schneidet A, 
eine oder zwei Secantengeraden der C*, so erhdlt die C’® eimen oder 
zwei Doppelpunkte; wenn eine dieser Geraden oder beide Tangenten 
sind, so erhdlt die C’* eine oder zwei Spitzen. 

Liegt A, in einer Secantenebene der C*, so erhidilt die C’* einen 
dreifachen Punkt mit zusammenfallenden Tangenten. 

In analoger Weise kann man natiirlich die verschiedenen Arten 
der rationdlen Curven 6", 7 Ordnung u. s. w. in R, und R, ete. 
studiren. 

Ich bemerke auch, dass, wenn in einer Curve oder in einer Fliche 
F,, Fy, F,,..., Fu: des R, Configurationen von Punkten, Geraden, 
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R,, ..-, Rus existiren, die gewisse projectivische Beziehungen eu 
jener Curve oder Fliche haben, dieselben durch die Projection in einen 
niederen Raum R,, nicht zerstirt werden kinnen. 


g§ 4. 
Die in einer Ebene eindeutig abbildbaren 2-dimensionalen Linienflichen.*) 


53. Die in eine Ebene eindeutig abbildbaren Linienflichen bilden 
die einfachste Classe von den eindeutig abbildbaren 2-dimensionalen 
Flachen, von denen wir in der Anmerkung sprechen. Sie sind alle die 
Projection einer ,normalen“ Linienfliche, welche selbst eine Projection 
der in der Anmerkung genannten ,Normalfliche“ ist. 

Die F,"— in R, ist die 2-dimensionale Fliche niedrigster Ord- 
nung des Raumes R, (Nr. 4.); sie wird von irgend ‘einem Raume 
R,-1 in einer Normaleurve C*— geschnitten. 

Wir wollen insbesondere diejenige F? , in R, betrachten, die 


*) Alle 2-dimensionalen Fldchen des Raumes R,,, deren Schnittcwrven mit 
den Réiumen R,,_, von R,, durch Curven nier Ordnung in einer Ebene eindeutig 
abbildbar sind, sind immer die Projectionen einer einzigen Normalfliche der Ord- 
nung n* des Raumes R, (3), deren Punkte folgendermassen sich darstellen lassen: 

2 


(1) Wy tag t Mgt gi Ws i++ Lary yg wey E,": Eq": Ey” 26," * Eg: 6" Eg: ++ Epes” 
2 


+ 


Die Glieder rechter Hand sind die verschiedenen Potenzen der drei homogenen 

Coordinaten &,, &, & Die Parameter &,, &, &, als die Coordinaten eines Punktes 

der Ebene angesehen, liefern die eindeutige Abbildung der Fliche (1) in der 

Ebene. Man sieht, dass die Schnittcurven der Fliche (1) mit den Réumen 

Rain +3) ‘ des Ri in43, durch Curven nier Ordnung sich abbilden, die keine 
2 2 


Punkte (Fundamentalpunkie) gemein haben. 
Projicirt man die Fliche von einem ihrer Punkte in einen Raum R,(,.5) , 
nin 


so erhilt man eine Fliche der Ordnung n*? —1, die sich evident durch Curven 
nter Ordnung abbildet, welche einen Fundamentalpunkt gemein haben. Und all- 
gemein, wenn man die Normaljliche durch einen Rawm R,,, 1, _, der mit ihr 
. iT" iis 
2 
n(n — 1) 


3 Punkte gemein hat, in einen Raum R,, projicirt (da Bow—v_, und 


2 
R, duaie Riiume in R,,;,,4 3) sind), so erhdlt man in R,, eine Fliiche der Ordnung 


2 
n(n + 1) 
a en 


» deren Schnitteurven mit den Riwmen R,_, des R, durch Curven nier 


Ordnung sich abbilden, welche aie) Fundamentalpunkte gemein haben. 
Eine solche Fliiche des R, wird durch n collineare Gebilde zweiter Stufe 
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durch » — 1 projectivische Biischel oder, was dasselbe ist, durch zwei 
collineare Gebilde (n — 2)'" Stufe S,“, S,® erzeugt wird. Es seien 


’ AM p) . 2 . Ap, o-1) — 0, 
(1) : rs po) +. +++ Amp) — 0 


die zwei collinearen Gebilde S,”, 8, (m — 2) Stufe. 
Die Fliiche ist dann: 


DM, . . +) Dy 
Po, . . «) p." 


(2) = Q; 








sie wird also zugleich von den » — 1 Biischeln 


S,,--+, 3, oder durch drei collineare Gebilde (n —1)ter Stufe Sy, S,® , Sy) 
erzeugt. Wit schreiben die conjugirten Systeme der Flache folgendermassen: 
A + &BO + & 0 =o, 

4° + 6B + &,0% =o, 


A” + &B + 20M =0, 
4) 4) eer a) Am — 0, 
(1') a) BO 4... 4 4% Be) Oo, 
a) o@ 4... 44MM =o, 


Die Coordinaten der Punkte dieser Fliiche aus dem System (1) lassen sich folgen- 
dermassen darstellen: 


(2) Mysore cee PM yay 
&,aQ? + Ey 0Q) +8505”, &, af! + 5 df) + By cf)) +++ 8, arpa bn Hits 
ale + 0? +h), Bra + ba08? Bad ov br ahha tales t Battal ote, 








\S1 af? 4 ) of”) +6; ¢, § ay” §. bf”)+ £, cf" arty Gy alt) 44+ £01" ait bgcl, 


oder 


Hyresst yay = Fy (Es, Ge, Eg) i++: t fags (Es Ges 3), 
WO fy sees Fatt a polities Functionen nen Grades in &,, &, & sind, 


Betrachtet man. wie vorher &,, £, als Coordinaten eines Punktes der Ebene, so findet 
man in der That, dass die Schnittcurven der Fliche (2) mit den Riumen Ri-1 des 


R,, durch C" sich abbilden, welche se) Fundamentalpunkte gemein haben. 


Die Normalfliche (1) spielt fiir die eindeutig in eine Ebene abbildbaren Flichen 
die analoge Rolle wie die rationale Normalcurve C" fiir die rationalen Curven. 

Ich wiinsche das Studium dieser Flichen zu vervollstiindigen und werde bei 
einer andern Gélegenheit meine betreffenden Resultate publiciren, 
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wp, + wp, = 0, 
(v’ : 
BO p, -1) aa B® pin-2) a 


erzeugt. Die Fliche hat einfach unendlich viele erzeugende Geraden, 
wie aus (1’) ersichtlich ist, daher bezeichnen wir sie mit dem Symbol 
R, — Fy. 

Betrachten wir die Erzeugung der Fliche durch die zwei Gebilde 
8,%, 8,%. Die Geraden 8," , 8, sind zwei Erzeugenden der R,—F,"—, 
und daher auch nach Nr. 46. alle Axen der Gebilde des Systems (1). 

Zwei entsprechende Riume S),, 8, durch S,“), S,® schneiden 
sich in einem Raume S,_:, der die F,"-' in einer Curve C"-* trifft; 
denn die collinearen Gebilde S,, S,% in 8@,, S®, schneiden 8, 
in zwei colinearen Gebilden (n — 3)'*" Stufe S,%, S,@, die eine C”-? 
der F,"—' erzeugen. Wir nennen S,_2 einen Secantenraum der Fliche 
R, — Fy". Diese Secantenriiume sind an Zahl co"-*, und schneiden 
die F,"— in rationalen Normalcurven C"—. 

Schneiden sich zwei entsprechende Riiume 8“, S® durch S,, 8,° 
in einem Raume S,, a << m— 1 < n — 2, so sieht man in analoger 
Weise wie vorher, dass S, a-+ 1 Punkte mit der F,"—! gemein hat. 
Wir nennen 8S, einen Secantenraum erster Art. Derselbe hat mit der 
Curve a-+ 1 Punkte gemein, wihrend im Allgemeinen ein Raum R, 
die R, — F,"—' nirgendwo schneidet. 

Schneiden sich die beiden entsprechenden Riume 8”, S® in 
einem Raume §S,,_:, so beweist man in derselben Weise, dass dieser 
Raum die R; — F"— in einer Normaleurve C”— schneidet. Wir 
nennen einen solchen Raum einen Secantenraum S,,_, eweiter Art. 

Es ist nicht néthig eine solehe Unterscheidung fiir die Secanten- 
riume S,-2 zu machen, da jeder beliebige S,_» die F’,"-' in n — 1 
Punkten schneidet. 

Aus der Construction der Fliche hat man schliesslich noch folgen- 
den Satz: 

Wenn man n — 1 beliebige Secantenriiume S,-2 mit den Punkten 
der R, —- F"— verbindet, so erhilt man n — 1 projectivische Biischel, 
welche die Fliiche erzeugen. 

54. Betrachten wir jetzt einen Punkt A, des R,, und verbinden 
wir ihn mit S,® durch eine Ebene S,); so entspricht derselhen eine 
Ebene 8,® durch S,, die im Allgemeinen nicht durch A, geht. Es 
geht aber durch S,® und durch A, ein Raum S,®, welchem ein Raum 
S, durch S, entspricht. Die zwei collinearen Gebilde (m — 4)'* Stufe 
S;, S,@ erzeugen also co” Secantenriiume S,,_2 der R, — F’,"—", welche 
Secantenriiume eines 4-dimensionalen A,-Kegels (n —3)'-Ordnung sind, 
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Geht die Ebene S,® durch A,, so ist A, ein Punkt der F7- 
selbst, denn ein R,_, durch A, schneidet die R, — F,"— in einer 
durch A, hindurchlaufenden C*—. Also: 

Die R, — F,"— ist der Ort aller derjenigen Punkte, in denen sich 
zwei entsprechende Ebenen von zwei collinearen Gebilden des Systems 
(1) schneiden. 

Durch einen beliebigen Punkt A, des R, gehen oo"-* Secanten- 
rdume S,-2, welche Secantenriiume eines 4-dimensionalen A, -Kegels 
(n — 3)*" Ordnung sind. 

Liegt A, in der Fliiche, so gehen durch thn co*-* Secantenrdiume 
S,-2, welche Secantenrdume eines 3-dimensionalen Kegels sind, némlich 
des von A, ausgehenden projicirenden Kegels der R, — F,"—. 

Betrachten wir jetzt eine Gerade A,, so finden wir: 

Alle durch eine beliebige Gerade hindurchgehenden Secantenriiwme 
S,-2 bilden eine oo”—*-fache Mannigfaltigkeit , welche die Secantenrdume 
eines 6-dimensionalen A,-Kegels (n — 5)" Ordnung sind. Die Gerade 
A, kann auch so liegen, dass durch sie oo” Secantenriiwme S,~2 hin- 
durchgehen, welche die Secantenrdwme eines 5-dimensionalen A, - Kegels 
(n — 4)" Ordnung bilden. 

Ist endlich die Gerade A, eine Secantengerade der R, — Fy’, 
d. h. trifft sie die R, — F,"— in zwei Punkten, so gehen durch sie 
co"-4 Secantenriiwme S,-2, welche die Secantenriiume eines 4-dimen- 
sionalen A,-Kegels (n — 3)" Ordnung sind, niimlich des von A, aus- 
gehenden projicirenden Kegels der R, — F,"-'. 

Aus dem letzten Satze geht auch hervor: 

Eine Gerade A, kann mit der R,-Fliiche hichstens zwei Punkte 
gemein haben, ohne ganz in der Fliche enthalten zu sein. 

Ist allgemein ein Raum A,, gegeben, so findet man: 
Verbindet man A,, mit S,%, so erhalt man einen Raum 8), 


welchem ein Raum S), durch S,® entspricht. . Liegen A, und 8), 
in einem Raume R,, wo s<n—1> m- 2 ist, so sind alle Secan- 
tenrdiume S,-. der R, — F." durch A, die Secantenrdiume eines 
(s + 1)-dimensionalen <A,,-Kegels (n — s)*" Ordnung. 

Im speciellen Falle geht durch einen Ans kein Secantenraum Sy-2, 
oder nur einer. 

Man findet aus diesem Satze: 

Ein Raum R,, ist entweder kein Secantenraum, oder ein Secanten- 
raum erster oder zweiter Art der R, — Fy". 

55. Wir kénnen eine Parameterdarstellung der.R, — F,"— leicht 
aufstellen. Zu dem Zwecke schneiden wir sie mit zwei Riumen R,_1. 
Wir haben dann zwei Normalcurven C*—', deren Punkte durch rationale 
Functionen (n — 1)'*" Grades eines Parameters 4 sich darstellen lassen. 
Die Flache hat einfach unendlich viele geradlinige Erzeugenden, die 

x 15* 
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auf beiden Curven zwei projectivische Punktreihen ausschneiden. Ein 
Punkt der R, — F,"—' kann daher in der Form: 

(1) 6x; = i (A) + ug (A) 

geschrieben werden. *) 

Umgekehrt kann jede R,-Fliche, fiir welche die Formeln (1) bestehen, 
durch n — 1 projectivische Biischel erzeugt werden. Diese Fiiiche ist 
daher auch durch zwei collineare Gebilde (n — 2)" Stufe S,%, S,@ 
erzeug bar. 

Die zwei Axen S,“), S,® kénnen keine specielle Lage unter einan- 
der haben. Denn treffen sie sich in einem Punkte R,, so wird die 
R, — F,""' ein R,-Kegel, und diesen Fall haben wir hier nicht niiher 
zu betrachten. Die speciellen Lagen aber, die zwei entsprechende Riume 
R,, R;,..., Ry—z der beiden Gebilde S,“, S,® im einzelnen Falle haben 
moégen, kommen nothwendigerweise auch bei allen andern Fallen vor. 
Daher miissen alle eigentlichen R, — F’,"—' des R,, projectivisch gleich- 
berechtigt sein. 

Wir nennen die R, — F,"-' daher die in eine Ebene eindeutig 
abbildbare Normal R,-Fliche des R,. 

Wenn man jetzt in irgend einem Raume R,, eine Linienfliche 
(m — 1)" oder niedriger Ordnung hat, so kann man die Coordinaten 
ihrer Punkte in der Form (1) darstellen; wir haben also: 

Jede Normal-R, — Fy" des Ry (m <n) kann durch Projection 
der Normalfliche R, — F,"-' des R, von einem Ry», aus, dern—m 
beliebige Punkte mit der R, — F,"-! gemein hat, erhalten werden. 

Jede beliebige in einer Ebene eindeutig abbildbare Linienfliche in 
R,, R,,..., Ras von niederer als der ni” Ordnung ist immer die ein- 
deutige Projection einer Normalfliiche R, — F',"~' des R,. Und wmgekehrt 
aus einer solchen Normalfliche kann man durch geeignete Projection jede 
Art von in einer Ebene eindeutig abbildbaren F'liichen der (n — 1) 
oder niedrigerer Ordnung erhalten. 

Beispiele vou der Wichtigkeit dieser Siitze geben wir im niichsten 
Paragraphen. 

56. Wie bei den rationalen Curven (Nr.51.) kann man bei unseren 
Flichen ebenfalls eine Unterscheidung in Species machen, je nach der 
vom Geschlechte p = 0 (in R;). 


Die Abbildungsgleichungen sind also gx; = & + ;(&&3) + & - H;(& &3), wo 
be 


2 = et, = %° und &, &, & die Coordinaten eines Punktes der Ebene 
3 3 


andeuten. 

Die Schnitte der R, — F,"~' mit den Réwmen R,_, des R,, bilden sich also 
als Curven nter Ordnung ab. Dieselben haben einen (n — 1) fachen Punkt bei 
&; = 0, &, == 0 und einen einfachen Punkt bei & =0, & = 0 wnd daher ausser- 
dem noch n —1 einfache Fundamentalpunkte gemein. 
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Lage des projicirenden Raumes gegen die Secantenriiume S,_, der 
Fliche R, — F,"~'; und in Unterspecies je nach der Lage des pro- 
jicirenden Raumes gegen die anderen Secantenriiume derselben. Es 
ist nicht schwer zu sehen, dass die Linienflichen (p = 0) in Ry, (m<n) 
von m — 1 Species sind. 

Im Raume R, sind sie speciell von zwei Species, entweder haben 
sie, nach Nr. 54., keine (n — 2)-fache Gerade, oder nur eine. 

In analoger Weise kann man die auf einen Raum R,, eindeutig 
abbildbaren F,,, studiren. 


§ 5. 


Die Flachen J’,*, F,°, F,* des R,, die durch collineare Grundgebilde 
erzeugt werden. *) 


57. 2-dimensionale Flichen dritter Ordnung F,,’. 
Wir betrachten zwei collineare Gebilde zweiter Stufe S,“, 8,), d.h. 


pia ob AM) pO t- Ap. a= 0, 
Ap, +" A@)p,@) + A@ p,@) =(0. 
Sie erzeugen eine F’,, niimlich: 

g 2 


DP pl pl | 
(2) (2) (2) yp, 2) =9, 
Py’ Poe Ps | 


die auch aus den drei folgenden projectivischen Biischeln S,“), 8,@, S,® 


(1) 





*) Wenn man eine F” in R,, von einem beliebigen Punkte A, in einen R, 


projicirt, so erhilt man in R, eine 2-dimensionale Flache F, ™ derselben Ordnung. 
Man kann die Charaktere der Fy” durch diejenigen von F,” bestimmen, und 
umgekehrt kann man die Singularitiiten der F, durch die F,” studiren. Ich 
will nur einige Charaktere hervorheben. 

Eine Gerade durch Ay, welche die Fliche F,” in zwei Punkten B, , C,schneidet, 
liefert einen biplanaren Punkt B,’ = C,' der F,™. Die Tangentialebenen in B, und 
Cy) an die F,” werden in die beiden Tangentialebenen, welche in B,’ F,™ be- 
riihren, projicirt. 

Liegen die zwei in B, und C, construirbaren Tangentialebenen in einem 
Raume R, durch Ag, so erhiilt die F,* in B,’ einen wniplanaren Punkt, 

Liegt A, in der Tangentialebene von Bo, so erhdlt die F," einen Doppelpunkt, 
bei welchem der osculirende Kegel zweiter Ordnung sich auf eine Gerade reducirt, 
nimlich auf die Schnittlinie der Tangentialebene in By mit Rg. 

Ein conischer Doppelpunkt der F,'” muss also durch einen conischen Doppel- 
punkt der F,” selbst hervorgerufen sein. 

Ein Raum §;, welcher durch die in By beriihrende Tangentialebene hindurch- 
geht, schneidet die F,” in einer Curve mit einem Doppelpunkte in By, deren 
zwei Tangenten in der Tangentialebene liegen. 

Aus einem parabolischen Punkte der F,” erhiilt man zwei unendlich nahe 
Tangentialebenen der F”, die in einem R, liegen, der durch A, geht, d.h. die 
in einem Schmiegungsraume R, der F',” liegen. 
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up, + wp? —0, 
) wp + wp, — 0, 

Bp a we) p,@ = () 
construirt werden kann. 


Aus dem vorigen Paragraphen geht hervor, dass die F,° eine 
Linienfliche R, — F5 ist, und dass sie co? Secantenebenen besitzet, die 
sie in einem Kegelschnitte schneiden, wihrend jede andere Ebene die 
R, — F, in drei Punkten schneidet. 

Die entsprechenden Ebenen von zwei collinearen Gebilden des Systems 
(1) schneiden sich je in einem Punkte, der der Fliiche angehirt. 

Betrachten wir jetzt drei Erzeugende der F,°. Dieselben kénnen 
sich nicht wechselseitig schneiden; denn durch einen Punkt der F,° 
geht nur eine Erzeugende derselben, wie aus der zweiten Erzeugung 
ersichtlich ist. Sie kénnen auch nicht in einem R, liegen, weil eine 
Gerade, welche drei Erzeugende trifft, ganz in der Fliche enthalten 
ist, und daher das durch die drei Erzeugenden bestimmte Hyperboloid 
zur F’,> gehéren wiirde, die J’,5 also in eine Ebene und ein Hyper- 
boloid zerfallen wiirde. Aber drei beliebige Erzeugende der F’,? haben 
eine Transversale gemein (Nr. 26.), die natiirlich alle anderen Er- 
zeugenden trifft, da sie in F’,> selbst liegt. Wir haben also folgen- 
den Satz: 

Alle Erzeugenden der F,3 haben eine und nur eine Transversale 
d, gemein, die wir als Directrixgerade d, bezeichnen. 


58. Indem wir die erste Erzeugung unserer Fliche niher betrachten, 
sehen wir, dass man die Ebenen der beiden collinearen Gebilde 
S,, 8, oder die Punkte der F’,° auf die Punkte einer Ebene 2, 
abbilden kann. Wir haben: 

Die F,3 ist Punkt fiir Punkt in einer Ebene 5, abbildbar. Den 
Geraden von X, entsprechen die Kegelschnitte der F,°, den Rawmewrven 
C® der F,° entsprechen Kegelschnitte von &,, die durch einen Funda- 
mentalpunlt gehen, welchem die Directrixgerade d, der F > entspricht. 

Wir finden auch folgende Siitze: 

Sind vier beliebige Gerade in R, gegeben, die aber cine gemeinsame 
Transversale d, haben, so ist durch sie eine F,° bestimmt. Denn nimmt 
man zwei von diesen Geraden als S,“, S,@ an, so kann man die 
zwei collinearen Gebilde S,“, S,@) mit Hilfe der tibrigen zwei Geraden 
in nur einer Weise bestimmen. 

Durch zwei Kegelschnitte in zwei Ebenen S,™, S,®, die sich in 
dem Schnittpunkte der beiden Ebenen schneiden, und durch eine dritte 
Ebene S,®, ist eine und nur eine F,5 bestimmt, die S,® als Secanten- 
ebene hat, und durch beide Kegelschnitte hindurchgeht. 

59. Aus dem vorigen Paragraphen geht hervor, dass durch einen 
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beliebigen Punkt A, von R, nur eine Secantenebene der F,° geht; wenn 
aber der Punkt A, in F, selbst liegt, so bilden alle Secantenebenen 
durch thn das System von Ebenen eines 3-dimensionalen A,- Kegels 
eweiter Ordnung. 

Durch einen beliebigen Punkt A, geht also nur eine Secantenebene E,. 
Es giebt ausser dieser Ebene keine Gerade, die durch A, geht und dabei 
die F’,® in zwei Punkten schneidet. Denn ist eine solche Gerade vor- 
handen, so lege man durch sie und durch eine Gerade von E,,, welche 
durch A, hindurchgeht, eine Ebene. Diese Ebene hat dann vier Punkte 
mit der F, gemein, sie ist also nach dem letzten Satze der Nr. 54. 
eine’ Secantenebene der F’,5, d. h. durch den Punkt A, gehen zwei 
Secantenebenen der F,3, was nicht mdglich ist. Ziehen wir jetzt 
durch A, in der Secantenebene FE, eine Gerade, die den Kegelschnitt 
K? derselben , der zu der J’,* gehért, in zwei Punkten X,, Y, schneidet. 
Durch X,, Y, gehen zwei Erzeugende X,, Y, der F',5, welche die 
Directrix in zwei Punkten X,, Y,' schneiden. Dieselben liegen also 
mit d, in einem Raume &,, der natiirlich durch Ay geht. Drehen wir 
die Gerade X, Y, um A, in £,, so bilden X, Y, eine Involution in 
K*, und daher auch die Punkte X, Y,' auf d,. Also: 

Alle Riiume R.,, welche durch die Directria d, und einen beliebigen 
Punkt A, des R, hindurchgehen, schneiden die F,> in Paaren von Er- 
zeugenden, die eine Involution bilden. Man hat auch: 

Die Directrixgerade d, schneidet keine Secantenebene der F,°. 

60. Jetet projiciren wir die F’,3 von einem beliebigen Punkte Ay in 
allen miglichen Weisen in einen Raume 8,; so erhalten wir in S, nach 
den Sétzen der Nr. 55. alle Arten von Linienfliichen dritten und 
zweiten Grades. 

Wir bekommen im Allgemeinen in 8S, eine Linienfliche dritten 
Grades F,'*. Alle Erzeugenden der F’,5 werden von A, in die Er- 
zeugenden der F’,'* projicirt, und da alle Erzeugenden der F',* den 
Kegelschnitt K* von E, schneiden, so sieht man, dass die F’,’* eine 
Doppelgerade e, hat, die von allen Erzeugenden geschnitten wird. Die 

irectrix d, der F,3 wird in eine Gerade d,’ der F’,* projicirt,. die 

alle ihre Erzeugenden schneidet. Das Biischel von Raiumen R,, die 
durch A, und d, hindurchgehen, bestimmt in S, ein Biischel von 
Ebenen R,, die durch d,’ hindurchgehen, und welche die F/* in zwei 
Geraden x,’, y;’ schneiden. Diese Geraden treffen sich offenbar auf 
der Geraden e,. Und da z,, y, eine Involution bilden, so bilden auch 
2,', y;, eine Involution. 

Liegt A, ausserhalb des Kegelschnittes K*, so kann man durch 
ihn an K? zwei Tangenten ziehen, welche die zwei im e, gelegenen 
Cuspidalpunkte der F,,* ausschneiden, Liegt dagegen A, innerhalb von 
K?, so fallen diese Tangenten und mit ihnen die Cuspidalpunkte fort. 
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Wenn A, in einer Ebene liegt, die durch d, und eine beliebige 
Erzeugende von F,' geht, so entstcht in S, eine F,'3, fiir welche die 
Doppelgerade e, mit der Directrix d, zusammenfiillt. 

Projicirt man die F’,5 von einem ihrer Punkte A,, so erhalt man 
in S, eine Linienfliiche zweiten Grades. Das System der Directricen 
derselben wird durch die unendlich vielen durch A, hindurchgehenden 
Secantenebenen veranlasst. 

Diese verschiedenen Arten der Linienfliichen dritten Grades des 
R, sind lange bekannt, aber wir sehen hier, wie man sie alle aus 
einer einzigen Fliche durch Projection erhalten kann, Zugleich erkennt 
man an diesem Beispiele, wie man in andern Fiillen zu verfahren hat. 

61. 2-dimensionale F'liichen F’,°, die durch drei collineare Gebilde 
dritter Stufe S,, S,%, 8S, oder durch vier collineare Gebilde zweiter 
Stufe 8,, S,©, 8,, 8S, erzeugt werden. 

Ich theile hier iiber diese Fliche nur die Sitze mit: 

Sie geht durch alle Scheitel S, der Gebilde des ersten Erzeugungs- 
systems, und sie hat alle Axen S, der Gebilde des zweiten als dreifache 
Secantengeraden. 

Ein beliebiger Raum R, des R, schneidet die F,° in einer allge- 
meinen C® vom Geschlechte p = 3. 

Aus der ersten Erzeugung der F’,° geht hervor: 

Die F,° hat co* dreifache Secantengeraden. Durch einen beliebigen 
Punkt des R, geht nur eine solche Secante hindurch; und die dreifachen 
Secantengeraden durch einen Punkt R, der F,' selbst bilden einen 
2-dimensionalen R,-Kegel dritter Ordnung. 

Aus der zweiten ee haben wir: 

Bezieht man eine Ebene X, auf vier collineare Gebilde zweiter 
Stufe des R,, welche dem zweiten Erzeugungssystem gehiren, so ent- 
spricht jedem Punkte bez. jeder Geraden von &, respective ein Punkt und 
eine rationale Normalcurve C* der F,°. Zwei solche Normalcurven 
schneiden sich immer in einem und nur in einem Punkte. 

Den Schnittcurven C® aller R, des R, mit F,° entsprechen in 2, 
Curven vierter Ordnung des Geschlechtes p = 3, die zehn Fundamental- 
punkte gemein haben, welche im Allgemeinen belicbig liegen. Den letzteren 
entsprechen zehn Geraden der F,8. — Diesclben schneiden sich wechsel- 
weise nicht. — 

Den zehn Curven dritter Ordnung durch neun der zehn Fundamen- 
talpunkte in X, entsprechen zehn ebene Curven dritter Ordnung Z° 
der F,°. 

Den 45 Verbindungslinien der zehn Fundamentalpunkte entsprechen 
45 Kegelschnitte der F,°. 

Den Geraden, die durch cinen Fundamentalpunkt hindurchgehen, 
entsprechen Rawmeurven C® der F,'. 
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Je zwei Kegelschnitten in X,, die respective durch die zehn Funda- 
mentalpunkte gehen, entsprechen ein Paar von Raumcurven C* der F,°, 
die in einem R, liegen. Es giebt 120 solche Paare. 

Einer Curve vierter Ordnung in &,, die einen Fundamentalpunkt als 
Doppelpunkt hat und durch die iibrigen hindurchgeht, entspricht eine 
C® der F,°, die in einem R, liegt, welcher durch eine Gerade der Fiche 
hindurchgeht. 

Den 45 C* von &,, die zwei Fundamentalpunkte als Doppelpunkte 
haben und durch die tibrigen hindurchgehen, entsprechen Curven C4 
der F,°, die respective in den 45 Ridumen R, liegen, welche durch die 
zehn Geraden der F’,° zwei zu zwei bestimmt werden. Allen C® durch 
acht der zehn Fundamentalpunkte in 2, entsprechen Curven C* 
der F’,°, deren Réwme R, durch den Kegelschnitt gehen, welcher dem 
verbindenden Strahle der zwei tibrigen Fundamentalpunkte entspricht. 

62. Projiciren wir jetzt die /’,5 von einem beliebigen Punkte A, 
des R, in einen Raum §,, so erhdlt man eine F,'*, welche, wie man 
leicht sieht, eine Doppelcurve siebenter Ordnung besitzt. Da durch A, 
eine dreifache Secantengerade der J',° geht, so hat die F,'® einen 
triplanaren Punkt, der in die Doppelcurve selbst fallt. 

Die F,'° hat zehn Geraden, und es giebt zehn Ebenen (die den 
Curven Z* der F,® entsprechen), welche die F’,'® in zwei Curven dritter 
Ordnung schneiden. 

In analoger Weise findet man fiir die F,'* die entsprechenden 
Siitze zu allen andern Siitzen der vorigen Nummer.) 

Man kann die F’,° insbesondere aus einem ihrer Punkte projiciren. 
Man erhilt dann in S, eine F’,'5, welche eine Doppelcurve dritter Ord- 
nung besitzt, wie aus der vorigen Nummer hervorgeht. 

Andere interessante Fliichen erhilt man in S,, wenn man den 
Projectionspunkt in verschiedenen andern Lagen gegen die J’,° annimmt. 

Wenn die Erzeugungssysteme der F,° speciell sind, so bekommt 
man specielle F,°, F,°, F,' des R,, und durch Projection erhilt 
man in S, specielle in einer Ebene eindeutig abbildbare Flichen 
Fy°, Fy°, Fy‘, F°, die ich der Kiirze halber nicht weiter studiren will. 

63. Endlich wollen wir etwas iiber die F,' des R,, die durch 
vier collineare Gebilde dritter Stufe erzeugbar ist, mittheilen. 

Die F,' ist Punkt fiir Punkt in einen Raum 2, abbildbar und 
man erhiilt folgende Sitze: 

Vier collineare Gebilde S,,..., So dritter Stufe in R, erzeugen 
eine 3-dimensionale Fliche F,‘. Sie besitet zwei conjugirte Erzeugungs- 


*) Es scheint mir diese Fliche F,* des Rg ganz neu zu sein, obgleich 
Clebsch, Cremona und Nother mit*anderen in einer Ebene eindeutig abbild- 
baren F,'*, welche auch 10 Geraden besitzen, sich beschiiftigt haben, 
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systeme dritter Stufe, welchen zwei Systeme von Normaleurven C' und 
zwei Systeme von F°,° entsprechen. (Nr. 47.) 

Zwei Flichen F,°, die verschiedenen Systemen angehiren, liegen in 
einer F,'. 

Eine C* und eine F,° desselben Systems treffen sich in einem und 
nur in einem Punkte, sofern die C* nicht selbst in F,° liegt. Zwei F,° 
desselben Systems schneiden sich in einer C'. 

Die zwei Systeme der F',' und der C* sind gleichberechtigt. 

Die F;' hat co viele Geraden, die den Punkten einer C' des 
Bildraumes X, entsprechen. 

Es giebt o<* viele Ebenen, welche die F,' in zwei Kegelschnitten 
schneiden. 


Ich habe in dieser Arbeit die niichtstliegenden projectivischen Be- 
ziehungen zwischen den Riaumen von verschiedenen Dimensionen 
behandelt; es bleiben aber viele interessante Fragen nicht nur fiir den 
Raum von » Dimensionen, sondern auch fiir den gewdhnlichen Raum 
zu erledigen. 


Leipzig, im Sommer 1881. 
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Vereinfachung der Beweise in der Theorie der 
Fourier’schen Reihe. 


Von 
Axe. Harnacg in Dresden. 


Fast alle Sitze der Analysis reeller Functionen stehen mit der 
Theorie der trigonometrischen Reihe in Verbindung, ja aus der Lésung 
der hier auftauchenden Probleme ist ein nicht geringer Theil der um- 
fassendsten Lehrsiitze hervorgegangen. Urspriinglich einer physikalischen 
Aufgabe dienend, bezog sich die Controverse zwischen Euler und 
d’Alembert doch schon auf eine rein mathematische Frage, auf die 
Zulassigkeit einer willkiirlichen Function, die nicht durch ein bestimmtes 
analytisches Gesetz definirt ist; und aus der endgiltigen, selbst iiber 
Euler’s Behauptung hinausgehenden Lésung derselben durch Fourier’s 
Nachweis, dass das Gesetz der trigonometrischen Reihe den Begriff 
der willktrlichen Function nicht ausschliesst, ergab sich fiir die Ana- 
lysis vollends die Nuthwendigkeit, die Tragweite aller ihrer Sitze zu 
bestimmen. Den Anfang damit machte Dirichlet, welcher hier den 
Begriff der bedingten und unbedingten Convergenz fiir unendliche 
Reihen sowohl wie fiir das bestimmte Integral aufdeckte. Ihm folgte 
Riemann, der seinen Untersuchungen die allgemeine Erérterung tiber 
den Begriff eines bestimmten Integrales und den Umfang seiner Giiltig- 
keit voranstellte und die Trennung zwischen der trigonometrischen 
Reihe tiberhaupt und der Fourier’schen vollzog. Ferner schlossen sich 
die Arbeiten tiber die gleichmiissige Convergenz einer Reihe, iiber den 
zweiten Mittelwerthsatz, und endlich iiber die allgemeinen Kigenschaften 
der fluctuirenden Functionen und der darstellenden Integrale an 
Fourier’s Theorie an. Die Abhandlungen von Dirichlet und Rie- 
mann selbst aber haben eine verschiedene Geschichte gehabt. Dirich- 
let’s Beweis, der sich von vornherein auf die Fourier’sche Reihe be- 
schriinkte, und auch hier das Problem unter gewissen Begrenzungen 
erledigte, wurde durch die beiden von einander unabhingigen Arbeiten 
der Herren Bonnet*) und du Bois-Reymond™) vermittelst des 


*) Liouville, Journal de Mathématiques. Tom. XIV, p. 249, 
**) Journal fiir Mathematik. Bd. 69. 
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fiir die gesammte Integralyechnung wichtigen neuen Mittelwerthsatzes 
auf eine einfachere Form gebracht, wihrend Herr Lipschitz*) lehrte, 
dass Dirichlet’s Beweismethode auch unter allgemeineren Voraus- 
setzungen ausreichend ist. Als dann von Heine das Problem 
gestellt wurde, die Hindeutigkeit der Entwickelung einer Function 
durch die Fourier’sche Reihe nachzuweisen, entstand zugleich die Auf- 
gabe, die gleichmissige Convergenz zu erkennen, was von demselben 
auf Grund des vereinfachten Dirichlet’schen Beweises ausgefiihrt 
wurde.**) Aber das allgemeinere Problem, die Eindeutigkeit jeder 
trigonometrischen Entwickelung festzustellen, und zu zeigen, unter 
welchen Bedingungen die trigonometrische Reihe die Fourier’sche ist, 
fiihrte in den Arbeiten der Herren Cantor,***) Ascoliy) und 
du Bois-Reymond7}) auf Riemann’s Untersuchung zuriick. Rie- 
mann’s Beweis im Artikel 8. seiner Abhandlung ist unverindert 
das Fundament fiir die Theorie der trigonometrischen Reihen iiberhaupt 
geblieben, und sein Satz im Artikel 13. gab die Wegleitung, um 
Grenzen der Darstellbarkeit zu finden, die Hr. du Bois-Reymond}77) 
zum ersten mal auch fiir stetige functionen an bestimmter Stelle nach- 
wies, Auch der vorliegende Aufsatz, der sich im Wesentlichen nur 
das Ziel gesteckt hat, die Theorie der Fourier’schen Reihe darzulegen, 
vermag, wo er das Gebiet der trigonometrischen Reihen tiberhaupt 
streift, an dem Riemann’schen Beweise nichts zu aindern. Derselbe 
bildet im Folgenden die Grundlage der Artikel II. und VI. 

Die Vereinfachungen, welche ich mit meiner Arbeit fiir die Be- 
weise der angedeuteten Sitze (mit Ausschluss der letzterwahnten Unter- 
suchungen iiber die Darstellbarkeit an einer bestimmten Stelle) zu 
erzielen hoffe, beruhen auf zwei ganz verschiedenen Gedanken. Erstlich 
lisst sich, was ich schon in einer friiheren Abhandlung*+) angegeben 
habe, die gleichmiissige Convergenz der Fourier’schen Reihe, soweit 
sie fiir die gliedweise Integration nothwendig ist, sehr einfach darthun 
und an die Spitze der ganzen Theorie stellen. Auf das Verfahren, 
welches dazu dient, wurde ich durch eine Abhandlung von Herrn 
Tépler*};) gefiihrt; die dort nachgewiesene Eigenschaft der einzelnen 

*) Journal fiir Mathematik Ba. 63, 
**) Journal fiir Mathematik Bd. 71.. Handbuch der Kugelfunctionen Bd. 1, 
p. 53. Bd. 2, p. 346 ff. 7 
***) Mathemat. Annalen Bd. IV und V. 
+) Atti della Accademia dei Lincei. Ser. 3. Vol. 2. p. 584. Mathemat, 
Annalen Bd. VI. 
++) Abhandlungen der k. bayer. Akad. 2. Cl, Bd. XII, Abth. I. 
++) Abhandlungen der k. bayer. Akad. 2. Cl. Bd. XL, Abth. II. Mathemat. 
Annalen Bd. X. 
*+) Mathemat. Annalen Bd. VII. 
*++) Anzeiger d.Ak.zu Wien. 7. Dec, 1876. Repertorium d. Mathem. Bd.1, p 402. 
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Glieder einer Fourier’schen Reihe ist indessen schon frither von Herrn 
Plarr*) erkannt worden. Das zweite, wodurch allen Siitzen der In- 
tegralrechnung mit verhiltnissmissiger Einfachheit die grésstmégliche 
Allgemeinheit gegeben werden kann, ist die consequente Ausbildung 
des Begriffes. einer unendlichen ,,discreten“ Punktmenge. Dieser Be- 
griff, welcher die von den Herren Cantor**) und Dini**) mehrfach 
behandelten Punktmengen erster Gattung umfasst, ist im Wesentlichen, 
wenn auch nicht véllig correct, zuerst in einer Abhandlung von 
Hankel?) angedeutet, und auch schon gelegentlich von-Hrn. du Bois- 
Reymond erwihnt worden. In meinem Lehrbuche;}) habe ich den- 
selben priiciser gefasst und seine Bedeutung fiir die Fundamentalsiitze 
der Integralrechnung ausgefiihrt. Nichts desto weniger hielt ich es 
fiir nothwendig, als ersten Artikel der vorliegenden Arbeit die Haupt- 
sitze tiber discrete Mengen und iiber das Verhalten stetiger sowohl 
wie integrirbarer Functionen in discreten Punkten aufzunehmen; ein- 
mal weil fiir die folgenden Untersuchungen diese Siitze unentbehrlich 
sind, sodann weil es nothwendig war, dieselben zum Theil ausfiihrlicher 
zu behandeln, als es in dem genannten Buche geschehen ist, 

Artikel Il. enthilt, nach Aufstellung des Begriffes der Convergenz 
einer unendlichen Reihe ,,im allgemeinen“, die Cahtor’schen Siitze 
iiber das schliessliche Verschwinden der Coefficienten und tiber das 
eindeutige Bestimmtsein der trigonometrischen Reihe, Diese Beweise 
mussten ausgefiihrt werden, weil an Stelle der Punktmenge erster 
Gattung die discrete Menge zu setzen ist. Da es sich hier um trigo- 
nometrische Keihen tiberhaupt handelt, so war der oben erwiihnte 
Riemann’sche Beweis unentbehrlich. , 

Im Artikel III. ist die ,,im allgemeinen“‘ gleichmissige Conver- 
genz der Fourier’schen Reihe unter Voraussetzung der Integrirbarkeit 
von [f(x)]? bewiesen, die Integralbedingung fiir die Darstellung der 
Function an einer bestimmten Stelle abgeleitet, und der Dirich] et’ sche 
Beweis in mdglichst einfache Form gebracht. 

Arttkel IV. erliutert den Begriff der Darstellung einer Function 
»im allgemeinen“, und weist nach, dass unter der im vorigen Artikel 
gemachten Voraussetzung solch eine Darstellung durch die Fourier’sche 
Reihe geleistet wird. 





*) Comptes rendues, Mai 1857. 
**) Math. Annalen Bd. V, XV und XVII. 
***) Fondamenti per la teorica delle funzioni di variabili reali. 1878. Serie 
di Fourier. Pisa 1880. : 
+) Ueber die unendlich oft oscillirenden und unstetigen Functionen. 
Tiibingen 1870, sowie in dem Artikel ,,Grenze“ in der Allg. Encyklopidie von 
Ersch und Gruber. 
+t) Die Elemente der Differential- und Integralrechnung. Leipzig 1881. 
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Im Artikel V. wird auch diese Voraussetzung fallen gelassen, und 
gezeigt, dass jede Fourier’sche Reihe, falls nur die Coefficienten der- 
selben nach Null convergiren, die Function im allgemeinen darstellt. 
Daran schliesst sich der im Artikel VI. mit Hilfe der Riemann’schen 
Betrachtung gefiihrte Beweis des Satzes, dass jede trigonometrische 
Reihe, welche eine integrirbare Function definirt, eine Fourier’sche 
Reihe ist. 

Artikel VII. enthilt. einige Bemerkungen iiber das Verhalten der 
Fourier’schen Reihe an einer singuliiren Stelle, doch nur insoweit, als 
dieselben nothwendig sind, um im Artikel VIII. Regeln fiir die Dif- 
ferentiation und Integration der Reihe zu gewinnen. 


I. 


Der Begriff einer unendlichen Anzahl von Punkten innerhalb eines 
linearen Intervalles lisst eine Classification zu, die fiir alle Probleme 
der Integralrechnung von Bedeutung ist: 

Nennt man das Intervall von x —ée bis «+ ¢« die Umgebung 
eines Punktes x von der Liinge 2¢, wobei « eine beliebig kleine aber 
endliche Grésse bezeichnet , 80 soll eine unendliche Menge von Punkten, 
welche in einem Intervalle von a bis b enthalten sind, eine discrete 
Menge (oder Mannigfaltigkeit) heissen, wenn es mdglich ist, simmt- 
liche Punkte dieser Menge in Umgebungen einzuschliessen, deren 
Summe kleiner gemacht werden kann als eine beliebig kleine Zahl, 
wihrend die Anzahl der Umgebungen dabei beliebig wachsen kann. 
Dagegen soll die’ unendliche Menge eine lineare genannt werden, 
wenn sich die Summe der Umgebungen nicht beliebig verkleinern lisst. 
Beispiele discreter Punktmengen liefern alle Punktmengen erster 
Gattung. 

Die discrete Menge besitzt die Eigenschaft, dass sich hier in be- 
liebiger Nihe zu beiden Seiten jedweder Stelle ein Intervall von end- 
licher Linge angeben lisst, in welchem kein Punkt dieser Menge liegt. 
Denn ist @ ein beliebiger Punkt des Intervalles ab, so wiire es nur 
dann nicht méglich in beliebiger Nihe von a@ ein Intervall ausfindig 
zu machen, welches keinen Punkt der Menge enthalt, wenn in der 
Umgebung eines jeden Punktes innerhalb einer bei « beginnenden 
endlichen Strecke von der Liinge d unendlich viele Punkte sich be- 
finden. Alsdann wiire es aber auch nicht méglich, simmtliche Punkte 
der Menge von vornherein in Umgebungen einzuschliessen, deren Summe 
kleiner ist als 0, d. h. die Menge wire nicht discret. 

Mit Benutzung einer Bezeichnung von Hrn. Cantor lautet der Satz: 
» Die discrete Menge ist in keinem noch so kleinen Inter- 
valle ,,tiberall dicht“. Aber es ist zu beachten, dass dieser Satz 
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nicht umkehrbar ist. Zwar hat Hankel seine Umkehrbarkeit in den 
oben genannten Abhandlungen zn beweisen versucht; jedoch ist sein 
Beweis unzulinglich. Ich selbst habe die Umkehr in meinem Lehr- 
buche (pag. 260) ausgesprochen, ohne Beweis und ohne weitere Schliisse 
daraus zu ziehen. Die Frage ist wichtig, denn sie enthilt, wie schon 
Herr du Bois-Reymond (Math, Annal. Bd. XVI, pag. 128, Anmerk.) 
angedeutet hat, den Grund dafiir, dass die Dirichlet’sche Bedingung 
der Integrirbarkeit (Journal f. Math. Bd. 4, pag. 169) nicht zuliissig 
ist, dass tiberhaupt der Riemann ’sche Integralsatz durch keine andere 
Fassung ersetzt werden kann. 

Auch eine lineare Menge kann so vertheilt sein, dass 
sie in keinem Intervalle tiberall dicht ist. Man wird die Még- 
lichkeit am besten durch ein Beispiel einsehen. Innerhalb der Strecke 
von @ bis b construire man » Theilpunkte, und mache jeden zum 
Mittelpunkte einer Strecke von der Linge 0, die so gewiahlt sei, dass 
nd = h <b—a. Die Punkte der zu construirenden Menge sollen sich 
nur innerhalb dieser Theilstrecken befinden. Jedes Theilintervall werde 
nun wiederum durch »’ Theilpunkte zerlegt, jeder derselben zum Mittel- 
punkt einer Strecke 0’ gemacht, und nn'd'=h' <h gewihlt. Nur 
innerhalb der neu construirten Intervalle 0’ sollen Punkte der Menge 
sich befinden. Indem man diese Art der Theilung fortsetzt, innerhalb 
des Intervalles 6’ die Theilstrecken 0” construirt, deren Anzahl n” und 
deren Grésse durch die Gleichung nn'n’d"” = h" < h’ bestimmt ist, 
wird eine lineare Menge erhalten, wenn die Werthe h, h’, h”,... 
eine abnehmende Reihe bilden, welche nicht unter jeden angebbaren 
Werth herabsinkt, wihrend die Menge eine discrete ist, wenn dieser 
Grenzwerth Null wird. In beiden Fillen aber lisst sich innerhalb 
eines jeden noch so kleinen Intervalles ein ‘heilintervall angeben, 
welches keinen Punkt der Menge enthilt. 

Die Bedeutung der discreten Punktmenge, als einer besonderen 
Kategorie innerhalb der Mengen, welche in keinem Intervalle iiberall 
dicht sind, tritt, wie gesagt, erst bei den Problemen der Integralrech- 
nung hervor. Um den folgenden Sitzen eine einheitliche Formulirung 
zu geben, habe ich es indessen vorgezogen, von vornherein den Be- 
griff der discreten Menge zu betonen, auch da, wo bei der Beweis- 
fiibrung nur die zweite allgemeinere Eigenschaft derselben benutzt wird. 

Fiir das Verhalten stetiger Functionen gelten folgende Sitze: 

Lehrsatz 1. Eine Function, die in dem Intervalle von a bis b 
durchweg stetig sein soll, ist vollstindig definirt, wenn sie bis auf’ dis- 
crete Punkte gegeben ist. 

Denn ist x ein Werth, fiir welchen die Function f(7) noch un- 
bekannt ist, so lassen sich in beliebiger Niihe von 2 Punkte w+ ¢ 
und « — ¢ angeben, welche nicht der discreten Menge angehoren, in 
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denen also die Werthe f(~+) und f(#—«) bekannt sind. Der Werth 
von f(x) ist der Grenzwerth der von f(~+¢) und f(x—ée) gebildeten 
.Werthreihen , .wihrend ¢ nach 0 convergirt. 

Dieser Satz kann auch so gefasst werden: Zwei stetige Functionen, 
die sich nur noch in discreten Punkten unterscheiden kénnen, sind 
durchweg identisch; er ist eine besondere Ausfiihrung des allgemeinern 
Satzes: Kine stetige Function ist vollstiindig definirt, sobald die Fune- 
tion in jedem kleinsten Intervalle an einer Stelle bekannt ist. 

In derselben Weise lassen sich auch die folgenden vier Siatze 
verallgemeinern. ; 

Lehrsatz 2. Wenn eine stetige Function in allen Punkten eines 
Intervalles mit Ausnahme einer discreten Menge stets unterhalb oder 
oberhalb einer bestimmten Grenze bleibt, so kann sie an keinem Punkte 
diese Grenze diberschreiten. 

Denn bedeutet G etwa die obere Grenze, so wiirde, falls die stetige 
Function in einem Punkte x gleich G-+-h wiire (h > 0), ein endliches 
Intervall « + ¢ angebbar sein, in welchem siimmtliche Functionswerthe 
um weniger als die positive Grosse h von f(x) differiren. Dieses In- 
tervall enthielte Punkte, die nicht der discreten Menge angehéren, in 
denen also wider die Voraussetzung die Werthe der Function grdésser 
sind als G. 

Lehrsatz 3. Wenn fiir eine stetige Function f(x) an jeder Stelle 
eines Intervalles mit Ausnahme einer discreten Menge eine obere Grenze 
fiir Ax angegeben werden kann, so dass f(a + Ax) — f(x) nicht negativ 
(resp. positiv) wird, so ist f(a + Ax) — f(x) an keiner Stelle negativ 
(resp. positiv), wie klein auch immer Ax > 0 gewdhit wird. 

Man betrachte unter der erst genannten Annahme den Verlauf der 
Function innerhalb eines beliebig herausgegriffenen Intervalles von 
a, bis 2. Wenn jetzt die Function nicht durchweg von der Stelle 
Z, bis 2, wichst, so muss sie entweder im ganzen Intervalle constant 
sein (alsdann ist tiberall f(# + Ax) — f(a) —0), oder sie erreicht 
an einer zwischen x, und x, gelegenen Stelle, die auch mit x, zusam- 
menfallen kann, ein relatives Maximum. Fiir diese Stelle lisst sich 
ein Aw angeben, so dass f(a + Az) — f(x) <0. Es sei der Werth 
dieser Differenz gleich — y. Convergirt Az nach 0, so convergirt auch 
y nach 0. Bezeichnet also ¢ eine beliebige Grésse kleiner als 9, so 
lisst sich eine Stelle x + A’a angeben (A’x% < Az), fiir welche 

f(a + A'2) —f@)=—« 
wird, und zwar bezeichne «+ A’x die erste Stelle zwischen x+ Az 
und 2, fiir welche diese Gleichheit eintritt. Alsdann ist auch 
fle + da) —f@+d'c)=—y +2 <0, 
wihrend Az bis zum Werthe A’x abnimmt. Nun kénnte zwar bei 
einer bestimmten Wahl des ¢ auch die Stelle «+ A’x der discreten 
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Menge angehéren, von deren Punkten nicht bekannt ist, dass die zu- 
gehérige Differenz gleich oder grésser als Null werden muss. Da aber 
é alle Werthe zwischen 0 und y continuirlich durchliuft, so mtissen 
auch die zugehérigen Stellen-z + A’z continuirliche Intervalle durch- 
laufen, in denen also Punkte gelegen sind, die nicht der discreten 
Menge angehéren, fiir welche also die Differenz nicht negativ werden 
kann. Es giebt daher in einem beliebigen Intervalle von 2, bis 2, 
keinen zwischenliegenden Maximalwerth, die Function nimmt also 
iiberhaupt an keiner Stelle ab. 

Ebenso beweist man, dass die Differenz f(7 + Az) — f(x), wenn 
sie bis auf discrete Punkte nicht positiv wird, an keiner Stelle positiv 
werden kann. Einen Specialfall dieses Satzes bildet 

Lehrsatz 4. Weiss man von einer in einem Intervalle durchweg 
stetigen Function, dass sie tiberall mit Ausnahme einer discreten Menge 
constant sein muss, so ist die Function im ganzen Intervalle constant, 
d. h. sie hat ausnahmslos an allen Stellen denselben Werth. 

Lehrsatz 5. Wenn sich bei einer stetigen Function f(x) an jeder 
Stelle des Intervalles von x = a bis x = b mit Ausnahme einer discreten 
Menge eine obere Grenze fiir Ax angeben lisst, so dass 


abs na: al 
: x 





kleiner als eine beliebig kleine Grisse 8 wird, so ist die Function f(x) 
in dem ganzen Intervalle constant. 

Denn bildct man die Function (x) = +-[f(x) — f(a)] —(e«—a) 9, 
unter 0 eine beliebig kleine positive Grésse verstanden, so ist 

ve $=) YT oe eo —d. (Ax> 0). 
Also wird die Differenz y(x + Az) — w(x) der stetigen Function y(z) 
an jeder Stelle mit Ausnahme einer discreten Menge negativ, sie kann 
daher nach Lehrsatz 3. an keiner Stelle positiv werden. Mithin ist 
v(x) eine Function, welche an keiner Stelle zunimmt und folglich, 
da sie an der Anfangsstelle 2 =a Null ist, nirgends positiv wird. 

In dem ganzen Intervalle ist also 

abs [f(2) — f(a] <(@—a) 8 <(b—a)é 

und weil d eine beliebig kleine Grosse bedeutet, so ist f(~) = f(a). 

Die iiberall endlichen Functionen, welche in ‘einem Intervalle un- 
stetig werden, kénnen an der Unstetigkeitsstelle in verschiedener Weise 
sich verhalten. Die Unstetigkgit ist erstlich eine punktuelle, wenn 
an einer Stelle 2 Lim f(x + ¢) sowohl wie Lim /f(# — e) fir «=—0 
einen bestimmten und zwar denselben Grenzwerth besitzen, der Werth 
von f(x) aber von diesem Grenzwerth verschieden, oder tiberhaupt 
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ganz unbestimmt zwischen endlichen Grenzen ist. Die Differenz 
zwischen dem Werthe f(x) oder den Unbestimmtheitsgrenzen dieses 
Werthes und den Nachbarwerthen soll die Schwankung der Function 
genannt werden. Die Function erleidet zweitens eine bestimmte 
sprungweise Werthinderung, wenn Lim f(z + «) und Lifn f(a — e) 
fiir «=O bestimmte aber von einander verschiedene Werthe annehmen. 
Die Differenz dieser Werthe soll hier die Schwankung heissen. Die 
Function wird drittens véllig unbestimmt an der Stelle x, wenn 
einer dieser Grenzwerthe oder auch beide véllig unbestimmt sind, in- 
dem f(z + «) unendlich viele Maxima und Minima besitzt, deren Dif- 
ferenz nicht Null wird. Ist im Intervalle von # bis + « G die obere 
Grenze, welche von den Werthen der Function nicht tiberschritten 


wird, g die die untere, so kann, wibhrend ¢ nach 0 convergirt, G mit - 


bestiindiger Abnahme (oder Constanz) einer bestimmten Griésse G’, 
ebenso g mit bestiindiger Zunahme (oder Constanz) einer Grenze g’ 
zustreben. Diese Werthe G’ und g’ geben die Unbestimmtheitsgrenzen 
der Function an der Stelle x vorwarts genommen; ebenso lassen sich 
Unbestimmtheitsgrenzen G” und g” fiir die andere Seite der Stelle x 
ermitteln. Die beiden extremen Werthe dieser vier Gréssen bestim- 
men die Maximal- und Minimalwerthe an der Unstetigkeitsstelle, ihre 
Differenz die Schwankung der Function an dieser Stelle. Selbstver- 
stindlich kann auch eine punktuelle Unstetigkeit mit jeder der ‘beiden 
anderen Arten sich combiniren; in diesem Falle ist wiederum die 
Differenz zwischen den extremsten Werthen als Schwankung der Func- 
tion zu bezeichnen. 

Kine Function, welche im allgemeinen stetig, an unendlich vielen 
Stellen unstetig wird, soll eine punktirt unstetige Function ge- 
nannt werden, wenn die Stellen, an denen die Schwankungen der 
Function grésser sind als eine beliebige endliche Zahl @, stets nur 
ethe discrete Punktmenge bilden. 

Linear unstetig dagegen heisse eine Function, bei welcher 
solche Stellen eine lineare Menge bilden. 

Aus der Riemann’schen Definition des bestimmten Integrales 
folgt unmittelbar: 

Lehrsatz 6. Die in einem Intervalle punktirt unstetigen Func- 
tionen sind integrirbar; und umgekehrt: Jede iiberall endliche integrir- 
bare Function ist entweder eine durchweg stetige oder eine punktirt 
unstetige. 

Man kann nicht behaupten, dass bei einer punktirt unstetigen 
Function die Unstetigkeitsstellen insggsammt eine discrete Menge 
bilden; vielmehr kénnen, was ja dem Wesen der discreten Menge wider- 
streitet, in jedem noch so kleinen Intervalle Unstetigkeiten vorhanden 
sein. Nur sind die Stellen, an denen die Schwankungen grdésser sind 
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als eine beliebig kleine Zahl 4, stets in discreter Menge vorhanden, 
Daraus ersieht man auch unmittelbar, dass eine integrirbare Function 
in jedem kleinsten Intervalle Punkte enthalten muss, in denen sie 
stetig ist. Denn liesse sich in keinem einzigen Punkte eines noch so 
kleinen Intervalles die Stetigkeitsbedingung f(x +- h) — f(x) < 6 er- 
fiillen, wie klein auch h genommen wird, so erfiillten die Unstetig- 
keitsstellen mit Schwankungen grésser als 0 eine endliche Strecke; sie 
wiirden also keine discrete Menge bilden. 

Lehrsatz 7. Das Integral einer Function ist vollstindig bestimmt, 
sobald die zu integrirende Function bis auf discrete Punkte definirt ist; 
oder genauer: Zwei integrirbare Functionen liefern dasselbe Integral, 
wenn die Stellen, an denen sie um mehr als die beliebig kleine Grosse 
0 differiren, eine discrete Menge bilden. 

Lehrsatz 8. Der Differentialquotient des bestimmten Integrales 


F(2) = J f(a) dx 

ist vorwiirts genommen im allgemeinen gleich f(x). Die Stellen, an denen 
er von diesem Werthe um mehr als eine beliebig kleine Grosse 0 abweicht, 
oder falls {(x) unbestimmt wird, die Stellen, an denen die Differenz 
zwischen den Unbestimmtheitsgrenzen und dem Differentialquotienten 
grésser wird als 0, oder endlich die Stellen, an denen die Unbestimmt- 
heitsgrenzen des Differentialquotienten von denen der Function f(x) um 
mehr als 0 differiren, bilden eine discrete Menge. 

Im Integrationsintervalle a bis b denke man sich alle Unstetig- 
keitsstellen, an denen die Schwankungen der integrirbaren Function 
f(a) grésser sind als eine beliebig kleine Zahl 0, in Intervalle von 
beliebiger Kleinheit eingeschlossen. Alsdann kann # noch jeden Werth 
in beliebiger Niihe jedweder Stelle bezeichnen, und es ist 

a+h 


F(a +h) — F(a) = J f(x) da. 


Es sind nun drei Fiille zu betrachten. Entweder es ist f(x) an der 

Stelle « stetig, so dass Lim f(x + h) = f(x); alsdann wird bekannt- 
r4=0 

lich der vorwirts genommene Differentialquotient von F(z) gleich f(x). 

Oder Lim f(# + h) hat einen bestimmten Grenzwerth: f(a + 0); der- 


selbe differirt aber von dem Werthe f(x) oder von den Unbestimmt- 
heitsgrenzen dieses Werthes um weniger als 0. Alsdann ist 


F' («) =f(@ + 0) = f(@) + (< 9). 
Oder endlich die Function hat in beliebiger Nahe der Stelle x vor- 


wirts genommen unendlich viele Maxima und Minima, doch werden 
16* 
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die Schwankungen schliesslich kleiner als 0. Es sei G die obere, g die 
untere Grenze der Functionswerthe im Intervalle 2 bis «+h, so 


ist auch j abd 
G> Heth = (a) 





>9 


Convergirt nun h nach 0, so braucht der Differenzenquotient keinen 
bestimmten Werth anzunehmen; er bleibt aber immer zwischen den 
Grenzen G und g, welche nach den Werthen G’ und g’ convergiren, 
und deren Differenz kleiner wird als 0, eingeschlossen. Ks sind also die 
Grenzen des Differentialquotienten von denen der Function um weniger 
als @ unterschieden. Alle Stellen xz, fiir welche diese Beziehungen 
moglicherweise nicht gelten, sind die anfangs ausgeschlossenen discreten. 

Zu bemerken ist nur noch, dass auch in dem letzten Falle eine 
punktuelle Unstetigkeit fiir f(z) hinzukommen kann, doch bleibt der 
Unterschied zwischen den extremen Werthen von f(x), in deren Inter- 
vall auch die Unbestimmtheitsgrenzen des Differentialquotienten fallen, 
kleiner als 0. 

Fiir den riickwirts genommenen Differentialquotienten besteht der- 
selbe Satz. Da die Stellen, an denen die Differenz der Werthe /(~+ 9) 
und f(a—0) grésser wird als 0, oder die extremen Werthe von G’, 7’ 
und G”, g” um mehr als 6 differiren, ebenfalls nur eine discrete Punkt- 
menge bilden kénnen, so erkennt man zugleich, dass der vorwirts 
und der riickwiirts genommene Differentialquotient des bestimmten In- 
tegrales nur in discreten Punkten von einander um eine angebbare 
Grésse unterschieden sind. Sie liefern daher auch umgekehrt nach 
Lehrsatz 7. dasselbe Integral, niimlich beide dasselbe wie die Function f(z). 

Lehrsatz 9. (Fundamentalsatz der Integralrechnung.) Bezeichnet 
F(a) eine stetige Function, welche eine iiberall endliche integrirbare 
Ableitung F’ (x) besitat, so ist 


fF (x) dw — F(x) = const. 


Dabei kann F’ (x) sowohl die vorwirts, wie die riickwiirts genom- 
mene Ableitung von f(x) bedeuten, und selbstverstindlich in discreten 
Punkten beliebig abgeiindert werden. Diese beiden Zusiitze sind un- 
mittelbare Folgerungen aus dem Satze 7. und der Schlussbemerkung 
zu Satz 8. 

Es bedeute F’(x) die vorwirts genommene Ableitung; man setze 


o(2) = f Fw) dz — Fe), 


so wird: 
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2+de 
Ax) — 1 a F Az)—F 
p(x + Ax) — wa) _ i fF (a) da — H@e+ 52) (w) 








Ax 


Zufolge des vorigen Satzes lisst sich nur an discreten Punkten 
nicht ohne Weiteres ein Az angeben, fiir welches die rechte Seite 
dieser Gleichung kleiner wird, als eine beliebig kleine Zahl. Es 
sind naimlich nur diejenigen Stellen vorerst auszuscheiden, an denen 
F(x) keine bestimmte Ableitung besitzt, an denen vielmehr die Un- 
bestimmtheitsgrenzen von Lim Fe + se) — Fe) 

4xz=0 & 

riren , sodann diejenigen Stellen, an denen F" (zx) zwar einen bestimmten 

Werth hat, an denen aber Lim F’ (a + h) um mehr als 0 von F’ (x) 
A=0 


um mehr als 0 diffe- 


abweicht. Alle diese Stellen bilden, zufolge der Integrirbarkeit von 

F’ (a), nur eine discrete Menge. Folglich kann nach Lehrsatz 5. ge- 

schlossen werden, dass die stetige Function g(a) constant ist. 
Nachtriglich kann man nun, da g(x) durchweg constant ist, er- 


kennen, dass auch an den singuliren Stellen der Quotient pie p ene (a) 





gleich 0 wird, und man erhilt den 
Lehrsatz 10. Besitet die stetige Function F(x) innerhalb eines 
Intervalles eine iiberall endliche integrirbare Ableitung F’' (x), so ist der 
Werth des Differenzenquotienten 
2+42x 


F(a + Ax) — F(a) . 1 * a 
= = — gleich J F' (x) dz, 


also iiberall gleich einem Werthe, der zwischen dem grissten und dem 
kleinsten Werthe der Function F(x) im Intervalle von x bis «+ Az, 
resp. zwischen den extremsten Unbestimmtheitsgrenzen dieser Function 
gelegen ist, wie klein auch immer Ax gewdhlt wird. 

Die Integration von Functionen, die in einem Intervalle bestimmt 
unendlich oder unbestimmt zwischen unendlichen Grenzen werden, ver- 
langt eine besondere Definition, wenn die Unendlichkeitsstellen eine 
unendliche Menge bilden. 

Fiir das Folgende wird es geniigen festzusetzen: Wird die Function 
f(x) im Intervalle von a bis # an unendlich vielen Stellen, die eine 


discrete Menge bilden, unendlich, so soll unter dem Integral J f(x)dz 


diejenige stetige Function von x verstanden werden, welche fiir 7 =a 
verschwindet, und deren Ableitung im allgemeinen, d. h. nach Aus- 
schluss disereter Punkte, von dem Werthe f(x) um weniger als eine 
beliebig kleine Grésse 6 unterschieden ist, vorausgesetzt, dass solch 
eine Function existirt. Diese Definition ist insofern bestimmt, als es 
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jedenfalls nach Lehrsatz 5. nicht zwei von einander verschiedene stetige 
Functionen geben kann, welche die geforderte Eigenschaft besitzen. 

Es ist nicht schwer Beispiele fiir integrirbare Functionen zu bilden, 
die in unendlich vielen discreten Punkten unendlich werden. Eine 
einfache Form dieser Art ist die Function 


{(2) = {eC 3)]_ Gin +7 —r = (sin +" cos : : 


Dieselbe besitzt, falls 0 << r < 1 ist, in noch so kleiner Umgebung 
der Nullstelle unendlich viele Unendlichkeitspunkte. 

Fiir das Folgende kommt noch eine gewisse Modification des Lehr- 
satzes 9. in Betracht: Weiss man von einer Function, dass sie an 
keiner Stelle des Intervalles eine sprungweise Werthiinderung erleidet 
(was nicht ausreichend zur Stetigkeit ist, da die Function unbestimmt 
zwischen endlichen oder unendlichen Grenzen oder bestimmt unendlich 
werden kénnte), und besitzt dieselbe tiberall mit Ausnahme discreter 
Punkte eine integrirbare Ableitung, so kann die Function in den 
discreten Punkten nur dann bestimmt unendlich oder auch unbestimmt 
werden, wenn der Werth der Ableitung bei Anniherung an die 
discreten Punkte iiber jeden Betrag hinaus wiichst. Denn bleibt die 
integrirbare Ableitung bei Anniiherung an eine singuliire Stelle endlich, 
so ist auch der Werth der Function ° 


F (2) = Lim F(a — «) = Lim fF (x)dax 
e=0 e=0 


bestimmt, weil das Integral sicherlich bestimmt bleibt. Dieses Resultat 
lisst sith kurz so fassen: 

Lehrsatz 11. Lrleidet eine Function in einem Intervalle an 
keiner Stelle eine sprungweise Werthiinderung, und ist die <Ableitung 
derselben bis auf discrete Punkte als integrirbare Function bekannt, 
deren Betrag nirgendwo eine bestimmte angebbare Grosse iiberschreitet, 
so ist die Function im ganzen Intervalle stetig, und ihr Werth 


F@)= { F@) dx. 


Es eriibrigt noch den Satz zu beweisen, der seit Riemann’s 
Untersuchung das Fundament fir die Theorie der trigonometrischen 
Reihen bildet. 

Bekanntlich besteht der Satz: Wenn sich bei einer stetigen 
Function f(z) ausnahmslos an jeder Stelle eines Intervalles von x =a 
bis « = b eine obere Grenze fiir Ax angeben lisst, so dass 
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re wird, so ist f(x) eine lineare Function. Der Beweis, den man Herrn 
Schwarz zu verdanken hat, mége der Vollstindigkeit halber hier 
a, folgen. Man bilde 
1e : Sage 
¥(«) = f(z) —f@ — >=, {fO—f@}, 
é 
u(@) = + ¥(®) — 5 @— a) (0—2), 
wobei 0 wiederum eine positive belicbig kleine Zahl bezeichnet, 
is so wird 
Aa) — 24(x) «— Az) (w+ Ax) —2f(x) —A 
" y(a+ Ax Ze) + sl x =1(" x her ie- aa aa 
n 
ot eine Grésse, die an jeder Stelle « durch Wahl einer oberen Grenze 
at fiir Aw positiv gemacht werden kann. Daraus folgt, dass die stetige 
h Function 4(x), welche an den Endpunkten des Intervalles den Werth 
or 0 hat, nirgends positiv werden kann; denn alsdann miisste sie irgendwo 
m einen Maximalwerth annehmen. Die Stellen, an denen dieser Maximal- 
at werth erreicht wird, kénnten in beliebiger, auch unendlicher Anzahl 
ie vorhanden sein. Bezeichnet nun x die letzte Stelle im Intervalle von 
ie a bis b, zu welcher dieser Maximalwerth gehért, so miisste 
h, u(e@+ Ax)—4x(z) <9, x@— Az) —4(x) <0 
sein, also wire wider die Voraussetzung 
u(x + Ax) — 24(@) + 4(@ — Az) < 0. 
at Mithin ist x(x) durchweg negativ, und folglich 
é 
abs w(x) <2@w—a)(b —2)< zy b— a). 
in 
Wg Da @ beliebig klein ist, so muss 
at, — 
“ f(a) = f(a) + 5 —= { fb) — f@} 
sein. 

Besteht. die Bedingung dieses Satzes nicht mehr in allen Punkten, 
sondern sind Punkte einer discreten Menge davon atsgenommen, so 
gilt der 

1. ae Lehrsatz 12. Wenn bei einer stetigen Function f(x) an jeder 

ad Stelle eines Intervalles, mit Ausnahme einer discreten Menge, eine obere 
Grenze fiir Ax vorhanden ist, so dass 

on ssi Casa mbi SS ee et 

a Ax 
wird, so lésst sich in beliebiger Niihe einer jeden Stelle ein Intervall 

H von endlicher Linge angeben, in welchem f(x) eine bestimmte lineare 

Function ist. 
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Die stetige Function f(x) ist also geometrisch als eine Zickzack- 
linie mit beliebig auch unendlich vielen Ecken zu denken. Es soll 
nun weiter festgestellt werden, welche Bedingung noch erfiillt sein 
muss, damit f(x) durch eine einzige lineare Function ausdriickbar sei. 
Fir die spiateren Anwendungen kommt es darauf an, nachzuweisen, 


dass die folgende re ied ausreicht: An allen Stellen ohne Aus- 
nahme muss 


elie [= + Az) — af) + f(a — ast) <8 
x 
werden. — Die stetige Function f(x), welche eine Zickzacklinie bildet, 
ist ein Integral, d. h. sie besitzt eine integrirbare Ableitung. Denn 
nach Ausschluss der discreten Punkte ist in allen Intervallen eine 
Ableitung vorhanden, die in jedem Intervalle constant, also integrirbar 
ist. Mithin kann man, selbst wenn die Ableitung bei Anniherung 
an die discreten Punkte unendlich werden sollte, 


f(a) = J f’ (a) dx 


setzen. Das Wesen der zweiten Bedingung besteht nun darin, dass 
sie sprungweise Werthinderungen von f’(z) an jeder Stelle aus- 
schliesst. Denn es ist 





a+dez 
ae A 
f(a+Az) “fer-tfe— x) ~azLJ f’ (x) dx +r 2) az] 


Haben also Lim f(z + Az) und Lim /’ (4 — Az) fir Az = 0 
bestimmte endliche Werthe, so kénnen dieselben nicht von einander 
verschieden sein. Fiir. die Function f’(x) ist aber ebenfalls tiberall mit 
Ausnahme der discreten Punkte der Werth der Ableitung bekannt, 
und zwar ist f’(%) gleich 0. Demnach ist nach Lehrsatz 11. /’ (x) 
eine stetige Function, fiir welche die Gleichung besteht 





f(e)—f'@) = f f'@) dz =0, 


und also ist, was zu beweisen war, f’(x) in dem ganzen Intervalle 
constant. Sonach lautet das Resultat: 

Lehrsatz 13. Wenn sich fiir eine stetige Function nicht nur an 
jeder Stelle eines Intervalles von a bis b mit Ausnahme einer discreten 
Menge eine obere Grenze fiir Ax bestimmen liisst, so dass 


he [ Aack Az) — 2f(x) + f(a — £2) <3 





Az’ 
wird, sondern wenn auch allenthalben 
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ow in + Ax) — afi) + f(z — Az) | <8 


gemacht werden kann, so ist 
f(«) = f(a) + F—* {f0) —f@}. 


Ks ist mir nicht gelungen , diesen Satz ohne Benutzung der weseut- 
lichen Integraleigenschaft discreter Punkte, also in Analogie mit dem 
Lehrsatze 5., lediglich auf Grund der Higenschaft, dass die Ausnahme- 
punkte nicht iiberall-dicht sind, zu beweisen. 

Im Zusammenhange mit diesem Satze steht der folgende: 

Lehrsatz 14. Léisst ‘sich bei einer stetigen Function F(x) an 
jeder Stelle mit Ausnahme einer discreten Menge eine obere Grenze fiir 
Ax angeben, so dass 

F(a + Ax) — 2F(@) + F(@ — Az) 
Ax 








von der tiberall endlichen integrirbaren Function f(x) um weniger 
als die beliebig kleine Zahl 6 differirt, und setet man 


F,(2) = J ay { fo av, 


(a und B bezeichnen beliebige Werthe im Intervalle), so ist die Differenz 
F (x) — F(x) = 9(2) 
eine lineare Function von x. 
Die Function F, (x) besitzt die durchweg stetige erste Ableitung 


Fi (2) = J f(y) dy. Daraus folgt nach einem bekannten Satze tiber 


die zweifache Definition der zweiten Ableitung einer Function, dass 


Lies Bint net — wipe File ih = f(«) 
x 





wird tiberall, wo Lim f(x + Az) fiir Az =O einen bestimmten stetigen 
Werth ergiebt. Man kann diesen Satz auch direct aus der Gleichung 
beweisen : 


F, (2) — fr (a — y) dy + Const., 


also: 


Fy(x + Aa) — 2F,(2) + F,(@ — Ae) 
=f (fe +e) + fle — @)] (Ae—«) de 
= [fle + OA) + f(e — Oda) 42. 
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Schliesst man nun zunichst alle Stellen aus, an denen entweder die 
Unbestimmtheitsgrenzen der Function 


f(z) = Lim F(x + Ax) — soe + F(a — Az) 
x 
oder, falls f(x) einen bestimmten Werth hat, die Schwankungen der 
Funetion f(z — Az) bis f(a + Az) grésser sind als 6 — und alle 
diese Stellen bilden zufolge der Integrirbarkeit von f(z) nur eine 
discrete Menge, — so sieht man, dass F(x) den Bedingungen von 
Satz 12. geniigt, also in jedem kleinsten Intervalle linear sein muss. 
Es geniigt aber auch den Bedingungen des Satzes 13. Weil 


nimlich zufolge der Endlichkeit von f(x), resp. seinen Unbestimmtheits- 
grenzen : 








t+O4x 
“A F(« + Aa) — ze + Fix — Az) | und f f(a) dx 
x 
2—O4z 


an allen Stellen nach 0 convergiren, so wird allenthalben 


w(x + Ax) — 2p(x) + (x — Ax) 
Ax 
gleich 0. 


Zusatz. Wird die Bedingung aufgehoben, dass f(z) iiberall 
endlich bleibt, so gilt der Satz nichtsdestoweniger, falls man nach- 
weisen kann, dass allenthalben 

F(a + Ax) — 2 F(a) + F(a — Az) 
Az x 
zr+O4z 
kleiner als 6 wird; denn | f(x) daz wird zufolge der Integrirbarkeit 
2—O42 
von f(x) fiir Az =O immer nach 0 convergiren. 





Il. 


Die Divergenzstellen einer unendlichen Reihe sind von zweierlei 
Art: Entweder es wichst der Summenwerth der Giieder bei fort- 
gesetzter Summation seinem Betrage nach tiber jede Grenze; die Reihe 
wird alsdanu an dieser Stelle in bestimmter oder unbestimmter Weise 
unendlich; oder die fortgesetzte Summation liefert Werthe, die zwischen 
endlichen Grenzen oscilliren, Wiahrend im ersten Falle die Divergenz 
eine unendliche genannt werden kann, lisst sich im zweiten ein end- 
liches Mass fiir dieselbe fixiren. Bezeichnet man mit S,_,; die Summe 
der Glieder mit dem Index 01--- bis nm —1, mit R, die Summe 
aller iibrigen, also den Rest der Reihe, und bildet die Folge: S,—1, 
Sn, Sati, Sate, -*-, 80 existirt eine obere (endliche) Grenze G, und 
eine untere g,, die von den Gliedern der unendlichen Folge nicht iiber- 
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schritten wird. Wiichst der Stellenzeiger n beliebig, so wird G,, bei 
fortwihrender Abnahme oder Constanz einen Werth G’, ebenso g, bei 
fortwihrender Zunahme oder Constanz einen Werth g’ erhalten. Diese 
Werthe G’ und g’ bilden die schliesslichen Grenzen fiir die Oscillation 
der Reihe, ihre Differenz soll das Divergenzmass genannt werden. 
Ist das Divergenzmass gleich 0, so convergirt die Reihe an dieser 
Stelle. Wird die Differenz S,,,— S,. mit R,,, bezeichnet, so hat 
die Folge der Reste Ryo, Rai, Raz, Ras +++ die Higenschaft, dass 
der Betrag der einzelnen Glieder héchstens gleich ist der Differenz 
Gn — gn. Wenn also das Mass der Divergenz kleiner ist als eine 
Zahl d, so lasst sich eine Stelle m finden, von der ab die Betrage 
aller Reste F,,, kleiner bleiben als d. 
Die trigonometrische Reihe 
k=@ 
a, sin kx + db, cos ka 

=0 . 
soll in einem Intervalle von a bis b ,im allgemeinen* convergent 
heissen, wenn die Stellen x, an denen das Divergenzmass unendlich 
oder iiberhaupt grésser bleibt als eine beliebig kleine Zahl 0, stets 
nur*eine discrete Menge bilden. Auch hier ist nicht gesagt, dass die 
Stellen, an denen die Reihe divergirt, insgesammt eine discrete Menge 
bestimmen, vielmehr kénnen in jedem noch so kleinen Intervalle 
Divergenzstellen enthalten sein. Es bilden nur die Divergenzstellen 
mit unendlichen Werthen, oder mit Unbestimmtheitsgrenzen, deren 
Differenz grésser ist als 0, eine discrete Menge. 

Bei einer in einem beliebigen Intervalle ,im allgemeinen“ conver- 
genten trigonometrischen Reihe ist Lim a,=0O und Lim = 0 fiir 
k = oo. 

Fir jede Stelle 2, an welcher das Divergenzmass kleiner als 0 
gemacht werden kann, liasst sich auch eine untere Grenze fiir  an- 
geben, so dass die Reihenglieder, deren Index gleich oder grésser ist 
als », ibrem Betrage nach kleiner bleiben als 6. Da nun aber die 
Stellen, an denen das Divergenzmass grésser ist als 0, nur in discreter 
Menge vorhanden sind, so ist in beliebiger Nihe einer jeden Stelle 
des Intervalles ein Theilintervall von 2 — é bis 2+ € bestimmbar, 
in welchem kein Punkt gelegen ist, wo das Divergenzmass grosser 
bleibt als 0. Es lisst sich also ein Werth m finden, so dass fiir k >n 
die Glieder 


a, sin k(a + ) + by cos k(a + &€) = (ay sin ka + bj cos kx) cos ke 

+ (a, cos kx — by sin kx) sin ke, 
a sin k(a — «) + b cos k(a — &) = (a; sin kx + Lb, cos kx) cos ke 
— (a; cos kx — by sin kx) sin ke 
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ihrem Betrage nach kleiner werden als 6, wobei x einen Werth in 
beliebiger Nahe einer jeden Stelle, ¢ irgend einen.Werth innerhalb 
der construirten Umgebung bezeichnet. Zu jedem Werthe von « wird 
aber eine andere Grenze fiir m zu fixiren sein; es ist noch nicht gesagt, 
dass dieselbe Grenze m bei allen Werthen von « ausreicht, um 
die Forderung zu erfillen. Durch Addition und Subtraction dieser 
Gleichungen erkennt man, dass auch die Betriige von 
(a,sinkx-+d,coskx)coske und (a,coska—b,sinkz)sinke 
jedenfalls kleiner sein miissen als der Werth 6. Multiplicirt man die 
erste Gleichung mit sinkxsinke, die zweite mit cos kx coske, so 
findet man durch Addition, dass 
a sin 2ke und analog, dass auch &, sin 2ke 

jedenfalls kleiner sein miissen als 40, oder kurz gesagt, kleiner ge- 
macht werden kénnen als eine beliebig vorgegebene Zahl. Diese 
Forderung ist bei den verschiedenen Werthen, die ¢ annimmt, nicht 
erfiillbar, wenn die Coefficienten a, und 0 stets grésser bleiben als 
diese vorgeschriebene Zahl. Denn unter den Werthen, welche sin 2khe 
bei beliebig wachsenden Werthen von & erhilt, kommen, da « eine 
beliebig kleine aber von 0 verschiedene Grésse bezeichnet, immer 
solche vor, deren Betrag von der Einheit beliebig wenig unterschieden 
ist. Soll nimlich der Werth von 2ke in beliebige Nihe eines un- 


geraden Vielfachen von = fallen, so muss 


(2m + 1) > — 0’ < 2he < Qm+1) 240" 
sein, d. h. es muss 
a o’ 
sein. Dieses Intervall enthilt aber immer, wie gross auch m wird, 


eine ganze Zahl, falls = > 1, d.h. 6° grésser als die beliebig kleine 


Zahl ¢ gemacht wird. Fiir ein ¢, welches beliebig klein ist, giebt es 
also in der Aufeinanderfolge der Werthe von a, sin 2ke und }; sin 2ke 
immer wieder Glieder, deren Betrag von dem der Gréssen a; und b; be- 
liebig wenig unterschieden ist. Mithin miissen bei éiner ,im allgemeinen“ 
convergenten trigonometrischen Reihe (auch wenn sie in jedem noch 
so kleinen Intervalle Divergenzstellen enthalt) die Coefficienten a, und 
b, mit wachsenden Werthen von k& kleiner werden, als jede angebbare 
Zahl, d. h. Lim a, = 0 und Lim = 0 fir k = ow. 

Wenn zwei in dem Intervalle von — x bis + x ,im allgemeinen“ 
convergente trigonometrische Reihen bis auf discrete Punkte iiberein- 
stimmen, d. h. wenn ihre Differenz eine trigonometrische Reihe bildet, 
welche im allgemeinen 0 ist und nur in discreten Punkten um mehr 
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als 8 von Null abweichen kinnte , oder falls sie divergirt nur in discreten 
Punkten Unbestimmtheitsgrenzen besitzen wiirde, deren Betrag grdsser 
ist als 0, so sind die beiden Reihen auch der Form nach identisch, . 
d. h. die entsprechenden Coefficienten sind tinander gleich, und thre 
Differenz ist durchweg 0. 
Die Differenz der beiden Reihen liefert eine Reihe mit schliesslich 
verschwindenden Coefficienten 
k=0 
“a c sin kx + dk cos ka, 
=0 
welche eine Function f(#) definirt, die nur in discreten Punkten um 
eine angebbare Zahl von 0 verschieden sein, oder Unbestimmtheits- 
grenzen besitzen kénnte, deren Abweichung von 0 grdsser ist als 0. 
Die trigonometrische Reihe 


1 DZ , Sin re cos ska 
= ht — Pe 


definirt eine stetige Function F(x), welche, wie Riemann gezeigt 
hat, die Eigenschaft hat, dass erstlich 
Lim F(e+ 42) - 2 Fe) + Fe —A2) _ py 


42=0 Az 








an allen Stellen, wo f(a”) convergirt, und dass zweitens ohne Aus- 
nahme 
Lim F@+4®)—2F@)+F(@—A2) _ 5 
42=0 Ax sd 
wird. Mithin geniigt die Function /’(#) den Bedingungen des Lehr- 
satzes 13, und ist eine lineare Function: 
DS c, sin kx + d, cos kx 


Cot C+ zhat— > 7 


=1 





Da diese Gleichung bei allen Werthen von « bestehen muss, die 
rechte Seite aber eine periodische Function ist, so kann nur C=d,=—0 
sein. Die unendliche Reihe rechts ist aber eine gleichmissig con- 
vergente, weil die Reihe 

k=@ 


a? 
=0 i 


convergirt. Mithin kann man durch Integration zwischen den Grenzen 
—x und +2, wobei die rechte Seite gliedweise integrirt werden 
darf, nachdem man beide Seiten zuvor mit sin ?x und coslz multi- 
plicirt hat, leicht nachweisen, dass 
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C’=0 und gy =a =—0 
werden, fiir alle Werthe von k, weil 


ta +a 
J sin iwde = f cos katdz =x, 
—n 


—a 
und 
+ +# , 
J sinkax snladxz = J cos kx cos la dx -{ sin kx coska dx = 0, 
—2 = —2 
(k und 1 ganze Zahlen). Diese letzten Gleichungen seien die Integral- 
eigenschaften der trigonometrischen Functionen genannt. 

Der bewiesene Lehrsatz macht auf ein besonderes Verhalten der 
trigonometrischen Reihen aufmerksam. Ist niamlich eine Function 
f(x) im Intervall von — a bis + 2 durch eine trigonometrische Reihe 
definirt, und wird dieselbe in discreten Punkten abgeindert, so existirt 
fiir diese neu gebildete Function keine andere trigonometrische Reihe 
als die urspriingliche. Vielmehr muss diese als die einzig mdgliche 
Darstellung der neuen Function durch eine trigonometrische Reihe be- 
trachtet werden, obwohl die Function und die Reihe sich in unendlich 
vielen Punkten, allerdings nur in discreten, unterscheiden. Die trigono- 


metrische Reihe ist in diesem Sinne Repriisentant einer ganzen Functions- 
classe. 


Ill. 


Eine trigonometrische Reihe heisst eine Fourier’sche, wenn ihre 
Coefficienten von der Form sind: 


+a na +2 
m= ff(a)sinkzaz, join paendinte bom f feax. 


Dabei bedeutet f(x) eine beliebige Fuaction, die nur im Intervalle 
von — a bis + = integrirbar sein muss. Damit aber eine mit diesen 
Coefficienten zusammengesetzte unendliche Reihe eine ,im allgemeinen“ 
convergente sein kénne, muss nach dem ersten Satze des vorigen 
Artikels Lim a, =0 und Lim bs =0 werden, fiir k—oo. Dieser 
Bedingung muss die Function f(z) ebenfalls geniigen. 

Ich ersetze dieselbe zuniichst durch die, wie sich zeigen wird, 
weniger umfassende Forderung: Es soll nicht nur f(x), sondern 
auch [f(z)]? im nimlichen Intervalle integrirbar sein. 
Diese Bedingung ist von selber erfiillt, wenn f(x) eine iiberall endliche 
Function ist; sie kann aber auch bestehen bleiben, wenn f(z) un- 
endlich wird; nur ist die Art des unendlich Werdens beschrankter. 
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Ist f(x) eine nebst ihrem Quadrate integrirbare Function, so con- 
vergirt die Fourier’sche Reihe, deren Coefficienten die obige Form haben, 
nicht nur im allgemeinen, so dass Lim a, und Lim ly gleich 0 sind, 
sondern sie convergirt auch im allgemeinen gleichmidssig, so dass durch 
dieselbe eine integrirbare Function definirt ist. 

Diese zweite Behauptung wird durch den Beweis zugleich er- 
liutert werden, Bezeichnet » eine beliebig grosse Zahl, so ist zufolge 
der Integraleigenschaften von sin und cos 


+2 


Si f(x) — by -) ax sink a + by cos kx dx 


— 


+2 
a k=n 
- fer dz — 2xb,? — x> a,” + D,2. 


k=1 


Die linke Seite ist, wie gross auch immer n gewahlt wird, positiv, 
also kann auch die rechte Seite fiir noch so grosse Werthe von n 
nicht negativ werden. Es wird 

k=n 
Qub? + x Zz a2 + by 
t=1 


bei beliebig wachsenden Werthen von » nicht tiber den Werth 
+n : 
(f(x)}? dx hinausgehen. Stets kann man also n so bestimmen, dass 


—n 
k=n+m 


7 a? = b,2 
bei allen Werthen von m kleiner bleibt als eine beliebig kleine Grosse. 
Mithin ist auch Lima, und Lim b, gleich 0. Zugleich ist der Satz 
bewiesen : 

Die Coefficienten einer Fourier’schen Reihe, in welcher f(x) eine 
nebst ihrem Quadrate integrirbare Function ist, convergiren derart 
nach 0, dass 

Lima, Vm und Limb, /n 
jedenfalls gleich 0 werden. 

Das Resultat besagt aber noch mehr. Denn wird das Restglied 
der Fourier’schen Reihe von dem Gliede mit dem Index » bis zu dem 
Index » + m durch R,,» bezeichnet, so ist 


k=n-+m 


Ran = a, sin kx + b, coskx 


k=n 
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+n 


k=n+m ; 
[ onaems > a,’ + b. 


—2 

Das Restglied R,,,, hat folglich die Eigenschaft, dass lediglich 
durch Wahl von » das Integral von R,2,, kleiner gemacht werden 
kann als eine beliebig kleine Zahl 6, und da dieses Integral nur posi- 
tive Glieder enthilt, so kénnen die Stellen, an denen der Betrag von 
Ra,m grosser als 0, etwa gleich oder grésser als eine endliche Zahl g 
bleibt, insgesammt nur ein Intervall h erfiillen, welches durch die 
Forderung 


Ghkh<d also h< + 


beschriinkt ist. Convergirt d mit m nach 0, so convergirt auch h=0. 
Die Fourier’sche Reihe kann also nur in discreten Punkten ein end- 
liches oder unendliches Divergenzmass besitzen; d. h. sie convergirt 
»im allgemeinen.‘ 

Sie convergirt aber auch ,im allgemeinen gleichmissig.“ 
Die Convergenz einer Reihe in einem Intervalle heisst eine durchweg 
gleichmiissige, wenn unabhingig von dem Werthe x zu jeder noch so 
kleinen vorgeschriebenen Zahl ¢ eine Stelle » bestimmt werden kann, 
so dass die Betrige aller Reste 


Rao; Ras, Ra; oe Baws . > oe Ra, m+e she). 


durch welche der Rest der Reihe von der n'" Stelle ab: R,,.. definirt 
ist, kleiner bleiben als 0. Gleichmiissig convergente Reihen besitzen 
die wichtige Eigenschaft, dass sie (falls ihre. Glieder integrirbar sind) 
gliedweise integrirt werden diirfen. Denn es ist auch zwischen be- 
liebigen in das Intervall fallenden Grenzen x, und x, der Betrag von: 


fRuode, fParde, 
J Rasde, 5 f Bande, tay ff ames dz, - 
ry % Zo 


kleiner als 0(%, — 2), und folglich bildet das Integral der Summen 
bis zu den Gliedern mit dem Index n—1,n,n+1--- * 


fs dz, J Saez, 

% Zo 
J Sunde, eee J Seimde, o © 55 J Seimss de ° 
° Zo % : 
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eine Aufeinanderfolge mit bestimmtem Grenzwerth, durch welche auch 


' 257 


definirt ist, Diese Eigenschaft bleibt bestehen, wenn zwar Ry, m nicht 
durchweg kleiner ist als 6 fiir alle Werthe von z lediglich durch 
Wahl von , wohl aber das zwischen beliebigen Grenzen genommene 
Integral. In diesem Falle sind die Stellen 2, an denen der Betrag 
von F,,m grésser bleibt als eine bestimmte Zahl g, auf Intervalle be- 
schriinkt, deren Grosse determinirt ist, und welche fiir » = co in eine 
discrete Punktmenge sich auflésen. Dass die Fourier’sche Reihe diese 


Integraleigenschaft besitzt, ist-durch die obige Untersuchung aufgedeckt. 
+2 


Denn wenn { R&,),,d2 <6 wird, durch Wahl von m unabhingig von 


—2a 


m, so wird auch J R2ndx << od, was nicht méglich wire, falls nicht 


auch J R,,m dx unterhalb einer bestimmten durch @ bedingten Grenze 


lige. Denn es ist 


abs f Ran dz <f abs [Rum] dx.*) 


*) Es bietet sich hier Gelegenheit zu einer allgemeinen Bemerkung: Aus 
der Integrirbarkeit der absoluten Werthe einer Function in einem Intervalle folgt 
noch nicht die Integrirbarkeit der Function selbst. Denn hat man z. B. eine 
Function, welche in einem Intervalle + 1 sein soll, an unendlich vielen Punkten 
dagegen, die so vertheilt sind, dass in jedem kleinsten Intervalle ein Punkt ge- 
legen ist, den Werth — 1 besitzt, so ist die Function nicht integrirbar, wihrend 
die aus den absoluten Werthen gebildete integrirt werden kann. Umgekehrt aber 
ist der Satz richtig: Wenn eine iiberall endliche Function integrirbar ist, so ist 
dieses auch fiir die absoluten Werthe der Fall. Es besteht also hierin ein sehr 
wesentlicher Unterschied zwischen einem einfachen Integral und einer unendlichen 
Reihe, bei welcher gerade das Gegentheil gilt, Solche Unterschiede hiingen 
immer damit zusammen, dass man ein Integral nicht als unendliche Summe von- 
Gliedern f(x) Aw definiren kann. Erst wenn die Existenz eines Integrales (als 
Grenzwerth einer Summe mit endlicher Gliederzahl) feststeht, treten gewisse 
Analogien mit der unendlichen Reihe auf. 

Der besprochene Fall erscheint mir noch bemerkenswerther als der Unter- 
schied zwischen successiven zweifachen Integralen und Doppelreihen, auf welchen 
Herr Thomae (Zeitsch. f. Math., Bd. 23, p. 67 und Elementare Theorie der analyt. 
Funct., p. 43) aufmerksam gemacht hat. Denn zwischen einer Doppelreihe und 
einem zweifachen Integrale, das nicht zugleich Doppelintegral ist, besteht tiber- 
haupt keinerlei Analogie. 


Mathematische Annalen, XIX. 17 
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Alle Stellen, an denen der Betrag von R,,, gleich oder grésser 
ist als eine endliche Zahl g, liefern im zweiten Integrale einen Bei- 


trag, der kleiner ist als $i der Werth dieses Integrales ist also kleiner 





é 
als ry + 9(%, — %) und setzt man g = V Ly — Lo 


dass dieser Werth kleiner ist als 2 /0(x, — 2). 

Nachdem festgestellt ist, dass die Fourier’sche Reihe eine integrirbare 
Function definirt, handelt es sich darum den Werth p(x) derselben an jeder 
Stelle zu ermitteln. Der Weg dazu ist von Dirichlet vorgezeichnet. 

Die Summe der Glieder bis zum Index n ist: 


, so erkennt man, 


k=n 
S, = b, + > am sinkx + bj cos kx 
=4 


+n 


+2 
k=n 
=i [teas LS fiw cos k(« — x) da 


—2 
und wird nach Summation der Cosinusreihe gleich: 
+" 
1 sin(n + 4) (@—2) 
hen = 3 I — da, 
>: 2 sin 3 (a — x) 
—n2 


Dieses Integral zerlegt sich in zwei Theile: 





+a 

1 sin n(a — 2) cos (a — x) 
S,= — [(@) — da 

1 seal 

2 sin — (a — 2) 
2 ; 
—a 
1 w 
+3 ic cos n(a — x) da. 
<a 


Der Grenzwerth der rechten Seite fiir m =o ist zu ermitteln. 
Ist, wie ich zunichst immer voraussetze, f(x) eine nebst ihrem 
Quadrate integrirbare Function, so wird das zweite Integral durch 
Wahl von » beliebig klein, und zwar unabhiingig von dem Werthe 2; 
es convergirt gleichmissig nach 0. 

Im ersten Integrale hebe man ein beliebig kleines Intervall 
heraus von @=2—0 bis « =a + 4; ausserhalb dieses Intervalles 
ist die Function 
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1 
cos > (a — x) 





f(@)- 


2sin + (« — 2) 


nebst ihrem Quadrate integrirbar, und sonach convergirt auch 


a—d +2 
, ‘ sin (a — 2x) cos + (a — x) 
we tse ie de P 
2 sin z (a — x) 
—2n a+d 


bei festgehaltenem Werthe von 0 gleichmissig nach 0. 
Mithin bleibt nur noch das Integral 


a+d 


' sin n(a — 2) cos = (a — x) 
= J f@) da 
cd os 

2sin > (a — x) 


a—d 








za betrachten, und es ist der Satz bewiesen: 
Der Werth der Fourier’schen Reihe an einer Stelle x hingt nur 


‘ab von dem Verhalten der Function f(x) in beliebig kleiner Umgebung 


dieser Stelle. 
Das Integral geht durch die Substitution « —a#—=—£§ iiber in 
die Form 


é 
1 * sin nB cos +6 
fie + &) ——*— ap 

2sin > B 
_ ie 
é 
1 P sin nB cos + 8 
<5 [eto treo “ap 
sin > 


0 


Der Grenzwerth dieses Integrales entscheidet unter allen Umstiinden 
iiber den Summenwerth g(x) der Reihe; und zwar wird die Fourier’sche 
Reihe gleichmissig nach diesem Werthe convergiren, wenn das Integral 
bei festgehaltenem Werthe von 8 unabhiingig von & lediglich durch 
Wahl von n seinem Grenzwerthe beliebig nahe gebracht werden kann. 

Da die Function f(”) integrirbar ist, so bilden alle Stellen, an 
denen die Function bestimmt unendlich oder unbestimmt wird zwischen 
Grenzen, deren Differenz grésser ist, als eine beliebig kleine Zahl, 
nur eine discrete Menge. (Punktuelle Unstetigkeiten der Function f(x) 
braucht man iiberhaupt nicht zu beriicksichtigen, weil dieselben auf 
die Coefficienten der Fourier’schen Reihe ohne Einfluss sind.) 

17* 
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Man schliesse nun alle Stellen vorerst von der Betrachtung aus, 
an denen die Grenzen von Lim f(# + £) unendlich werden, oder um 
p=0 


mehr als die beliebig kleine Grésse @ von einander differiren, ebenso 
die Stellen, an denen dasselbe fiir Lim f(# — 8) der Fall ist. Da- 
B=0 


gegen kénnen die zu f(x -+ 0) und f(@— 0) gehérigen Grenzen in 
discreten Punkten noch von einander abweichen. 
Setzt man nun 
1 


my Pe 


sin - 





f(a + B) cos — B =[f(w + 0) — 4(8)] 2 


a. 
sin — 


f(e — B) cos +B = [f(# — 0) — u(6)] 2——;— 


so sind 4(8) und u(A) stetige Functionen, deren Unbestimmtheitsgrenzen 
fiir 6 = 0 kleiner werden als 6. Man hat demnach 





g j 
SUf@+0 + fe— fF ap— 5 (LG +0) ph ap 


zu untersuchen. Es ist 
F) 


no 
. sin nB ae cilia sin 8 a, 
Lim fF ap — Lin (GP db — 5 
also wird: 


3 
g(x) = fer ot fe=9 ai Lim x J+) nae dp 
v 


O) 


2 ee sin vB 
~ him fee) a - dp. 


nom 


Es liisst sich nun leicht vermittelst des zweiten Mittelwerthsatzes der 
einfachste Fall erledigen, wenn nimlich die Function an der Stelle x 
der sogenannten Dirichlet’schen Bedingung geniigt. Dieselbe be- 
sagt, dass in der Umgebung der Stelle x beiderseits nicht unendlich 
viele Maxima und Minima gelegen sind. Alsdann sind f(x + 0) und 
f(a — 0) bestimmte (von einander méglicherweise auch verschiedene) 
Werthe, und das Integrationsintervall von 0 bis 6 kann so klein ge- 
wahlt werden, dass die Functionen 4(8) und u({) iiber einen bestimm- 
ten Betrag nicht herausgehen und stetig fortwahrend entweder ab- 
oder zunehmend nach Null convergiren. 

Den zweiten Mittelwerthsatz benutze ich in seiner einfachsten von 
Bonnet ausgesprochenen Form: Sind f(x) und g(x) integrirbar, ist 
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ferner die Function f(a”) im Integrationsintervalle von a bis b eine 
stetige (entweder positive oder negative) Grésse, deren Betriage nur 
abnehmen, so besteht die Gleichung: 


a+@(b—a) 


fi fe) 9(2) dz = Fla) fole)de, OSSD. 


Durch Umkehrung der Grenzen erhilt man, wenn die Betrige wachsen, 
wihrend x das Interval! von a bis b durchliuft, die Gleichung: 


Jie) 9(@) ae = — f fle) 9(2) d2— 10) fo(2) dz. 


a+@0(6—a) 


Demnach ist unter der obigen Annahme: 


é nd 
Sug 38 a6 — 4) mee db 40), me dp, 
e Oo 


fu 08 ap —u(d) fay ap Oa 


0 


Diese letzten Integrale bleiben, wie gross auch m werden mag, unab- 

hingig von © immer endlich, wihrend 4(é) und w(d) beliebig klein 

werden. Es ist sonach hewiesen, dass, nachdem man tiber 0 in passen- 

der Weise verfiigt hat, der Werth von g(x) beliebig wenig von 

f(x + 0) + f(@—9) 
2 





unterschieden ist; d. h. 


p(x) = fetorfe=9. 


Zugleich ersieht man, dass die Fourier’sche Reihe durchweg gleichmidssig 
convergirt, wenn die Function f(x) durchweg stetig ist, und dabei 
nirgends unendlich viele Maxima und Minima hat. 

Denn in diesem Falle lisst sich der Werth von 0 so wiahlen, dass 
bei allen Werthen von z die Betrige von 4(0) und w(@) kleiner 
sind als eine bestimmt gewihlte, beliebig kleine Grosse. 

Wenn aber die Function f(x) nur sprungweise Unstetigkeiten 
erleidet in discreten Pufkten, so umschliesse man dieselben mit be- 
liebig kleinen Intervallen. Nach Ausschluss dieser Stellen convergirt 
die Reihe gleichmissig. 

In diesen Untersuchungen ist der Beweis des Satzes enthalten: 


h . 
Lim J f(a) 2" de == (0), 


xu—=@D 
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wenn f(x) in der Umgebung der 0 Stelle stetig ist und nicht unend- 
lich .viele Maxima und Minima besitzt; ausserdem aber im ganzen 
Intervalle nebst seinem Quadrate integrirbar bleibt. Denn es ist 


J {fle 10} SP de — { {F(e) —F)} AP de 


+f {fle)— 1} A ae 


Man kann nun erst «¢ so_klein wihlen, dass das erste Integral, wie 
gross auch immer » wird, beliebig klein bleibt, und alsdann ver- 
schwindet der Limes des zweiten Integrales, weil f fis) — fO)  nebst 
seinem Quadrate integrirbar ist. 

Die Grenzstellen des Intervalles, c—-+ 2 und «=—dq, be- 
diirfen noch einer kurzen Bemerkung. An der Stelle x = + x wird 


+2 


, sin n(a@ — 2) cog : (a — 2) 
Lim S, = Lim 1S f(a) - da 


os ~ 2 
— 2 sin > (« — 2) 





rats m 
~ tint f taf 


oder, wenn im ersten Integrale «a + 2— 6, im zweiten «a —x = 
gesetzt wird, 


3 . 
sin %6 cos >; 6 sin 6 cos — 8 
Lim = f f(—=+ 6)———,—— 46+ = [ fat+6) —,— wp. 
2 sin > 2sin> 6 
0 pf 


Falls nun Lim f(— x + 8) und Lim f(x — 9) bestimmte Grenzwerthe 
=0 =0 

besitzen, ohne dass in die Umgebungen dieser Stellen unendlich viele 

Maxima und Minima fallen, so ist das erste Integral gieich +f(- 1), 


das zweite + (+). Also wird 
o(+ x) = Lim 8, = ($ID 4LH*) — g(a), 


Die gleichmissige Convergenz besteht auch: in der Umgebung der End- 
punkte, wenn noch f(+ 2) = f(— 2) wird. 
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Es bleibt das Problem iibrig, das Verhalten der Fourier’schen 
Reihe an den Stellen zu untersuchen, an welchen die Function f(z) 
unendlich viele Maxima und Minima mit endlichen oder verschwinden- 
den Schwankungen besitzt, sowie iiberhaupt integrirbare Functionen, 
die in beliebiger Weise unendlich werden. Beide Fragen, die, wie sich 
zeigen wird, aufs engste zusammengehéren, sollen erst spiter erdrtert 
werden, nachdem ein allgemeiner Satz fiir die durch die Fourier’sche 
Reihe definirte Function (x) unter der bisherigen Einschrinkung auf 
die Integrirbarkeit von [/(«)]* festgestellt ist. 


IV. 


Wird die nebst ihrem Quadrate integrirbare Function an einer 
discreten Menge von Stellen beliebig abgeiindert, so aindern sich die 
Coefficienten der Fourier’schen Reihe gar nicht. Demnach wird man 
von vornherein nicht verlangen kénnen, dass der Werth g(x) der 
Reihe ausnahmslos mit dem Werthe f(x) tibereinstimmt, weil in dem 
Werthe von f(x) eine gewisse Willkiirlichkeit steckt, die ohne ‘Ein- 
fluss ist auf die Reihe. Dadurch wird, wie schon am Schlusse des 
zweiten Artikels fiir trigonometrische Reihen tiberhaupt hervorgehoben 
wurde, die folgende Definition begriindet: 

Eine Fourier’sche Reihe stellt eine Function f(x) ,im allgemeinen“ 
dar, wenn die Stellen, an denen der Werth der Reihe (resp. die Unbe- 
stimmtheitsgrenzen dieses Werthes) von den Werthen der Function f(x) 
(resp. den Unbestimmtheitsgrenzen dieses Werthes) wm mehr als eine 
beliebig kleine Grisse 8 abweichen, stets nur eine discrete Menge 
bilden. 

Auf Grund dieser Definition lisst sich nun der Satz aufstellen: 
Die Fourier’sche Reihe, deren Coefficienten gebildet sind als Integrale 
einer nebst ihrem Quadrate integrirbaren Function f(x), stellt auch diese 
Function im allgemeinen dar. 

Es wurde festgestellt, dass an den Stellen, an welchen Lim f(x +0) 
und Lim f(#—0) bestimmte von einander verschiedene Werthe besitzen, 


ohne unendlich viele Oscillationen, die Reihe den Werth A . am 


annimmt. Da aber f(x) integrirbar ist, so bilden diese Stellen, wenn 
der Unterschied der beiden Werthe grésser sein soll als 0, nur eine 
discrete Menge; sie hindern also nicht ,,die Darstellung im allgemeinen.“ 
Ferner sind auch die Stellen, an denen f(x + h) in bestimmter oder 
unbestimmter Weise unendlich wird, oder unendlich viele Maxima und 
Minima mit endlichen Schwankungen erhilt, nur in discreter Menge 
vorhanden; es wird also auch dann noch nicht die Darstellung im all- 
gemeinen aufgehoben, wenn an allen diesen Stellen die Fourier’sche 












264 


Ax, Harnack. 


Reihe ein beliebiges endliches, unenendlich grosses oder verschwin- 
dendes Divergenzmass erhiilt. 

Aber die Oscillationen mit verschwindenden Differenzwerthen 
kénnen, ohne dass die Integrirbarkeit von f(x) aufhért, in jedem 
kleinsten Intervalle vorhanden sein. Wenn nun die Fourier’sche Reihe 
an allen diesen Stellen von dem Werthe f(x) sich um eine angebbare 
Grésse unterschiede, wiirde die Darstellung im allgemeinen nicht be- 
stehen. Dass aber dieses nicht der Fall ist, kann man in indirecter 
Weise einsehen, indem man die Giiltigkeit der obigen Behauptung 
folgendermassen beweist. Aus der Gleichung: 


k=@ 
p(x) = b, + > a sinkx + bh coskx, 
k=1 


wobei g(x), wie bewiesen wurde, eine integrirbare Function ist, und 
die Reihe rechts gliedweise integrirt werden darf, folgt, wenn die 
die Differenz f(x) — p(x) durch g(x) bezeichnet wird 


k=@ 
f(a) — 9(2) = g(a) = f(a) — by — >’ sin ka + by 08 ker 


und 


+e + 
J[if@ —9@} dx = g(a) az =0, 


--2 


+" +2 
Jiro — p(x)} sin kx dx = fa) sin ka dz = 0, 


+2 +n 
fit — 9(x)} cos ka da = fo) coskadz=0. 
—n —2n 


Die Differenz f(x) — p(x) = g(a) ist also so beschaffen, dass alle 
diese Integrale, welchen Werth auch & hat, verschwinden. Daraus 
folgt, dass g(x) ,im allgemeinen“ Null ist, d. h. dass die Stellen, an 
denen der Werth von g(x) (resp. seinen Unbestimmtheitsgrenzen) dem 
Betrage nach grosser ist als d, stets nur eine discrete Menge bilden. 
Man betrachte nimlich innerhalb des Intervalles von —a bis +2 
ein beliebig kleines Intervall von x, bis 2,, und construire eine Func- 
tion ~(x), die in diesem Intervalle den Werth 1, ausserhalb desselben 
den Werth 0 hat. Diese Function ist nach dem Dirichlet’schen 
Satze des vorigen Artikels durch eine Fourier’sche Reihe ausdriickbar, 
welche im allgemeinen gleichmissig convergirt, und iiberall bis auf 
die Sprungstellen mit dem Werthe g(x) tbereinstimmt. An den 


Sprungstellen hat die Reihe den Werth > 
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k=@ 


v(x) = B, + >" sin kx + B, cos dx 


(a= fsin ka dz br — + f 0s ka dz). 
Zo bat) 


Es ist demnach 


+2 +2 k=@ +x 
lz = d in ku d 
Joo 9(@) ae Aa foe) e+ Dia foe) sin ka dx 


Bx {o(2) coskx dx =0, 
<n 


also auch 
Jf g(x) da=0. 
Zo 


Wenn nun das Integral von g(x) zwischen beliebigen noch so 
uahen Grenzen 0 ist, so muss auch g(«) im allgemeinen 0 sein. Denn 
zufolge der Integrirbarkeit von g() lisst sich in beliebiger Nahe einer 
jeden Stelle 2 ein Intervall von « + € bis « + & angeben, in welchem 
die Werthe der Function g(x) um weniger als eine beliebige Zahl 0 
differiren. Es ist nun 


z+e 


foe) de = {oe + )+(<}@ —2) =0, 
ate 


d. h. der Betrag von g(x -+ «) ist kleiner als 0. Damit ist bewiesen, 
dass in beliebiger Nihe einer jeden Stelle ein Intervall-angebbar ist, 
in welchem der Betrag der integrirbaren Differenz f(a) — p(x) kleiner 
bleibt als eine beliebig kleine Grésse, so dass simmtliche Stellen, an denen 
dieser Betrag grésser wird als J, nur eine discrete Punktmenge bilden. 
Aus diesem Satze lassen sich zwei wichtige Folgerungen ziehen: 
1. Jede trigonometrische Reihe, durch welche eine nebst ihrem 
Quadrate integrirbare Function definirt ist, ist eine Fourier’sche Reihe. 
Denn ist f(z) der Summenwerth der trigonometrischen Reihe, so 
wiirde die Fourier’sche Reihe, gebildet durch die Integrale von f(), eine 
Function g(#) bestimmen, die nur in discreten Punkten von f(z) um 
eine angebbare Grosse sich unterscheiden kénnte. Die Differenz der 
beiden Reihen ist eine trigonometrische Reihe, die ,im allgemeinen“ - 
den Werth 0 hat, und welche nach dem zweiten Satze des Artikels II. 
verschwindende Coefficienten haben muss, 
2. Eine durchweg stetige Function ist bekanntlich (Lehrsatz 1. 
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Artikel I.) vollkommen bestimmt, wenn ihre Werthe bis auf discrete 
Punkte gegeben sind. Ist nun f(x) eine durchweg stetige Function 
(was nicht ausschliesst, dass sie an unendlich vielen Stellen in jedem 
kleinsten Intervalle unendlich viele Maxima und Minima besitzt), so 
braucht die Fourier’sche Reihe nicht eine durchweg stetige Function 
(x) zu liefern, aber sie liefert eine im allgemeinen stetige, d. h. nach 
Ausschluss der discreten Punkte, an welchen die Werthe von 9(z) 
um mehr als eine beliebig kleine Grésse 6 von f(x) differiren. Ist 
x solch eine Ausnahmestelle, so stimmt der Werth von g(a) dann 
_mit f(x) tiberein, wenn man ihn als Lim g(x + «) definirt, Es wird 


spiter festgestellt werden, dass der Werth von g(x) von dem Werthe 
der stetigen Function f(#) um eine angebbare Grosse nur’ dann differirt, 
wenn die Fourier’sche Reihe an dieser Stelle divergirt; iiberall, wo sie 
convergirt, ist ihr Werth gleich f(z). 

Die Aufeinanderfolge der Werthe von g(a -+ «) ist also, wihrend 
é nach 0 convergirt, so geartet, dass an discreten Punkten sprungweise 
Unbestimmtheiten eintreten kénnen. Nach Auslassung dieser Werthe 
ist Lim g(x + «) fiir «=O in der That eine bestimmte Grésse. So- 
nach wird der Satz bewiesen sein: 

Ist f(x) eine durchweg stetige Function, so liefert die mit den In- 
tegralen von f(x) gebildete Fourier’sche Reihe allenthalben den Werth 
f(x), wenn man an den Stellen x, an welchen die Reihe divergirt, und 
diese Stellen kinnen nur in discreter Menge vorhanden sein, den Werth 
der Reihe als 


k=n 
Lim Lim c f- >a sin k(x + ¢) + b; cos k(a@ + | 


e=-0 n2=@ f=1 


definirt. 

Damit ist eine bestimmte Festsetzung gegeben, bei welcher die 
Fourier’sche Reihe doch schliesslich zur ausnahmslosen Darstellung 
einer stetigen Function ausreichend ist. 


¥e 


In den Untersuchungen der beiden vorigen Artikel erschien die 
zur Convergenz ,,im allgemeinen“ nothwendige Higenschaft des Ver- 
schwindens von Lima, und Lim b, fiir » = oo als eine Folgerung 
aus der Integrirbarkeit von [f()]*. Lassen wir aber diese Voraus- 
setzung fallen , betrachten also eine Function, die in discreten Punkten 
derart unendlich wird, dass ihr Quadrat nicht mehr integrirbar ist, 
so muss die bisherige Annahme direct durch die umfassendere ersetzt 


werden: die integrirbare Function f(x) muss so beschaffen sein, dass 
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+2 +2 
Lim + (f(a) sinnade—=0 und Lim 4 J f(a) cos ka dx = 0. 
~<a —a 
Man kann diese Forderung auf die Intervalle reduciren, welche Unend- 
lichkeitspunkte (auch unendlich viele) enthalten, da sie ausserhalb 
dieser Intervalle von selber erfiillt ist. Bezeichnet c — 4 bis c+ 0 
ein solches Intervall (und es kann, wenn @ beliebig klein gewiahlt 
wird, auch beliebig viele derselben geben), so muss nicht nur 
e+d 

fie) ax 

e—d 
durch Wahl von @ beliebig klein werden, sondern es muss auch 


e+d c+d 
Lim [f(x)sinnadx und Lim [f(x)cosnzdz, 
r2=—@ a=@ 
e—d c—Jd 


welchen Werth auch 0 haben mag, verschwinden. 

Diese zur Convergenz nothwendigen Voraussetzungen sind auch 
hinreichend. Nachdem man alle Unendlichkeitsstellen in Intervalle 
von beliebiger Kleinheit eingeschlossen hat, construire man eine Func- 
tion p(x), welche ausserhalb dieser Intervalle den Werth f(z), in den- 
selben aber den Werth 0 hat, Solch eine Function g(x) ist ,im all- 
gemeinen“ durch eine Fourier’sche Reihe darstellbar; dieselbe werde 
durch 


k=n 


p(x) = db,’ + >a sin ka + b, cos ka + Ry (x) 
k=1 


bezeichnet, wobei R, das Restglied bedeutet. Nun bilde man mit der 
Function f(x) die ersten Glieder einer Fourier’schen Reihe und setze : 


k=n 
v(x) = by + Dia sin ka + b cosk«x, 
=1 
so soll bewiesen werden, dass mit wachsenden Werthen von n p(z) 
im allgemeinen nach dem Werthe g(a) convergirt, fiir diejenigen 
Werthe von x niamlich, welche ausserhalb der construirten Intervalle 
e—0@ bis c+ 4 sich befinden. Es wird 


k=n 


P(x) — W(X) = (by — by) + t (ax —a,) sin ka + (by —b;\ cos ka + Ry (x) 
&=1 - 


und es sind die Differenzen a, — a, und by — 0 gleich den negativen 
Werthen der Integrale erstreckt iiber die Unendlichkeitsintervalle. Ich 
schreibe das kurz 
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k=n 


e+d 
p(x) — v(z)—=—; _f roe Ss J[roreive—» da+ R(x) 


c+d 


sin ( » + (a — 2) 
~-3 fre Cia _ DOH? a, 4 Re, 


a 2 sin 3 (a * 2) 
wobei nur in Erinnerung zu behalten ist, dass auf der rechten Seite 
eigentlich eine Summe von Integralen steht, entsprechend den ver- 
schiedenen Unendlichkeitsintervallen. Aus der Voraussetzung geht hervor, 
dass, wenn x eine Grdésse ist, die nicht im Unendlichkeitsintervalle 


liegt, auch 
e+d c+d 7 
fr cos a — 2) fi 
Lim J f(«) ——_————- sinn(@ —x)da« und | f(«)cosn(a—z2z) da 
sin : (a — 2) ‘ 3 
e—d c— 


fiir » =o verschwinden. Es convergirt also die rechte Seite fiir jedes 
x ausserhalb der beliebig kleinen Unendlichkeitsintervalle nach 0, d. h. 

Die Fourier’sche Reihe stellt den Werth von f(x) im allgemeinen 
dar, sobald die Integrale 


bs 
J f(z) sin nade und | f(z) cos na dx 
—z —2n 


fiir n = co verschwinden. 
Das Verschwinden der Integrale a, und b, folgt aus der Integrir- 
barkeit von f(x), sobald das Integral 


fre dz 


ein absolut convergentes ist, d. h. falls es auch convergirt, wenn man 
fiir f(z) seine absoluten Werthe setzt. Denn alsdann kann das Ver- 
schwinden so nachgewiesen werden, dass man die eer tte vollzieht: 


fiw sin nz daz af +f + fre sin nx dx, 


—zn ec—d c+d 


Das mittlere Integral ist, wie gross auch m wird, seinem absoluten 
Werthe nach kleiner als 


c+d 


_f abs [f(a)] dx 


c—d 
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und kann durch Wahl von @ beliebig verkleinert werden; die beiden 
anderen verschwinden fiir = oo. 

Ist also f(x) eine absolut integrirbare Function, so ist f(a) durch 
eine Fourier’sche Reihe im allgemeinen darstellbar. 

Die Forderung der absoluten Convergenz ist von selbst erfiillt, 
sobald f(x) in bestimmter Weise unendlich wird. Denn das Unendlich- 
werden in bestimmter Weise an einer Stelle c erfordert, dass sich in 
der Umgebung dieser Stelle ein Intervall angeben liisst, in welchem 
die Function nicht mehr ihr Zeichen wechselt. Daher kann man den 
specielleren Satz formuliren: 

Wird die integrirbare Function in discreten Punkten nur in be- 
stimmter Weise unendlich, so ist sie durch eine Fourier’sche Reihe im 
allgemeinen darstellbar. 

Schliesslich sei noch bemerkt, dass nach Ausschluss der Unend- 
lichkeitspunkte durch beliebig kleine Intervalle die Convergenz der 
Fourier’schen Reike eine im allgemeinen gleichmiissige bleibt. Zwischen 
zwei Grenzen, die keinen Unendlichkeitspunkt einschliessen, kann die 
Reihe gliedweise integrirt werden. Eine allgemeinere Regel fiir die 
Integration wird im Artikel VIII. gegeben werden. 


V1. 


Die zur Convergenz einer Fourier’schen Reihe als nothwendig und 
hinreichend erkannte Kigenschaft 


+2 +2 
Lim fi f(a) sin nx da = Lim fi f(a) cos na da = 0 
—@ Fas a 


ist aber auch als Folgerung aus der Integrirbarkeit von f(x) abzuleiten, 
wenn die Function f(#) von vornherein durch eine trigonometrische 
Reihe iiberhaupt definirt ist, von der noch nicht bekannt ist, ob sie 
eine Fourier’sche ist. Auf Grund der Riemann’schen Untersuchungen 
lisst sich diese Behauptung leicht nachweisen. 
Denn lautet die Definitionsgleichung 
k=@ 
f(~) =b) + a sinka + bk cos ka, 

=i 
wobei die Coefficienten nicht als Integrale gegeben sind, und ist f(z) 
eine integrirbare Function, so ist erstlich auch Lima, =O und 
Lim }, = 0; denn die Reihe muss ,,im allgemeinen“: convergiren. 
Bildet man nun weiter: 


k 
F@athe—> Sah x 
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und F, (2) = foe Jr dp= fiw (~ — B) dB, 


so ist F(x) — F(x) eine Function, von welcher Riemann gezeigt 
hat, dass sie den Bedingungen des Lehrsatzes 14. Zusatz im Artikel I. 
gentigt; folglich eine lineare Function. Es besteht also die Gleichung 


F(a) + 0+ 0’ = f7(6)(@— pap +040" 


XN a, sin kx + b, cos kx 


1 ‘ 
= — , a 
=< box B 





= 


Da das zweite Glied der rechten Seite eine periodische Function ist, so ist: 
F, (24 22)4C+C' (@422)— +b, (a+2m)?—=F, (2) +040 x—+ bya? 
oder: 
F, (a+ 2x) = F, (x) — 20’ x + b, (22a + 222), 
und fir «= — a folgt, weil F',(— ) gleich 0 ist, die Relation: 
F(x) = — 20x. 
Aus derselben Gleichung findet man durch Differentiation nach z: 
F,(a@+22) = Fy (x) + 2b,2 und fir « = — a: F(x) = 2b) 2. 


Durch Multiplication mit sin kx oder cos kx und durch gliedweise In- 
tegration der rechten Seite ergeben sich aus der obigen Gleichung die 
Relationen: 


+2 
fae +C+C2)snker daz = — qr ut, 
+2 
fae + C+ C’zx) cos ka dx = — bem 4+ (—1}. 2b ua 





F,() ist differentiirbar, und demnach wird das erste Integral gleich: 
k wee 
ie con FS CF, (a) + 0+ C'2)| ++ J (Fy (a) + C’) cos ka dx 
—n 


—2 





be [- on te (F, (a) + CO+ ca)|+ [ = (FY (2) + ey] 








+2 
— # Sf sinka dz. 
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Da die Werthe in den Klammern verschwinden, so ist 
a 


+2 
a, = + fie) sinkxdz und ebenso = + f(x) cos ka dx. 
—aA _— 


na 


Sonach lautet der allgemeinste Satz: Jede trigonometrische Reihe, welche 
eine integrirbare Function definirt, ist eine Fourier’sche Reihe; oder 
auch: Hine integrirbare Function kann, wenn sie iiberhaupt durch eine 
trigonometrische Reihe im allgemeinen darstellbar ist, nur durch eine 
Fourier’sche Rethe dargestellt werden. 

Es ist also das von Riemann (Art. 13.) angefiihrte Beispiel 
einer integrirbaren Function, welche keine Entwickelung in eine 
Fourier’sche Reihe zuliisst, zugleich ein Beispiel fiir eine Function, 
welche nicht durch eine trigonometrische Reihe iiberhaupt dargestellt 
werden kann, es sei denn, dass man in einem beliebig kleinen aber 
doch endlichen Intervalle in der Umgebung der Unendlichkeitsstelle 
die Function abindert. 

Durch die Riemann’sche Untersuchung ist aber ferner bewiesen: 
f(@+-0) +f(e@—9) 

2 





Wenn die Fourier’sche Reihe an einer Stelle, an welcher 


einen bestimmten Werth hat, iiberhaupt convergirt, so convergirt sie auch 
immer nach diesem Werthe. 
Denn es besitzt die Fourier’sche Reihe an jeder Stelle, wo sie 
convergirt, den Werth 
San F(a + Ax) — 2F (a) + F(a — Az) 
42=0: Ax ; 








und dieser Werth ist / lef) fle—9) , zufolge der Gleichung: 


x+42 


F(e+A2)—2F(e)4+F(e—A2) = ff(B)(e+4e—p)ap 


— | f6)(e — Ax — A) ap 


2—dz 
Az 
= J [f@+e) +f(@—«)] (Ae—a) da 
=(f(e+0a)+f(a—OaA*, 


selbst wenn f(a” + 0) und f(a — 0) einzeln betrachtet keinen bestimm- 
ten Werth reprisentiren. 

Umgekehrt ist es wohl méglich, und solche Beispiele sind von 
Hrn. du Bois-Reymond gebildet worden, dass die Fourier’sche Reihe 
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an einer SteHe 2 convergirt, wihrend die erzeugende Function 
f(a + 8) + f(« — 0) fir 6 =0 unbestimmt wird. Es sind solche 
Falle den in der Integralrechnung auftretenden analog, wo der Dif- 
ferentialquotient des Integrales einen bestimmten Werth hat, wihrend 
die zu integrirende Function an derselben Stelle unbestimmt wird. 
Endlich ist noch zu*bemerken, dass man die vorstehenden Sitze 
dieses und des vorigen Artikels auch ausdehnen kann auf Functionen, 
die nicht schlechthin integrirbar sind, falls nur singuliire Werthe der 
Integrale existiren. Der einfachste Fall dieser Art ist der folgende 
zuerst von Riemann angefihrte. Das sogenannte Hauptintegral 


e+d é 
[fe dz — fife + «) + fe—@)] de 
c—d 0 
kann einen bestimmten endlichen Werth ergeben, der fiir d = 0 nach 
0 convergirt, wiahrend f(z) an der Stelle ¢ ohne unendlich viele 
Maxima und Minima so unendlich wird, dass die Function f(x) nicht 
integrirbar ist. Jedenfalls muss aber dann [f(c + «) + /f(¢ — @)]a 
gleich 0 sein. 

Wenn dieses der Fall ist, und es verschwinden ausserdem auch: 

e-+-d 
Lim f(2) sin n(a — c) dx 
c—d 


é 
oi Lim f{f(e + «) — f(e —a)] sin nada, 


ete 
Lim {f) cos n(a@ —- c) dx 
rn—@ - 


é 
= Lim fL/(c + a) + f(e — «)| cos na da, 


so gelten alle friiheren Siitze fiir die Function f(z), wenn man bei 
der Berechnung der Coefficienten der Fourier’schen Reihe die Werthe 
der Hauptintegrale benutzt. Diese Bedingungen sind erfiillt, wenn die 
Producte af(e + a) und ef(¢ — a@) einzeln nach 0 convergiren; und 
diese Forderung ist auch nothwendig. Denn weil die Function f(¢ + a) 
+ f(¢ — «) absolut integrabel ist, so ist auch 


J F 
abs f [f(c-+)+f(c—«)] cosma da < fabstf(e+e) + f(c—a)] da 


wie gross auch immer » wird. Also kann das zweite der obigen 
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Integrale bei allen Werthen von m lediglich darch Wahl von 0 be- 
liebig klein werden. Und da nun auch 


d 
° f(re+o—fe—a))sin na dx = {tfete)—fle—a)l« es én 


beliebig klein werden soll, so sagt das nach Artikel III. aus, dass die 
Function [f(e -++ «) — f(e — @)] @, welche nicht unendlich viele Maxima 
und Minima hat, nothwendig verschwinden muss. Ks ist also Lim 


[fe+e)+f(e—a)la und [f(e+e)—f(e— ala 
gleich 0, woraus die Behauptung hervorgeht. 

Wird also die Function in einzelnen oder auch unendlich vielen 
discreten Punkten ohne Osciilationen so unendlich, dass ihre Integrirbar- 
keit beeintriichtigt ist, so ist diese Function doch noch durch eine 
Fourier’sche Reihe darstellbar, falls in der Umgebung solcher Unendlich- 
keitspunkte f(e + a) + f(e — a) auch fiir « = 0 integrirbar bleibt, und 
ausserdem af(c + a) und af(c — «) verschwinden. Die Coefficienten 
der Reihe sind aus der Formel zu berechnen: 

3 


c— é 
xax— { f(2)sin nedx-+sinne {(f(e+2) +/(c—a)] cosnada 


t) nm 
+cosne } [f(e+«) —f(c—a@)] sin nada + | f(e)sinnede. 
0 c+d 
und analog fiir by. *) 


Vil. 


Fiir das Verhalten der Reihe an einer einzelnen Stelle ist, wie im 
Artikel III. gezeigt wurde, nur das Integral 
a+d 
1 - ; cos 76 
+ [ f@+6)sinng —*— ag 


2sin— 6 


< 2 


a—d 
d 


° 1 
cos = 6 
=3 fire+o+ie—or vin np — ap 
; saad} 





massgebend. Nun istaber cos 5 B - P eine stetige Function von £, 
2sin — B 
2 
*) Dieser Satz ist meines Erachters eine der weitesten Bedingungen, die man 
aufstellen kann ftir Functionen, die ohne Maximis und Minimis unendlich werden. 
Vergleiche eine gegentheilige Bemerkung v. Hrn. du Bois-Reymond: Journal 
f, Math. Bd. 79, pag. 45. Auf einem villigen Missverstindniss beruht die Be- 


Mathematische Annalen, XIX. 18 
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die fiir 8 = 0 eins ist, und in dem beliebig kleinen Iniervalle von 0 
bis 0 positive und abnehmende Werthe hat. Man kann daher direct 
nach dem Bonnet’schen Satze das einfachere Integral 


é 
+ fife + & +1 — a) rap 


substituiren. Setzt man also, unter der Voraussetzung, dass 
fw +0) + fl — 0) 
einen bestimmten Werth hat, die Differenz 
[/(@ + B) + f(@ — B)) — [f(@ + 9) + f(« — 0) = 46), 
so convergirt die Fourier’sche Reihe nur dann nach dem Werthe 
L@+% + fe—9) 
2 ? 
wenn 
1 , in nB 
. sin” 
in fn pt apo 
0 
wird. 

Die werthvollen und umfassenden Untersuchungen, welche Herr 
du Bois-Reymond tiber die Bedingungen fiir die Convergenz dieses 
Integrales und deren Nothwendigkeit angestellt hat, sollen hier nicht 
discutirt werden, und lassen sich wohl auch schwerlich durch einfachere 
Betrachtungen ersetzen. Nur auf einige Sitze, die unmittelbar aus dem 
gebildeten Ausdrucke hervorgehen, und fiir die Frage nach der Dif- 


ferentiation und Integration der Fourier’schen Reihe unerliisslich sind, 
will ich hier eingehen. 


Ist der Quotient os integrirbar, so sagt diese Bedingung zu- 


gleich aus, dass fiir die Function up in der Umgebung der 0 Stelle 


eine Fourier’sche Reihenentwicklung existirt, die aber nicht fiir 4=0 
zu convergiren braucht. Es lassen sich dann ohne Weiteres die im 
Artikel V. gefundenen Sitze anwenden: 

Die Fourier’sche Reihe convergirt an einer Stelle, an welcher 4(), 
auch wenn es unendlich viele Maxima und Minima enthdlt, so beschaffen 


ist, dass der Quotient ae in der Umgebung der Nullstelle absolut inte- 


grirbar ist. 
Diese Bedingung enthilt die von Hrn. Lipschitz aufgestellte: 


merkung des Hrn. Sachse: ,, Versuch einer Geschichte der Darstellung etc. Zeit- 
schrift f. Math. Jahrgang 25. Suppl. pag. 253; denn es handelt sich hier gar nicht 
um bedingte oder unbedingte Convergenz, Wiewohl diese Abhandlung tiberhaupt 
von principiellen Irrthiimern nicht frei ist, so ist sie doch zu einer Orientirung tiber 
die Probleme in der Theorie der trigonometrischen Reihen brauchbar. 
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Die Fourier’sche Reihe convergirt, wenn der Betrag von 4(§) stets 
kleiner bleibt als das Product CA*, wobei C eine Constante, a eine 
beliebige noch so kleine Potenz bedeutet. 

Insbesondere ist die Bedingung erfillt, wenn 


A(B) _s f(@+6)—fe@+%  fe—6)—f@—o) 
B B 





fir 6 = 0 endlich bleibt; also auch wenn die Function f(x) an der 
Stelle «x endliche Werthe des vorwiirts und des riickwirts genommenen 
Differentialquotienten besitzt. 

Dieser Satz lisst sich verallgemeinern: Besitzt die Function 4() 
im Intervalle von 0 bis 0 eine integrirbare Ableitung 4'(8), so ist 
nach der Regel der theilweisen Integration: 


Sua *pt-ap - fre ae f smb dp =fiea fie ay 


a 
Ist nun 4’(@) absolut integrirbar, so ist, weil der Betrag von 
nd 


a 
f =s dy stets kleiner bleibt als J wa dy, 
. 0 








y y 


na 


nd 


é n é 
abs {2(@) de f 82% ay < {SOY ay fabs [2] dy. 
0 ne 0 0 


Die rechte Seite kann durch Wahl von 0 beliebig klein gemacht werden, 
und folglich ist auch, weil 


h 


Lim J 1(B) “8 ap 


sicherlich gleich Null wird, wie klein auch immer 0 gewihlt ist, falls 
in dem Intervalle von 0 bis h keine Unendlichkeitsstellen der Function 
4(8) gelegen sind, 


h . 
Saal Sia 


beliebig klein, d. h, gleich Null. Damit ist bewiesen: 

Ist die Function f(x) so beschaffen, dass f(x + 8) + f(x — B) 
fiir jeden Werth von x eine stetige Function von B ist, die eine absolut 
integrirbare Ableitung nach B besitzt, so convergirt die Fourier’sche 
Reihe allenthalben ausnahmslos nach dem Werthe 


— £{f@+% + fe—9O}. 









Ax. Harnacr. 


VU. 


Die letzten Siitze dieses und des vorigen Artikels setzen uns in 
den Stand Regeln fiir die Differentiation und Integration trigonome- 
trischer Reihen aufzustellen. Ich werde dieselben indessen nicht in 
der Allgemeinheit aussprechen, die man denselben auf Grund der 
vorangehenden Resultate geben. kann, da die Formulirung sonst allzu 
complicirt wird. 

Es sei f(x) eine im Intervalle von — x bis + 2 durchweg stetige 


Function, welche durch eine im allgemeinen convergente trigono- 
metrische Reihe ; 


k=>@ 


by + a sin ka + bj cos kx 
> | 


dargestellt ist. Von dieser Function sei bekannt, dass sie einen inte- 
grirbaren (vor- oder riickwiirts genommenen) Differentialquotienten be- 
sitzt. Derselbe sei absolut integrirbar. (Insbesondere also 
durchweg endlich, oder in discreten Punkten bestimmt unendlich.) 
Dann folgt aus den friiheren Sitzen zweierlei. Erstlich nimlich, dass 
die Reihe fiir f(x) allenthalben ohne Ausnahme den Werth 


fr dz 


liefert, zweitens dass auch die Function /’(x) durch eine Fourier’sche 
Reihe im allgemeinen darstellbar ist. Diese Reihe heisse: 


k=@ 
By + a, sin ka + B, coska. 
=1 
Nun entsteht die Frage, in welcher Beziehung stehen die Coef- 


ficienten dieser zu denen der friiheren Reihe? Sie wird durch die 
Gleichungen beantwortet: 


+2 
Bae fr @de— Lifts) —f—-)], 


+2 +2 +n 
“= 1 fr (x) sinkada—— [Fe) sinkz| — * [f(e)eoskedn— —ka, 
— 5g —2z —a 
+n 


+ +* 
pr=t ff (@coskadr—+|s(a)eos ke| +2 [f(e)sinkeds 


(—1)* 
= -—- (f(+ 2) -f(—2)] +h. 


Demnach wird durch die trigonometrische Reihe 
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&k=8 


Lfl+2) —f(—#)] = 2; — kbysin kx 


+45 (A+) —f(—m) + kay} cos ke 


der Werth von + {f(a +0) + f(a — 0)} im allgemeinen, d. h. 
discrete Punkte kénnen eine Ausnahme bilden, dargestellt. 
Fiir den Fall, dass f(+ 2) = f(— 2) ist, geht diese Reihe in 
die einfachere Form iiber 
k=@ 


Pe kb, sin ka + kay, cos kx, 


=1 
welche durch directe gliedweise Integration der urspriinglichen Reihe 
erhalten wird. Ist diese Bedingung nicht erfiillt, so convergirt diese 
Reihe fiir sich gesondert betrachtet tiberhaupt nicht. 
Die Regel fiir die Integration gestaltet sich folgendermassen: 
Ist f(x) durch eine trigonometrische Reihe 


k=@ 


b a, sin kx + 0; cos kx 
t+ Da + bh 


im allgemeinen dargestellt, und weiss man, dass f(x) integrabel ist, 
so ist diese Reihe eine Fourier’sche. Soll nun das Integral 


Jie) dx = Fe) — 


gebildet werden, wobei die Grenzen a und 2 in das Intervall von —z 
bis +2 fallen mégen, so existirt auch fiir diese Function, da sie 
iiberall stetig ist, eine Fourier’sche Reihe. Setzt man 


k=@ 


F(x) — F(a) = B, + >): sin kx + B, cos ka, 


so wird: 


a 


B, =a je dz — F(a), 


+n 


7” 4” 
A, = L {F(a sinks dz=— iw [ F(@)cosk.| 4. ESf@ coska dx 
—n —a —2 : 


_ (— as [Fi+s) — F(—2)|++4h, 
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+2 +2 +2 
B= 1 (F@) coskadz= i: | F@)sin kz] — LE St@ sinkax dx 
—an —z —2n 


= E ke 


Also ist F(x) im allgemeinen dargestellt durch die Reihe: 


as fr Fajdee SI +2)—F(—x))+ +b sinkz 


1 
— zw cos kx. 
Diese Reihe zerfallt in zwei Theile; denn der Werth von 


k=@ 


2 oe [F(+ x) — F(— x)] sin kx 
=i 
ist convergent und gleich 


sp ([F(4+-%) — F(—-2)] = bye, 
da 


+n 
= fre) dz= 35 (F(+2) — F(—2)}. 


Nur an den Endpunkten des Intervalles ist 
k=@ 
_; snke 
oe - ee or 0, 
Demnach hat man das Resultat: Die Function F(x) ist im all- 
gemeinen gleich 


+x 
k=@ 


F(a) dix+bax + <b sin ka — ~ % cos ka. 
=1 


An discreten Punkten kann aber der Werth der Reihe von diesem 
Werthe unterschieden sein. 

Wenn jedoch die Function f(x) eine absolut integrirbare ist, 
muss auch der Werth dieser Reihe ausnahmslos mit dem Werthe von 


F(a) tbereinstimmen; und zwar ist in dieser nicht rein trigono- 
metrischen Form auch: 


+2 


Pita ay f Feyde+ bet SF a, (— 1), 


—n 
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+n 
k=@ 
Foam f Feae— dx +; a (— 1}, 
=1 
weil 
+ k=@ 
F F(— 3 
bet iat, 4 [ Peas ao = % (— 1) 
—a i“ 
und 
Fes) — Fos) =), ist. 
Bildet man die Differenz F(x) — F(a), so wird dieselbe gleich: 


k=o@ 
by (a—a) + +b (sin ka — sin ka)—+ a, (cos kx—cos ka) 
=1 
also direct gleich der Reihe, welche aus der urspriinglichen durch 
gliedweise Integration zwischen den Grenzen a und « hervorgeht. 
Der Uebersichtlichkeit wegen sollen die beiden Regeln kurz formulirt 
werden: , 

1. Weiss man von einer trigonometrischen Reihe, dass durch die- 
selbe im allgemeinen eine stetige Function definirt ist, welche eine absolut 
integrirbare Ableitung besitet, so ist die Reihe eine durchweg stetige 
Function, deren Ableitung durch eine trigonometrische Reihe ,im all- 
gemeinen“ dargestellt wird. Dieselbe wird aus der urspriinglichen durch 
gliedweise Differentiation gewonnen, indem man ausserdem noch jedem 
Gliede der zu bildenden Reihe das Glied 


—_ (— 1) [f(+ 2) — f(— 2)] cos ka 
hinzufiigt. 


2. Das Integral jeder trigonometrischen Reihe zwischen beliebigen 
in das Intervall — x und + 2 fallenden Grenzen wird, falls die 
Reihe iiberhaupt eine integrirbare Function definirt, durch gliedweise 
Integration ,im allgemeinen“ dargestellt. Definirt die gegebene Reihe 
eine absolut integrirbare Function, so ist die durch Integration gebildete 
Reihe ausnahmslos gleich dem Integrale. : 

Diese Sitze sowohl, wie die im Artikel IV. fiir die ausnahmslose 
Darstellung stetiger Functionen gegebene Definition sichern der 
Fourier’schen Reihe eine weit gréssere Anwendbarkeit bei der Theorie 
partieller Differentialgleichungen, als ihr schliesslich zugestanden wurde. 

Der Gang aber, den ich zur Entwickelung der Theorie hier ein- 
geschlagen habe, fiihrt ohne Weiteres auch in das gauze Gebiet von 
darstellenden Functionen mit den analogen Integraleigenschaften ein, 
von denen die trigonometrischen nur einen besonderen Theil bilden. 


Dresden, im September 1881. 





Bemerkungen zur Invariantentheorie. 
Von 


E. B. Curistorret in Strassburg. 





Ich erlaube mir im Folgenden einen Beitrag zu derjenigen Be- 
griindung der Invariantentheorie vorzulegen, welche von der Trans- 
formation homogener Formen ausgeht. Die Frage ist seit der grund- 
legenden Abhandlung des Herrn Aronhold*) bekannt und bedarf 
keiner Erliuterung. Auch auf Vergleiche mit friiheren Darstellungen 
bin ich nicht eingetreten, da sie durch die Uebereinstimmung der Be- 
zeichnungen nahe genug liegen. Dagegen darf ich nicht unerwahnt 
lassen, dass dasjenige Princip, welches sich als das entscheidende er- 
weist — die Aequivalenz zweier Formen f(az) und f(by) von der 
Aequivalenz beider mit einer dritten abhingig zu machen, schon in 
der interessanten Abhandlung des Herrn Gram**) auftritt. Meine 
eigenen Untersuchungen in dieser Richtung reichen bis zum Ende der 
60° Jahre zuriick; die urspriinglich beabsichtigte Veréffentlichung der- 
selben ist unterblieben, nicht dass ich auf fremde Arbeiten gewartet 
hiitte, um aus ihnen die den meinigen beizulegende Tragweite zu ent- 
nehmen, sondern weil meine Beschiftigung mich immer mehr zu 
Fragen fiihrte, bei denen das Interesse ausschliesslich in der Anwendung 
der Formenbildung liegt. Wenn ich mich nach so langer Zeit gleich- 
wohl zur folgenden kurzen Veréffentlichung entschlossen habe, so habe 
ich den Anlass dazu in einigen Publicationen der letzten Jahre ge- 
funden, welche mir zeigten, dass eine unten folgende Berichtigung 
($ 1. 2.) noch heute néthig ist, nachdem ich sie seit langer Zeit als 
augenfallig fiir iiberfliissig gehalten hatte. 

Die vollstindige Durchfihrung des Princips, auf welches nach 
Herrn Aronhold die Invariantentheorie zu griinden ist, fihrt zur 
Kinsicht, dass die-Erscheinung der ,,Invarianz“ mehr auf den Eigen- 
schaften der Substitutionen, als auf Eigenschaften der zu transfor- 
mirenden Formen beruht, und dies fiihrt dann zum Begriffe der 
»invariantiven“ Substitutionen und derjenigen Formen, welche einer 


solehen, wenn auch nicht jeder Substitution gegeniiber ,,vollstindige“ 
sind, — 


*) Borchardt’s Journal LXII. 
**) Diese Annalen VII, 230. 
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1, 


Ich bezeichne durch f eine Form p'* Ordnung mit » Variabeln, 
ihre Gliederzahl durch ¢; f(ax) bedeute dann eine Form f mit den 


_Variaveln #,2,...2, und den Coefficienten a,a,...a, in einer be- 


liebig festzusetzenden Reihenfolge. 

Die Formen f(a) und /(by) heissen aquivalent, wenn jede von ihnen 
in die andere durch eine lineare und umkehrbare Substitution transformirt 
werden kann. Dafiir ist es ebenfalls nothwendig und ausreichend, 
dass beide zur namlichen dritten Form f(cz) aquivalent sind. Diese Fest- 
setzungen hat Gauss zu arithmetischen Zwecken gegeben, wenigstens 
nur diese betont: seine Untersuchungen tiber die Compositionstheorie, 
die terniren Formen, sein zweiter Beweis fiir den Fundamentalsatz 
der Algebra und seine Theorie des Linienelementes liefern den Beweis, 
dass Gauss auch, und zwar in den mannigfaltigsten Richtungen, auf 
dem Gebiete der Formenbildung thiitig gewesen ist. 

Geht durch eine lineare Substitution, deren Coefficienten @, a, ... a, 
heissen, wiihrend s ihre Anzahl nn bedeutet, f(ax) in /(a’y) tiber, so 
lauten die Bedingungen, damit dies = f(by) wird: 

(1) b, =a,, b,=a,,--+, bb = ay. 

Die eigentlichen Aequivalenzbedingungen ergeben sich hieraus durch 
eine Operation, welche ich als die systematische Elimination von 
@,&%... a, bezeichnen mochte. 

Die systematische Elimination von x zwischen m algebraischen 
Gleichungen 
(a) p, (x) = 0, 9, (x) = 0, 9; (x) = 9, 7a a Pm (x) = 0 
setzt voraus, dass man 1. die Resultante der beiden ersten Gleichungen, 
R(g; P.) =O setzt, 2. den nunmehr existirenden gréssten gemeinsamen 
Theiler g,’ von g, und g, aufsucht, und nun zunichst zum Gleichungs- 
system 

P2 =9, Gy = 0, -++ Pm =O 
tibergeht. Mit diesem wird das niimliche Verfahren wiederholt, indem 
man R(g,'g,) = setzt und, wenn @, den nun vorhandenen gréssten 
gemeinsamen Theiler von », und g, bedeutet, das Gleichungssystem 
9; =0, 9, =0, ++ Pm =O 
bildet. Fahrt man so fort, so erhilt man, bei hinreichend erliuterter 
Bezeichnung, die Resultanten 
(b) R(Y,H2) = 9, R(py ps) = 0, +++, R(Pm-1 Pm) = 9 
und die Schlussgleichung 
und es ist klar, dass diese m — 1 Gleichungen (b) die nothwendigen 
und ausreichenden Bedingungen ausdriicken, damit wenigstens ein 
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Werth von z existirt, welcher allen Gleichungen (a) geniigt, wihrend 
(ce) alle diese Werthe von x und nur sie liefert. 
In den Gleichungen (I) ist die systematische Elimination der Sub- 

stitutionscoefficienten in irgend einer Reihenfolge zu leisten, etwa wie 
folgt. Angenommen die systematische Elimination von a, lasse noch 
a, ibrig; die hierauf folgende systematische Elimination von a, lasse noch 
a, iibrig u. s. w., aber mit der systematischen Elimination von a, gehen 
auch alle folgenden 541, @o+42,-- +, @, heraus, so weit sie nicht schon 
friiher ausgefallen sind. Dann erhilt man aus (1) offenbar ¢ — 6 
Aequivalenzbedingungen von der Form 

Fo1(a|b, by + - + be41) = 0, 
(uy piped Sea tb 

F, (a|b,b,---b) =O, 
und 6 Schlussgleichungen 
Fy (a@|b| @, @, +++ a) == 0, Fy’ (a|b| a, a,-++ a.) = 0, Fe’ (alble, @o41° ++ a.) =0, 
mit folgenden Zusiitzen: 

1) Ich betrachte die Werthe a,a,---a, als zu gebende, b,b,---b; 
als gesucht, so dass zu einer gegebenen Form f(a) alle iiquivalenten 
Formen f(by) gesucht sind. 

2) Es ist leicht zu beweisen, dass die Zahl 6 von der Reihenfolge 
unabhingig ist, in welcher die Substitutionscoefficienten eliminirt wurden, 
weshalb ich 6 als die Ordnung der systematischen Elimination bezeichne. 
Ebenso leicht ist es aber auch einzusehen, dass diese Ordnung 6 von 
den Werthen der zu gebenden Zahlen a,a,--- a, abhiingt, und zwar 
in der Weise, dass, wenn durch numerische Specialisirung einiger von 
diesen Zahlen 6 = 6, geworden ist, durch weitere, zu dieser kommende 
Specialisirungen nicht mehr 6 > 6, werden kann. 

Es giebt also einen héchsten Werth von 6, und derselbe ist 
=s=nn. Derselbe tritt, wie Herr Aronhold bewiesen hat*), in 
allen denjenigen Fillen p > 2 ein, wo die ersten Derivirten von f (ax) 
nicht zugleich verschwinden kénnen, so lange nicht alle Variabeln 
=( werden. Ein Beweis, den ich selbst von dem Satze zu geben 
versucht hatte, dass bei unabhiingig variabeln Werthen a,a, - - - a, die 
Zahl w = s — 6 = () ist, p > 2 vorausgesetzt, scheitert an dem Um- 
stande, dass ein von mir durch f(z;,...-) bezeichneter Ausdruck 
(Borchardt’s Journal 68, pag. 250) noch andere Argumente als die 
angezeigten (7;,...) enthalten kann, was ich hiermit ein fiir allemal 
berichtigt haben will, da auf diese Arbeit neuerdings niehrere Mal 
Bezug genommen worden ist. 


*) Borchardt’s Journal, LXIX. 187. 
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3) Die Schlussgleichung F’=0 enthiilt a, aber nicht oj_1, x —9,....0;: 
durch die Schlussgleichungen sind also a, @-1...@, bestimmt, die 
tibrigen Substitutionscoefficienten o4,,...«,, deren Anzahl u = s—o 
ist, bleiben willktirlich. 

4) Die Aequivalenzbedingung F; = 0 enthalt b;, aber nicht 
bis1, bigs, .- +, b3 durch die Aequivalenzbedingungen sind also 
bo+t, bo+2, .--, & bestimmt, wahrend b,b, ... 5, willkiirlich bleiben. 

5) Werden nun b,b,...b, willkiirlich, aber by41,..., b:- den 
Gleichungen (II) gemiiss eangenommen, so ist f(by) stets zu f(ax) 
aiquivalent, und es ergeben sich auf diesem Wege auch alle zu f(az) 
aiquivalenten Formen f(by). 

6) In jedem solchen Falle ergeben sich die Substitutionen, welche 
f(ax) in f(by) transformiren, wenn man 41, G42, +. ., @ Willkiirlich, 
aber «,@,...@ den Schlussgleichungen gemiiss annimmt, und dann 
ist identisch 


(I) b, a; by Mak ay, so ba. 
7) Wenn es sich daher nur um das Aequivalenzproblem handelt, 
so sind demnach nur die Gleichungen 
(II) F;(a\b,b,---b) =0, (@—=6+1,642,---+, 8) 
zu beriicksichtigen. 
2. 


Diese Bedingungen (II) werden nun vollstiindig vertreten durch 
die Forderung, dass f(ux) und f(by) beide zu f(ez) aquivalent sein 
sollen, Die Bedingungen fiir das erstere lauten 
(Ifa) F,(aleyq---¢)=0, (@=—6+4+1,---+,4 
und, unter einer sofort nachzuweisenden Voraussetzung, fiir die zweite 
Aequivalenz: 

(IIb) F,(b\e,e,---¢) = 0, @=6+1,---+, f) 
Wir betrachten, wie oben festgestellt wurde, die Zahlen a,a,... a 
als zu gebende, b,b,...b, dagegen als gesuchte, ebenso ¢,¢,... ¢. 
Wihrend also der Fall vorzusehen ist, dass die Zahlen a,a,... a; be- 
reits numerisch specialisirt vorliegen, sind fiir die Zahlen b ebenso 
wie fiir die Zahlen c alle Beschriinkungen vorbehalten. 

Geht man nun auf die urspriinglichen Transformationsbedingungen 

zurtick, welche den drei vorstehenden Fiillen entsprechend lauten: 


(I) b,=a,, b=a,, --+ =m, 
I ” pees ” ee ” 
(Ia) CoM, Cp Ag ot ) a, 
(Ib) C= by", y= by", , OHH", 


so springt in die Augen, dass die Ordnung der systematischen Elimi- 
nation fiir die Gleichungen (Ib) ihren héchsten Werth hat: hat sie 
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in den Gleichungen (I) einen kleinern Werth, und sind dann 1. in 
(II) die dazu gehérigen Aequivalenzbedingungen vereinigt, so bilden 
allerdings die Gleichungen (IIa) auch die richtigen Aequivalenz- 
bedingungen zu (la), aber die Gleichungen (I1b) sind nicht mehr das 
Resultat der systematischen Elimination von a,«, +++ «, aus (1b), weil 
ihre Auzahl zu gross ist; und wenn umgekehrt 2. in diesem 
Falle die Gleichungen (IIlb) richtig aus (Ib) hergeleitet sind, also 6 
seinen hichsten Werth bedeutet, so stehen in (II) resp. (Ila) nicht mehr 
die richtigen Bedingungen zu (1) resp. (1a), da ihre Anzahl zu klein ist. 
In allen denjenigen Fiillen, wo, vermige der Specialisirung 
von f(ax), die Ordnung 6 der systematischen Elimination von 
@,a,+++ a aus dem Gleichungssystem 


(1) b, = a,, b, a,, +--+, bs =a; 
kleiner ist als bei unabhingig veridnderlichen Werthen von 
@,@,-++ a, kinnen die Gleichungen (II) niemals ersetet werden 


durch zwei, der Anzahl und Form nach iibereinstimmende 
Gleichungssysteme (Ila) und (ILb). 


3. 


Ich setze von hier ab voraus, dass auch die Coefficienten von 
f(ax) willkirlich sind, und benutze neben (II) und (IIa) auch die 
Gleichungen (IIb). 

Dann sind in den Resultaten alle, aber auch nur diejenigen 
Specialisirungen von a,a,... a, statthaft, bei denen die Ordnung der 
Elimination auch fiir die Gleichungen (I) ihren héchsten Werth be- 
halt (z. B. bei der terniren cubischen Form nicht die Specialisirung 
f(ax) = 2,3 + 32,72,). 

Um nun die Folgerungen zu entwickeln, welche sich aus der 
Forderung ergeben, dass jede Lésung c,c,...c eines der beiden 
Gleichungssysteme (IIb) und (Ila) stets auch dem andern geniige, 
bedarf es vor allem einer Discussion dieser Gleichungssysteme, 

A) Man ordne jede Gleichung (IIb) nach ihrer letzten Un- 
bekannten, was 


(IIb) F;(ble, --- ¢;) = Aye# + Bee +---=0,. (i =6+1,---, A) 
gebe. Alle Coefficienten sind frei von ¢;, ¢41,...,¢, und rationale 
ganze Functionen von b,b,...b; und ¢,...¢;1, ausserdem frei von 
einem ihnen allen gemeinsamen Factor. Angenommen, der leitende Coeffi- 
cient A; bleibe von Null verschieden fiir alle Lésungen ¢,_1, ¢j~2, ..., Co41 
der vorangehenden Gleichungen F,, = 0(x =i — 1, i— 2,...6+ 1). 

Dann giebt es — wenn M, eine ganze Function von ¢,, Cy-1, .. . Co-41 
bedeutet, die in b,... 0b, und c,... cg wenigstens rational ist — einen 
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Factor M;-:, so dass M;_,A; mittelst der Gleichung Fj_,; = 0 von 
¢—1 unabhingig wird*), hierauf einen Factor M;_: so dass das Product 
M;-2M;-,A; mittelst der Gleichung F;-, = 0 auch von ¢_2 unab- 
hangig wird, u. s. w. D. h. dann giebt es einen Factor P;, welcher 
ganze Function derselben Argumente wie A; selbst ist, von der Be- 
schaffenheit, dass das Product P; A; mittelt der Gleichungen F’, = 0 
(x < 4) von G1, G_2,..., Co41 frei wird. Dann werden die Producte 
P;B;,... ganze Functionen von ¢g4:1, ..., ¢;—1, welche man mittelst 
der vorangehenden Gleichungen auf méglichst kleine Grade bringen 
kann. Hebt man hierauf mit ‘dem vereinfachten leitenden Coefficienten 
weg, so wird die Gleichung F; = 0 ersetzt durch eine Gleichung von 
der Form: 

wild |e, ... c;) = of + Byee-? + Cee? +--+ =O, , 
wo nun 1. jeder Coefficient, fir K—=i-—1, i—2,...,6+1, 
ganze Function von c, und von kleinerem Grade wie §, ist, und 
2. alle Coefficienten rationale Functionen von },...b:, ¢,...¢¢ sind. 

B) Angenommen ferner, im System (Ilb) habe jeder leitende 
Coefficient A; die Eigenschaft, fiir keine Lésung ¢1,..., ¢o41 der 
vorangehenden Gleichungen zu verschwinden. ; 

Dann findet die vorstehende Umformung fiir alle Gleichungen des 
Systemes (IIb) statt, und nun ergeben sich die folgenden Schliisse. 

1) Unsere Aufgabe fordert zuniichst, dass jede Lésung c,4; einer 
der beiden Gleichungen 


(6+ 1), Forr(bl Cy ~~. Cop1) = 9, For (@|C --. Cops) = 0 
auch der andern geniige. Dies ffndet stets und nur dann statt, wenn 
beide Gleichungen in den Coefficienten tibereinstimmen, und dies fihrt 
zu einer Anzahl Gleichungen von der Form 
(II) R(b|¢,¢,...¢g) = R(ale,c, ... Ce), 
wo jedes F rationale Function und beiderseits die nimliche Function 
seiner Argumente ist. ‘ 

2) So oft co41 Lésung der nunmehr tibereinstimmenden Gleichungea 
(6 + 1) ist, sollen auch die beiden Gleichungen 


(6+ 2) Foz2(ble,-.. Cope) = 9, Fop2(ale, ... Copa) = 0 
in den Wurzeln, also den Coefficienten tibereinstimmen. Das giebt 
Relationen von der Form S(b|c, .. . ¢o41) — S(ale, . . . C41) = 0, wo 
S ganze Function von ¢g4; aber von kleinerem Grade als P44, ist. 
Diese Gleichung muss also in c,4; identisch sein, d. h. die Polynome 
(o + 2) miissen, nach ¢,42 und coy, geordnet, in den Coefficienten 
tibereinstimmen, was wieder zu Relationen der Form (III) fihrt. 
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*) Gauss, Dem, nova altera, 2. IV. 
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3) Setzt man diese Schliisse fort, so folgt: 

Wenn in den Gleichungen (IIb) kein leitender Coefficient tA, 
durch eine Lisung ¢j1, ¢;-2, .--, Co41 der vorangehenden 
Gleichungen F, = 0 (x =i—1, i—2,...,¢6+4+ 1) zum 
Verschwinden gebracht wird, lassen sich alle Bedingungen, damit 
die Gleichungssysteme (IIa), (IIb) in ihren Lésungen ¢g4:, 
Co+2) +++) G@ ganz und gar iibereinstimmen, vollstidndig aus- 
driicken durch eine Anzahl Relationen von der Form 


(IM) = R(b,b,... dee... . te) = R(a, Gy... Ge|Oq Cg... Ge), 


wo jedes R rational und beiderseits die niamliche Function 
der angezeigten Argumente ist. 
C) Der Nachweis, dass die Bedingungen dieses Satzes sich stets 
.erfiillen lassen, ist leicht zu fiihren. 


a) Wir sind befugt, vorauszusetzen, dass im System (IIb) jede 
Gleichung F'; = 0 mittelst der ihr vorangehenden auf ihren niedrigsten 
Grad in ¢; gebracht ist, und ausserdem die Coefficienten A;,B;,... 
keinen ihnen allen gemeinsamen Factor haben. 


b) Ich behaupte, dass dieses Gleichungssystem irreductibel ist, dass 
also kein Polynom F; desselben mittelst der vorangehenden Gleichungen 
rational zerfillbar wird. 

Zum Beweise ist zu beachten, dass ¢,...¢g willkiirlich bleiben, 
mithin als unabhingige Variabeln auftreten, von denen ¢,4, .. . ¢ alge- 
braische Functionen sind. Es ist also nach bekannten Principien nur 
zu beweisen, dass durch geeignete Wege der unabhiingigen Variabeln 
C,+.+€g jedes Lésungssystem ¢g41... in jedes andere cj4i... «" 
iibergefiihrt werden kann. 

Aber dieses ist sicher; denn jedes Werthsystem c,c, ... ¢,, welches 
den Gleichungen (IIb) geniigt, macht f(cz) fiquivalent zu f(by), also 
giebt es zu jedem solchen Werthsystem eine Substitution, so dass (Ib) 
¢, = b,", c= b,",...,%@ =,” wird. Dies umfasst, wenn alle Sub- 
stitutionscoefficienten unabhingig variabel sind, alle Lésungen ¢,¢,...¢ 
von (IIb), also auch ¢, = b,',..., Co =)" Cos: = doy... = 
und ¢, = b,”, .. ., Co = be", Coy: = be41,-- -, Ge” = b;,"; also kann jede 
von diesen beiden in die andere durch geeignete Aenderungen der 
Substitutionscoefficienten, also auf den dadurch bestimmten Wegen 
von ¢, = b,”,..., c= b;” tibergefiihrt werden, ohne dass dies auf- 
hért, Lésung von (IIb) zu sein. 


ce) Ich behaupte endlich, dass unter der Voraussetzung a) kein 


leitender Coefficient A; durch Lésungen der vorangehenden Gleichungen 
zum Verschwinden kommt. 

Seien ¢,, ¢x41,... die Variabeln, von denen A; wirklich abhingt, 
so dass, wenn x <i — 1 ist, A; von ¢_1,..., Cx4, frei ist. Sodann 
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selen Cy, .++,Ce41 an die Gleichungen F'y-4=—0,..., Foi = 0 
gebunden , c, dagegen sei unabhingig variabel, also F’, nicht — 0. 
Wiirde nun A; = 0 fiir alle Lésungen der vorangehenten Gleichungen, 
so wire A; durch F,, theilbar und F; mit zu hohem Grade angesetzt. 
Wiirde A; = 0 zwar nicht fiir alle, aber fiir einige Lésungen der voran- 
gehenden Gleichungen, so hiitte A; mit /’, einen gemeinsamen Factor, 


‘ ohne’ durch F, selbst theilbar zu sein, aber dann wire F’, rational 


zerfallbar. 

Also wird A; fiir keine Lésung der vorangehenden Gleichungen 
Null, w. z. b. w. 

d) Daraus folgt, dass, wofern nur jede Gleichung F; = 0 in ¢; 
auf ihren niedrigsten Grad gebracht ist, die Bedingungen des Satzes 
B) erfiillt sind, d. h. wir haben den Satz: 

Die nothwendigen und ausreichenden Bedingungen, damit die 
Gleichungen (Ila) und (1Ib) in ihren simmtlichen Lésungen 
Co+1,+.+) G tibereinstimmen, lassen sich durch eine geeignete 
Anzahl Gleichungen von der Form 


(ILL) R(b,b, .. . dele, .. . Cg) = R(a,a, .. . ale, ... Ce) 


ausdriicken, wo jedes R rational und beiderseits die nimliche 
Function der angezeigten Argumente ist. 

D) Aber das Aequivalenzproblem fordert ausserdem noch, dass 
diese Uebereinstimmung der Lésungen ¢o41,..., %, also das Gleichungs- 
system (III), ohne irgend eine Beschriinkung der Argumente ¢,...¢, 
statttindet. 

Aus (III) erhilt man also die nothwendigen und ausreichenden 
Bedingungen fiir die Aequivalenz von f(by) und f(axz), wenn man 
noch bewirkt, dass jede Gleichung (III) in c,...c¢, identisch wird. 
Ist R ganze Function dieser Argumente, so kommt man zum Schlusse 
durch Vergleichung der Coefficienten; ist die rationale Function I 
eine gebrochene, so bedarf es nur der Wiederholung des elementaren 
Satzes, dass zwei rationale Ausdriicke mit dem Argumente c¢ in 
den Coefficienten iibereinstimmen, wenn sie 1. fiir jedes ¢ gleiche 
Werthe annehmen, 2. in beiden der Zihler zum Nenner relativ 
prim ist und 3. etwa in beiden Nennern der leitende Coefficient 
= 1 ist. Dies letztere hat zur Folge, dass entsprechende Coefficienten 
in R(b,...|¢,...) und R(a,...| ce...) der eine aus b, ...b, der 
andere aus a, ... a in der gleichen Weise zusammengesetzt sind. Be- 
zeichnen wir solche Coefficienten durch B und A, so haben wir den Satz: 

Die nothwendigen und ausreichenden Bedingungen, damit f(by) 
zu f(ax) dquivalent wird,. lassen sich vollstindig ausdriicken 
durch eine Anzahl Gleichungen von der Form 


(IV) B,=A,, B,=A,,.. 
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wo jedesmal B, eine rationale Function von b, ...b, und A, 
die niimliche Function von a, ... a ist. 
Dies gilt jedoch nur unter der Voraussetzung, dass die Ord- 
nung der systematischen Elimination fiir das Gleichungssystem 
(I) b =a,, b= 4,,...,4—=4 


thren hichsten Werth hat; in jedem andern Falle ist der vor- . 


stehende Satz unrichtig , 
wie aus dem Schlusse des § 2. folgt. 
Ersetzt man jedes b durch seinen Werth a’, so muss jede Glei- 
chung (IV) identisch werden; also sind B, B, ... (rationale) absolute 
Invarianten von /(by). 


4, 


Wir halten an der Bedingung fest, dass die Ordnung odder syste- 
matischen Elimination fiir das Gleichungssystem (I) ihren héchsten 
Werth hat. Dann geschieht den Gleichungen (IV) nicht blos Geniige 
durch jede Lésung b,...b, des Aequivalenzproblems, sondern es ist 
auch umgekehrt dieses Gleichungssystem frei von allen fremden 
Lésungen, d. h. solchen, fiir welche f(y) nicht zu f(a@2) aiquivalent ist. 

Aber die Gleichungen (11) zeigen, dass b,...b, willkiirlich bleiben, 
wihrend b,,;... 0; durch sie und a,a,..- a bestimmt sind. 

Welches nun auch die Anzahl der Gleichungen (IV) sein mag, 
so miissen sich hiernach aus ihnen ¢ — 6 Gleichungen 
(1Va) B, = A,, B,— A,,..., Bio = Aro 
ausheben lassen, welche jene Bestimmung von b,4,... 0; leisten, so 
dass b,, b,,..., b:—¢ in Bezug auf diese Variabeln von einander unab- 
hangig sind. 

Sei J(b) irgend eine andere absolute Invariante (es ist mur von 
rationalen die Rede). 

Nun geniigen den Gleichungen (1Va) auf alle Fille 1. simmt- 
liche Lésungen bo4:,..., b, des Aequivalenzproblems, aber miglicher- 
weise ausserdem noch 2. fremde Liésungen, aber beide zusammen 
genommen nur in endlicher Anzahl, wenn wir, um abzuzihlen, },...b, 
als feste Werthe betrachten. 

Jede Lésung der ersten Art giebt J(b) = J(c); diese Gleichung 
hat also mit (IVa) Liésungen gemein, in denen }, ... 0, willkiirlich 
bleiben; eliminirt man bg,:, ..., b;, so miissen also b, .. . bs von selbst 
ausfallen. Zwischen J(b) und %, B,...B;—« besteht also eine alge- 
braische Gleichung; jede andere (rationale) absolute Invariante J(b) 
ist also algebraische Function von %, $,... B;—s. 

Angenommen, J(b) sei keine rationale Function von %,, 8,... 

Das heisst dann, dass 1. ein jedes Werthesystem 8,8, ... B;—o, 








dessen 
denen 
densel 
Wert 
wenn 
zugeh 
Aequi 
zukon 
welch 
I 
halt « 
unter 
chung 
C 


die G 
(IV b 
noch 
ist kl 


‘ 
Fune 
von 
durch 
Dann 
Lésu: 
dingt 
die J 
(IVe 
klein 
beste 


muss 
(V) 


Wo ¢ 
geher 
Dars 


sollte 
gescl 


dure 


M 








0) 











Bemerkungen zur Invariantentheorie, 289 


dessen $, B,...B;—« tiberhaupt fahig sind, hervorgeht aus verschie- 
denen Werthesystemen 0}, b,...0;, aber 2. diese letztern nicht alle 
denselben Werth des rationalen Ausdruckes J(b) liefern. Aber alle 
Werthsysteme 8, ... 8; der yerlangten Art ergeben sich aus (IVa), 
wenn man a, @,...a; wnabhingig von einander variiren lasst. Die 
zugehérigen Werthegruppen b,...b, zerfallen also 1. in Lésungen des 
Aequivalenzproblems, und diese geben alle J(b) = J(a), 2. in die hin- 
zukommenden fremden Lésungen, und nur solche kénnen es sein, fiir 
welche J(b) nicht ebenfalls = J(a) wird. 

Ist also J(b) nicht rationale Function von B, B,... Br, so ent- 
halt das System (IVa) nothwendig fremde Lésungen }, b,...0;, und 
unter diesen nothwendig solche, welche durch Hinzufiigung der Glei- 
chung J(b) = J(a) ausgeschlossen werden. 

Sei B:-o4: eine solche rationale absolute Invariante. Dann haben 
die Gleic :ungen 
(IV b) B, om a see Bie =) Aro, Biot = W-o41 
noch alle Aequivalenzlésungen, aber die Anzahl der fremden Lésungen 
ist kleiner als in (IVa). 

Sei B,_o+2 eine neue rationale absolute Invariante. Sie ist algebraische 
Function von %,...8;-¢, und ihr Ausdruck lisst sich durch Einfiihrung 
von $;~c+: auf mannigfaltige Art abindern. Angenommen, 8;—o+2 sei 
durch B, ...Br-¢ und B,-o4: auf keine Weise rational darstellbar. 
Dann folgt wie vorhin, dass das System (IVb) nothwendig noch fremde 
Lésungen hat, und darunter nothwendig solche, welche durch die Be- 
dingung B;-o+2 = U:-s42 ausgeschlossen werden. Um diese ist also 
die Anzahl aller Lésungen des Systems 
(IVc) B, = YW, prery Bio nas Wo, Bi-o+1 = Ur-o+t» Bro+2 — Wrote 
kleiner wie in (IVb), wihrend die Aequivalenzlésungen unverktirzt 
bestehen bleiben. 

Da aber die Anzahl aller Lésungen in (IVa) eine endliche ist, so 
muss dieser Process einmal abschliessen mit einem Gleichungssystem 
(V) B, — YW, B, = A, , eeey Br-o+e — Aro+e, 
wo @S 0 ist, in der Weise, dass 

1) keine von den Invarianten B,, B,,..-, Br-o+e durch die voran- 
gehenden rational darstellbar ist, aber 

2) jede andere rationale absolute Invariante J(b) die rationale 
Darstellung durch jene gestattet, und 

3) falls das System (V) auch noch fremde Lésungen enthalten 
sollte, sie durch Invariantengleichungen J(b) = J(a) nicht mehr aus- 
geschlossen werden kénnen. 

Ist nun eine der vorstehenden Invarianten, etwa %,, zwar nicht 
durch die vorangehenden, aber durch diese und die folgenden rational 
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darstellbar, so ist 1. B, entbehrlich fiir die Darstellung von J(b), und 
2. die Gleichung §, — %, aus (V) zu entfernen, weil sie keine 
fremden Lésungen ausschliesst und durch die itibrigen identisch erfiillt 
wird. Also haben wir das_ Theorem: 
Es giebt eine endliche Anzahl rationaler absoluter Invarianten 
B, B,... Brote, 
durch welche jede andere rational darstellbar ist, wihrend keine 
von ihnen rationale Function der iibrigen ist. 


Durch diese stelle man nun jede Invariante B,, B,, ... des Gleichungs- 
systems (IV) dar. Dann folgt, dass jede Lésung des Systems 
(V) SB, = A, (u=12...7—6+ Q) 


auch Lésung von (IV), also Lésung des Aequivalenzproblems ist. Das 
ist der Satz: 

Die im vorigen Satze nachgewiesenen Invarianten 8 reichen 
aus, um in den Gleichungen (V) die Bedingungen fiir die 
Aequivalenz von f(by) mit f(ax) vollstindig und frei von 
fremden Lisungen auszudriicken , so oft in (1) die Ordnung der 
Elimination ihren hichsten Werth hat, aber auch nur in die- 
sem Falle. 

Ich breche hiermit ab, indem ich auch die Uebertragung des 
Vorstehenden auf gewéhnliche Invarianten und auf Formensysteme 
unterlasse. Der unzweifelhaft richtige Satz, dass es fiir jedes Formen- 
system eine endliche Anzahl von Invarianten giebt, durch welche alle 
tibrigen als ganze Functionen derselben ausgedriickt werden kénnen, 
scheint der eigentlichen Formenbildung anzugehéren, zu deren grossen 
Zielen er namentlich seit den Entdeckungen des Herrn Gordan 
gehért. Wenigstens habe ich selbst in den ausschliesslich auf Trans- 
formationstheorie fussenden Untersuchungen keinen rechten Anhaltspunkt 
fiir den Beweis dieses Theorems gefunden. 


Strassburg, 18. October 1881. 
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Ueber die Flache vierter Ordnung mit Cuspidalkegelschnitt. 


Von 


Téréssy Bsa in Ziirich. 


I, 
Erzeugungen und Gleichungsformen der Fliche. 

Sind gp = 0, ~=0 die Gleichungen beliebiger Flichen zweiten 
Grades, p = 0 die Gleichung einer Ebene, so lisst sich die Gleichung 
einer Fliiche vierter Ordnung, welche die Schnittlinie der Ebene p 
mit der Fliche m zum Doppelkegelschnitt hat, in der Form 

g — 4p'y =0 
schreiben*). Die vier Schnittpunkte des Doppelkegelschnittes mit der 
Fliche ~ sind Cuspidalpunkte der Fliche vierter Ordnung. 

Der Kegelschnitt (gp) wird zur Cuspidaleurve, wenn er seiner 
ganzen Ausdehnung nach auf der Fliche w liegt, letztere also mit 
ry = 0 als Gleichung einer beliebigen Ebene dem Biischel 


. 9 + upr=0 
angenort. Die Gleichung der Fliche vierter Ordnung mit Cuspidal- 
kegelschnitt kann also in der Form 
F=q°— 4p’o — 4up’r = 0 
geschrieben werden. Indem man dafiir 


(p — 2p’)? — 4(ur + p) p> = 0 
schreibt und dann gm — 2p? und — 4(ur + p) durch U respective q 
ersetzt, wird sie auf die von Herrn Zeuthen**) mitgetheilte Form 
(1) F= U?+p'q=0 
gebracht. Dafiir kann man auch 


*) Kummer: ,,Ueber die Flichen vierten Grades, auf welchen Schaaren 
von Kegelschnitten liegen.“* Borchardt’s Journal Bd..64, pag. 66. 

**) H. G. Zeuthen: ,,Révision et extension des formules numériques de la 
théorie des surfaces récviproques.* Math, Annalen Bd. X, pag. 542. 


Mathematische Annalen. XIX. 20 





292 Téréssy Bua. 


(U + Ap*)’ = p*(2p? + 24U — pq) 
schreiben, wo A eine beliebige Constante bedeutet. 
Das Flichenbiischel 
U, =U + Ap? = 0 

enthalt alle Flichen zweiten Grades, welche sich lings dem Kegel- 
schnitt (Up) berihren. 

B= yp? + 24U — pq=0 
stellt ein System von einfach unendlich vielen Flichen zweiten Gundes 
dar, von denen jede durch den Cuspidalkegelschnitt hindurchgeht und 
die Flichen U, in den Punkten (Upq) beriibrt. 

Die Raumeurve (U,B;) zerfallt in den Descidelingnleseailih und 
in den Kegelschnitt K,, welchen die beiden Flachen U, und-B, noch 
gemein haben. Sie ist als vollstiindiger Schnitt der Flichen B, und 
F doppelt zu ziihlen, d. h. B, und F beriihren sich lings ihr, letztere 
Flache erscheint also als Enveloppe des Systems B,. 

Um die Ebene q, des Kegelschnittes K, zu finden, beachte man, 
dass das Ebenenpaar pq als I'liche zweiten Grades dem Biischel 


Bit wi. = pe? + wd) + U(24+ w)— pq =0 
angehéren muss. Fiir w == — 2A erhilt man: 
B+ eUi=pVp+q=9, 
g=MVp+t+q=—0 
als Gleichung der Ebene q;. 
Kir q = — A*p geht Gleichung (1) iiber in 
(U + Ap*) (U — dp’) = 0. 


damit 


Das heisst: 

Jede Ebene des Biischels (pq) schneidet aus der Fliche F zwei 
Kegelschnitte K,, K_, heraus, welche sich in den Punkten (Upq) be- 
riihren. 

Fir 4=0, also q;—q fallen diese beiden Kegelschnitte zu- 
sammen, d. h. 

Die Ebene q beriihrt die Fliche F liings dem Kegelschnitt (Uq). 
Jeder ebene Querschnitt dieser Fliche hat also die Schnittlinie seiner 
Ebene mit der Ebene q zur Doppeltangente. 

Gleichung (1) kann auch in der Form 

(U + 99°)? = a(e*a? + 29 Ug — p*) 
geschrieben werden. Die Fliichen des Biischels 
U,.=U+e¢= 
beriihren sich gegenseitig lings dem Kegelschnitt (Uq). 
(2) Co= eg? + 29Uq — p> =0 
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r S 





stellt ein System von einfach unendlich vielen Flichen dritter Ord- 
nung dar. Bezeichnet man — wie es im Folgenden immer geschehen 
soll — mit A, und A, die Punkte (Upq), ferner mit A, und A, die 
respectiven Tangentialebenen in ihnen an die Fliche U, so hat jede 
Flache C, die Punkte A, und A, zu biplanaren Doppelpunkten mit 
den Ebenenpaaren A,q und A,q als respectiven zerfallenden Tangenten- 
kegeln in ihnen. Sie enthilt also auch die Verbindungslinie A, A, 
und zwar als osculare Geraude nach der Ebene q (Bezeichnung von 
Cayley), das heisst die Gerade A, A, bildet den vollstindigen Schnitt 
der Ebene qg mit der Fliche C,, reprisentirt also drei gerade Linien 
der letzteren. 

Die Raumeurve sechster Ordnung (UgC,) ist als vollstiindiger 
Schnitt der Flichen Cy und F doppelt zu zahlen, d. h. Cy und F be- 
riihren sich liings ihr, die Fliche vierter Ordnung mit Cuspidalkegel- 
schnitt erscheint also auch als Enveloppe des Systemes Cy, aus Flachen 
dritter Ordnung. Das gleichzeitige Bestehen der Gleichungen (1) und 
(2) fiihrt auf die Bedingung 

(p? + erg? =0. 

Die Raumcurve (C.F) zerfillt also in drei je zweimal zu ziihlende 
Kegelschnitte, welche durch die Punkte A, und A, hindurchgehen und 
von denen nur ein einziger reell ist. - 

Schreibt man Gleichung (1) in der Form: 


ap + ug = @(Bup? + 3u°2pq + vq?) — UV, 


q° Q* — Du; 
so sieht man, dass die Fliiche F/ von jeder Fliche D, lings ihrem 
Querschnitt mit der Ebene q, osculirt wird. Die erstere erscheint also 
auch als stationdre Enveloppe eines Systems D, von Fliichen vierter 
Ordnung. : 

Jede Fliiche des Systems D, hat die Linie (Uq) zam Doppelkegel- 
schnitt und von den vier Cuspidalpunkten desselben fallen je zwei in 
den Punkten A, und A, zusammen. Eine beliebige Ebene des Biischels 
pq schneidet aus D, zwei Kegelschnitte heraus, von denen jeder die 
Ebenen A, und A, in den Punkten A, und <A, respective beriihrt. 

Die Fliche vierter Ordnung mit Cuspidalkegelschnitt kann ausser 
den bisher erwihnten Erzeugungsarten als Enveloppe des Systems By 
aus Flichen zweiten Grades oder des Systems Cy aus Flichen dritter 
Ordnung oder als stationiire Enveloppe des Systems D, aus Flichen 
vierter Ordnung mit gemeinsamem Doppelkegelschnitt, — noch in 
mannigfaltiger Weise als Erzeugniss projectivischer Flichensysteme 
dargestellt werden. 

Bezieht man die Flichenbiischel zweiten Grades: 


also: 











——_ 
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U+Aap?=0 und pg—A4U=0 
projectivisch so aufeinander, dass die demselben Werthe des Para- 
meters 4 entsprechenden Flichen der beiden Biischel correspondirende 
Elemente bilden, so erhilt man als Ort der Schnittlinien entsprechender 
Flachenpaare : 
U? + pq=0, 


also unsere Fliiche F’. 

U? — up* = 0 ist die Gleichung eines involutorischen Flichen- 
biischels zweiten Grades, q+ up =O die Gleichung eines zu ihm 
projectivischen Ebenenbiischels, und als Gleichung des Ortes der Schnitt- 
curven entsprechender Elemente (Ebenen hier, Filiichenpaare dort) 


findet man 
; p(U? + pq) = 0, 
das heisst: 


Man erhilt die Fliche F auch als Theil des Erzeugnisses eines 
Ebenenbiischels und einer zu ihm projectivischen Involution aus 
Flichen zweiten Grades. Die Doppelelemente dieser Involution, ent- 
sprechend den Parameterwerthen u = 0 und uw = oo, sind die Flichen 
U und p*, ihre Entsprechenden im Ebenenbiischel sind die singulire 
Tangentialebene q und die Ebene p des Cuspidalkegelschnittes respec- 
tive. Diese beiden Ebenen theilen den ganzen Raum in vier Flichen- 
winkelriiume, von denen nur zwei und zwar Scheitelwinkelriume reelle 
Punkte der Fliche F' enthalten. 

In gleicher Weise erhilt man durch projectivische Zuordnung aus 
dem Biischel U,; und dem Flichensystem B, das Erzeugniss: 

p*(U? + pq) = 9, 
aus den Systemen B, und g, das Erzeugniss: 
pq(U* + p*q) = 9, 
aus den Systemen U, und Cy das Erzeugniss: 
q°(U? + p®q) =0, 
aus dem System D, und dem Ebenenbiischel qg, das Erzeugniss: 
q°(U* + p*q) = 9, 
also jedesmal die Fliche F' mit noch einem Nebenerzeugniss. 


Ausser der auf Seite 293 eingefiihrten Bezeichnung A, und A, fiir 
die Punkte (Upq) und A, respective A, fiir die Tangentialebenen der 
Flache U in ihnen, soll im Folgenden immer der Pol der Ebene p 
in Bezug auf die Fliche U mit A,, der Pol der Geraden A, A, in 
Bezug auf den Cuspidalkegelschnitt mit A,, zwei beliebige Punkte des 
Cuspidalkegelschnittes mit A,* und A,*, der Pol ihrer Verbindungs- 
linie in Bezug auf den Cuspidalkegelschnitt mit A,* und die Tangential- 
ebenen in den ersteren an die Fliche U mit A,* respective A,* be- 
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zeichnet werden. Wihlt man dann die Punkte A,, A,, A, und A, 
als Ecken eines Coordinatentetraeders und den Einheitspunkt E mit 
den Coordinaten x; 1 auf der Schnittlinie des Beriihrungskegels K 
von U aus A, mit der Ebene q, dann ist: 
U=27—2,2,+ m2", p=mM, G=nm—%, 
also die Gleichung der Fliche F’: 
F= (a? — 2,4, + ma,?) + x,3(%, — 2) =0, 
oder entwickelt: 
(3) F=2,' —22,2,?2, + 2°23? + 2maz,22,? — 2mz,2,2,2 + 22,3 
+ (m? — 1) 2,4 =0. 

Im Folgenden wird es oft vortheilhaft sein, vier Punkte A,*, A,*, 
A,*, A, als Ecken eines Coordinatentetraeders zu benutzen und den 
Kinheitspunkt E* ganz unbestimmt zu lassen. Die Gleichung der 
untersuchten Fliiche in diesem allgemeineren Coordinatensystem heisst: 
(4) Fe =a2,'—224,2,2a,+2,24,2+ 2ma,? 2,2 — 2m2,2,4,+ a, 2,23 

+ a,x, 2,3+ a,7,2,3+ (m+ a,)x,4 =0 


A,X, + Ay %, + asx, + a,x, =O 
als Gleichung der Ebene g. Der Punkt A, hat dann die Coordinaten- 
verhiiltnisse 


mit 


Ly 2 Lyi Hei ey = 2a,: — a,:2a,:0 
und die Gerade A,A, in der Ebene A,(p) die Gleichung 


Ay ty + Ay x, + a,x, =O, 
Manchmal wird es auch wiinschenswerth erscheinen, ‘die Coeffi- 
cienten a; der Ebene q mit einem willkiirlichen constanten Factor n 
zu versehen, also die Gleichung der Fliiche F in der Form 


U? + np*q = 0, 


(K + mp??? + np?q =0 

vorauszusetzen. In dieser letzten Form stellt die Gleichung zweifach 
unendlich viele Flichen F,,,, vierter Ordnung mit demselben Cuspidal- 
kegelschnitt, demselben Beriihrungskegel K und derselben Ebene q 
dar. Mit constantem m und variablem m ist sie die Gleichung eines 
Flichenbiischels F,,, mit constantem » und variablem m dagegen die 
Gleichung eines einfach unendlichen Systems F, von Fliichen F, 
mit quadratischem Parameter. 

Eine andere, ebenfalls einfache Gleichungsform fiir die Fliiche 
vierter Ordnung mit Cuspidalkegelschnitt wird erhalten, wenn man ein 
Quadrupel harmonischer Pole und Polarebenen in Bezug auf die Fliche 
U als Coordinatentetraeder wihlt und zwar so, dass die Ebene p mit 
einer Quadrupelebene A, und die Schnittlinie (pq) mit einer Quadrupel- 


respective 
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kante A,A, zusammenfallt. Wiahlt man noch den Einheitspunkt E 
so, dass seine Projectionen E,,, E,,, E,, aus den drei in A, ge- 
legenen Kanten auf die respective gegeniiberliegenden Kanten des 
Coordinatentetraeders der Fliche U angehéren, so werden 
U=27+272+4+22—27, p=Xy, G=%+C—1)%, 
demnach die Gleichung der Fliche F 
(@? + «,? + 2,’ — 2,7)? + 23(a, + (¢ — 1) 4) =0, 


oder entwickelt 


a4 + x4 + a5! + cx, + 2u,?a,? 4+ 2x,%a,? + 2x,2x,? — 2u,?a? 
— 24,242 — 22,227 + 2,23 = 0. 

Diese Gleichungsform wird mit Vortheil besonders dann angewendet 
werden kénnen, wenn der Cuspidalkegelschnitt der unendlich ferne 
imaginire Kugelkreis ist. Das Coordinatensystem ist dann ein Carte- 
sisches mit A, als Coordinatenanfangspunkt und A,, A,, A, als 
Axenrichtungen. Die Fliche F wird eine Rotationsfliche. 

Ordnet man Gleichung (4) nach Potenzen von w,, so geht sie 
tiber in 

a2 + 2,2 + 2, - u® + yu = 0, 
wo w®) und w® homogene ganze Functionen dritten respective vierten 
Grades in den Veriinderlichen x,, x, und x, bedeuten. Der Punkt 
A,*, ein beliebiger Punkt des Kegelschnittes (Up) ist ein Doppelpunkt 
der Fliiche F, der Tangentenkegel zweiten Grades in ihm hat die 
Gleichung 
“,> = 0, 

ist also die doppelt gelegte Ebene, welche die Tangente des Kegel- 
schnittes (Up) in A,* mit der Ecke A, verbindet, man kann daher 
sagen: 

Der Kegelschnitt (Up) ist Cuspidalkegelschnitt der Fliche vierter 
Ordnung F. Die Tangentialebenen von F lings (Up) gehen alle durch 
emen festen Punkt, den Pol der Ebene p in Bezug auf die Fliche U 
und bilden einen Kegel zweiten Grades, den gemeinsamen Beriihrungs- 
kegel K der Fliiche F wnd der Fliichen des Biischels zweiten Grades 
U, lings dem Kegelschnitt (Up). 


If. 
Ebene Querschnitte. 


1. Den allgemeinsten Schnitt liefert eine Ebene A,*A,*E*. Man 
erhilt die Gleichung seiner Projection aus A, auf A, — seiner vierten 
Projection — durch Combination der Gleichungen x, — 2, = 0 und 
F* = 0 in der Form: 
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%,? x42 — 2(1 + m) x, x,2x, + a, 2, 2,5 + a,x,5 x, 
+(1+2m+ m+ a,+a,)7,'=0, 


fiir > =f, Py =y hat man die Reihenentwicklung 
y= V—a, apes, 

das heisst der Punkt A,* (ebenso auch A,*) ist ein Riickkehrpunkt der 
Schnittcurve. Bezeichnet w die Ordnung, v die Classe, 0, x, tT, ¢ 
respective die Anzahl der Doppelpunkte, Riickkehrpunkte, Doppel- 
tangenten und Inflexionstangenten des ebenen Querschnittes, so hat 
man w=4,0=—0, x=2, v=6, t=—1, «=8 und fiir das Ge- 
schlecht D = 1. 

2. Geht die schneidende Ebene E durch eine beliebige Tangente des 
Cuspidalkegelschnittes , ist sie also eine Ebene A,* A,* E*, so findet man 
als Gleichung der vierten Projection ihres Querschnittes mit I’ 


Ly! — 2x, 2,22, + 2,?x,* + 2ma,*x,? + (a, — 2m) 2, 7,° + a,x, x5 
+ (a3 + a, + m?*) a! = 0. 


x, . . . 
’ == y, so kann y in die Reihe 


x 


x. 
Setzt man —* =z, 
i 


y= e@+y—a,ae4+--- 
entwickelt werden, die Schnittcurve hat in A,* einen Osculationsknoten 


(zwei Aeste der Curve osculiren sich in A,*), ihre Pliicker’schen 
Charaktere sind folglich: 
u=4, d=3, x=—0, v= 6, t=—4, t= 6 

und das Geschlecht der Curve wird auf D = 0 reducirt. Die Tangente 
der Schnittcurve im Osculationsknoten ist die Gerade A,*A,*, sie zahlt 
fiir drei von den vier Doppeltangenten, die letzte ist die Gerade Eq. 

3. Geht die Ebene E durch eine beliebige Tangente des Kegel- 
. schnittes Uq, so wird die Doppeltangente Eq des Querschnittes zur 
Undulationstangente, sie enthilt vier unendlich benachbarte Punkte 
der Schnitteurve. Die Pliicker’schen Charaktere sind im Uebrigen 
diejenigen des allgemeinsten Schnittes. 

4. Eine beliebige Tangentialebene des Kegels K schneidet aus der 
Fliche F eine Curve vierter Ordnung heraus, deren Gleichung 


ty' + 2ma,? ae + a2, 23+ 4,2, x45 + (m? + ay) ay = 
’ . . x 
aus F’*=0 durch Nullsetzen von x, erhalten wird. Mit = == 2, 
1 


x 
* =y hat man: 
i 


y= 
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Die Schnittcurve besitzt in A,* einen dreifachen Punkt besonderer 
Art, der aus der Vereinigung eines Knotenpunktes mit zwei Spitzen 
entstanden ist. Die Pliicker’schen Charaktere dieses Querschnittes 
sind w= 4, 0=1, x=—2, v=—4, t=—1, « = 2 und das Geschlecht 
D=0. Die Tangenten in dem dreifachen Punkte sind alle drei reell 
und fallen mit der Tangente des Cuspidalkegelschnittes in A,* zu- 
sammen. , 

5. F*=—0 mit a, =—0 giebt fir x,—2, die Gleichung der 
vierten Projection eines beliebig durch den Punkt A, gehenden ebenen 
Querschnittes der Fliche F. Man erhilt: 


£,? a? —2(1+-m) x, 2,22, + a, 2%,>x, + (1+2m-+ m+ a, + a,) v,! = 0, 
oder 

y? — 2(1+ m) ay + a,x%y + (1+2m+m'?+a,+a,)2'=0 

Xe Xs 


ete ee Die Reihenentwicklung fiir y ergiebt: 


y=[L+m+V/—(%+a)]e+--- 
und zeigt, dass ein beliebiger Querschnitt durch den Punkt A, in ihm 
einen Beriihrungsknoten hat, dass also A, (ebenso auch A,) ein Clos- 
punkt*) unserer Flache ist. 
Fiir a, + a, = 0 lautet die Entwicklung von y 


y= (1m) at Ya Fm) 


und zeigt, dass von dem Punkte A, aus (auch von A,) nach jedem 
Punkte A,* (A,*) des Cuspidalkegelschnittes eine einzige Ebene hin- 
geht, welche aus der Fliche F’ eine Curve mit Schnabelspitze in <A, 
(respective A,) herausschneidet. Alle diese Ebenen bilden ein Biischel 
mit der Geraden qgA, (respective gA,) als Scheitelkante. Diese Scheitel- 
kante ist die ,,singuléire Tangente“ der Fliiche F im Clospunkte A, 
(A;), jede durch sie hindurchgehende Ebene muss als Tangentialebene 
der Flaiche F’ betrachtet werden. 

6. Die Gleichung der vierten Projection eines beliebigen ebenen 
Schnittes durch die Tangente A,A, des Cuspidalkegelschnittes im 
Clospunkt A, erhilt man aus F* —0 mit a, =a, =O durch die 
Combination mit der Gleichung 2, — x, =O in der Form: 


r ‘ 2» o. 9s ¢ 2 ¢ , 4 9 pe 
%y'— 22, L_? Hy Uy? Hy? 2max,?x,’—2ma, 2,3 + a, 12,5 (m?+ a,)x,1=0 


mit 


und fiir = == 2, = = y wird der Verlauf dieser Curve in der Nihe 
i 
des Punktes A, durch die Gleichung 
— j 


*) Vergl. Zeuthen’s oben citirte Abhandlung pag. 479 f. 
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dargestellt. Die Curve hat in A, eine Beriihrungsknotenspitze (Ver- 
einigung von zwei Knotenpunkten und einer Spitze), ihre Pliicker’- , 
schen Charaktere sind wu =—4, d=2, x=—1, v=—5, tr—=2, t= 4 
und das Geschlecht D = 0. 

7. Setzt man in F =O 2, oder 2, gleich Null, so erhilt man 
in beiden Fallen: 

r* + 2max,?a,? + «7,5 + (m? — 1) 2,4=0, 
das heisst: . 

Jede der Ebenen A, und A, schneidet aus der Fliiche F vier durch 
die Clospunkte A, respective A, gehende gerade Linien heraus, so dass 
jede Gerade der einen Ebene eine einzige Gerade der andern Ebene 
trifft, natiirlich in der Schnittlinie (A,A,). Die Ebenen A, und A, 
sind die ,,singuldren Tangentialebenen* der Fliiche F’ in den Clospunkten, 
ihre Schnittcurven mit der Fliche haben in den respectiven Beriihrungs- 
punkten A, und A, die Natur eines vierfachen Punktes. 


‘ II. 
Umgeschriebene Kegelflachen. 


1. Tangentenkegel der Fliiche F aus einem beliebigen Punkte 8 
des Raumes. : 

Ich kehre zur allgemeinen Gleichungsform JF’ == U? + p'q=0 
unserer Fliiche zuriick, wo g und p die linearen Functionen 2a;2; 
respective 20,2;, U dagegen eine homogene quadratische Function der 
vier Veriinderlichen x; bedeuten. 

Die erste Polarfliiche P, eines belicbigen Punktes S mit den 
Coordinaten y; in Bezug auf die Fliche F' hat die Gleichung 


P, =2Ur-+ p?(Ap+3Bq) =0 


mit den Abkiirzungen A = Lay, B= Lbjy:, r= LVUiy; und der 
bekannten Bezeichnung U; = or. 

Die Form 

P, = Ur+p’s=0 
dieser Gleichung erlaubt folgende Schliisse zu ziehen: 

Die Fliche P, ist von der dritten Ordnung und hat je einen 
conischen Doppelpunkt in den beiden Punkten (Urp). Sie enthilt die 
Gerade (rp) als‘ torsale Gerade nach der Ebene r (Bezeichnung von 
Cayley), das heisst, die Gerade (rp) ist als Theil des Schnittes (7 P,) 
doppelt zu zihlen, der Rest dieses Querschnittes ist die Gerade (rs). 
Ausser in der Geraden (rp) schneidet die Fliche P, die Ebene p noch 
in dem Cuspidalkegelschnitt (Up), lings welchem sie die Fliche U, 
also auch F berthrt. Der Cuspidalkegelschnitt erscheint daher in der 
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Durchdringung (F'P,) dreifach, somit ist auch der Kegel (S, Up) als 
. Theil des Tangentenkegels aus S an F dreimal zu zahlen. Der Rest 
der Durchdringung (F'P,) ist eine Raumeurve R, sechster Ordnung, 
die Leiteurve des eigentlichen Tangentenkegels 7 von F aus S, und 
damit haben wir fiir diesen selbst die Ordnungszahl 
a =6 

gefunden. 

Die Raumcurve R, erscheint als theilweise Durchdringung der 
Fliche P, mit dem Kegel dritter Ordnung 


K, =p? + qr? = 0. 
Der Letztere hat die Schnittlinie der Ebenen r und s zur Doppelkante, 
beriihrt die Ebene p lings der Geraden (pr) und hat q zur stationiiren 
Tangentialebene liings der Geraden (ps); R, beriihrt also den Cuspidal- 
kegelschnitt in den Punkten (Urp) und geht ausserdem noch durch die 
Clospunkte (Ups) der Fliche F hindurch. 


Die zweite Polarfliche P, von S in Bezug auf F hat die 
Gleichung: 


P,=2U0,0+r°+ 3Bp(Ap + Bg) =0 
mit U, als Substitutionsresultat der y; fiir die x; in U. 

Man erkennt leicht aus der Form dieser Gleichung, dass die Fliiche 
P, den Cuspidalkegelschnitt in den beiden Punkten (Urp) beriihrt. 
Jeder dieser Punkte zahlt fiir acht Schnittpunkte der Flichen F, P, 
und P, und es bleiben noch acht Schnittpunkte iibrig, welche mit S 
verbunden Inflexionstangenten der Fliche F, also 

~ == 8 
Riickkehrkanten des Tangentenkegels 7 ergeben. 

Eine einfache Betrachtung der ebenen Querschnitte unserer Fliiche 
F zeigt, dass der Tangentenkegel 7’ keine Doppelkante besitzen kann, 
denn eine solche wire Doppeltangente eines jeden dureh sie hindurch- 
gehenden ebenen Querschnittes. Es ist somit 

d= 0. 

Der von einem beliebigen Punkte des Raumes an die Fliche vierter 
Ordnung mit Cuspidalkegelschnitt gelegte Tangentenkegel ist von der 
sechsten Ordnung, hat acht Riickkehrkanten, aber keine Doppelkanten 
und die Pliicker’ schen Gleichungen ergeben fiir ihn die Classe sechs, 
acht stationdre aber keine Doppeltangentialebenen. 

Die Betrachtung derjenigen ebenen Querschnitte von I’, welche 
durch die Verbindungslinie des Scheitels S mit einem Clospunkte A, 
hindurchgehen, zeigt, dass S.A, eine einfache Erzeugende des Kegels 
T und die Ebene von S nach der singuliiren Tangente gA, die zu- 
gehérige Tangentialebene von 7 ist. Die vier iibrigen noch durch 
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SA, gehenden Tangentialebenen von 7 gehen nach den vier auf A, 
gelegenen Geraden der Fliche F' hin. 

2. Die Spitze S ist ein beliebiger Punkt der Fliche U. 

Wegen U, = 0 reducirt sich P, = 0 auf 


r+ 3Bp(Ap + Bq) =0, 


auf die Gleichung eines Kegels. Man schliesst daraus: . 

Die Hesse’ sche Kernfliche von F' zerfillt in die Fliche U und 
in eine Restfliche von der sechsten Ordnung. 

3. Lvegt der Punkt S auf der Fliche I’, so berihrt seine erste 
Polare die Fliche F’ in ihm, er ist also ein Doppelpunkt in der 
Leiteurve sechster Ordnung des Tangentenkegels Z'y, dieser selbst 
also nur noch von der vierten Ordnung. Die Tangentialebene von F 
in S tritt als Doppeltangentialebene dieses Kegels auf, wie leicht ein- 
zusehen. iir denselben finden wir noch die Classe sechs, keine 
Doppelkanten, zwei Riickkehrkanten und acht stationdre Berihrungs- 
ebenen. 

4. Die Spitze S ist ein beliebiger Punkt der Ebene q. 

In diesem Falle ist A =O und die Gleichung der ersten Polare 
von S in Bezug auf F 

P, = Ur+p*¢=0, 

2 
wenn man — 5 
r hineinnimmt, Von der Durchdringung (7’P,) sondert sich ausser dem 
dreimal zu ziihlenden Cuspidalkegelschnitt (Up) auch noch der Kegel- 
schnitt (Ug) ab und es bleibt als Leiteurve des Tangentenkegels 7, 
unserer Flaiche F aus S eine Raumcurve FR, vierter Ordnung. Diese 
R, ist die Durchdringung der Fliiche zweiten Grades 


V=U0—rp=0 


K,=r+pq=9; 
sie beriihrt den Kegelschnitt (Up) in den Punkten (Upr) und den Kegel- 
schnitt (Uq) in den Punkten (Uqr). Die Tangenten von R, in den 
Punkten (Uqr) gehen durch den Scheitel S hindurch, sind also Riick- 
kehrkanten des Kegels T,. 

Die Classe des Kegels 7, muss mit der Classe des allgemeinsten 
Tangentenkegels 7' iibereinstimmen, denn fiir beide Kegel ist sie die 
Anzahl] der Tangentialebenen von fF’, welche durch die Verbindungs- 
linie ihrer Scheitel — also durch eine ganz beliebige Gerade des 
Raumes — hindurchgehen. Mit Hiilfe der Plicker’schen Gleichungen 
finden wir fiir 7’, noch eine Doppel- und acht stationdére Tangential- 
ebenen, aber keine Doppelkante. 


als Proportionalitiitsfactor in die Coordinaten der Ebene 


und des Kegels . 
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' 
5. Die Spitze S ist ein beliebiger Punkt der Ebene p. 
Wegen B = 0 ist 
P, =2Ur+ Ap'=0, P, =2U0,U+r? =0. 

Der Tangentenkegel 7, zerfiillt nicht. Seine Leitcurve R,* ist der 

vollstindige Schnitt der Flache 

V*== AU —2rqg=0 
und des Kegels 

K,;* = A*p + 4r°q =0. 
K,* hat die Gerade (rp) zur Riickkehrkante mit r als Tangentialebene 
lings ihr, ferner die Ebene q als stationiire Tangentialebene lings der 
Geraden (pq), die Punkte (Upr) sind also Spitzen der R,*. 

Die Riickkehrkanten des Kegels 7’, erhilt man als die Verbindungs- 
linien des Scheitels S mit den Schnittpunkten von F,* und P,. Von 
diesen Punkten fallen je drei in die Punkte (Upr) hinein, die sechs 
andern liegen auf dem Kegelschnitt, welchen die Ebene 

Ar+4U,q=0 
aus P, herausschneidet. Der Tangentenkegel von F' aus einem be- 
liebigen Punkte S der Ebene p hat also acht Riickkehrkanten, zwei 
von ihnen sind die von S an den Cuspidalkegelschnitt gehenden Tan- 
genten, die sechs andern liegen auf einem Kegel zweiten Grades, 

Da der Kegei 7, auch von der sechsten Classe sein muss, so er- 
geben die Pliicker’schen Gleichungen fiir ihn noch acht stationdre 
Tangentialebenen, keine Doppelkante und keine Doppeltangentialebene. 

6. Die Spitze S ist ein willkiirlicher Punkt des Kegelschnittes (Uq). 

Die Ebene r beriihrt den Kegelschnitt Ug im Punkte S und q ist 
stationire Schmiegungsebene fiir die Leiteurve 2, vierter Ordnung des 
Tangentenkegels Ty, mit S als Anschmiegungspunkt. T'y, ist also ein 
Kegel dritter Ordnung sechster Classe, fiir welchen q eine stationdre 
Tangentialebene ist. Er besitet keine Doppel- und keine Riickkehrkante 
und hat ausser q noch acht stationdre Tangentialebenen. 

7. Die Spitze S ist ein beliebiger Punkt des Cuspidalkegelschnittes. 

Wegen B = 0 ist die Gleichung der ersten Polarfliche von S in 
Beziug auf J’ wie im Falle 5, 

P, = 2Ur+ Ap'=0, 
folglich ist auch hier die Leitcurve R,* des Tangentenkegels 7’, die 
vollstindige Durchdringung der Fliiche V* und des Kegels K,*. Das 
Besondere des jetzt betrachteten Falles besteht in dem Umstande, dass 
r, U und V* sich gegenseitig im Punkte S beriihren. Die beiden 
Spitzen (Urp) der R,* fallen daher in S zusammen und wegen der Be- 
riihrung der Flichen V* und X,* tritt noch ein Knotenpunkt der 
Durchdringungscurve (V* K,*) in diesem Punkte hinzu. Diese drei 
singuliren Punkte vereinigen sich zu einem besonderen dreifachen 
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Punkte der Raumcurve R,*, der projicirende Kegel derselben aus diesem 
Punkte — der Tangentenkegel 7'y, — ist also von der dritten Ordnung 
und die niimliche Ueberlegung wie in Nr. 4. ergiebt fiir ihn die Classe 
sechs, Ausser neun stationdren Tangentialebenen hat er keine weiteren 
Singularititen. 

8. Die Spitze S ist ein beliebiger Punkt in der singuliren Tan- 
gentialebene (A;) eines Clospunktes (A,) der Fliche F. 

Die erste Polarfliche P, von S hat in A, statt einem conischen, 
einen biplanaren Doppelpunkt mit den Ebenen A, und r als Tangential- 
ebenen in ihm. Der Punkt A, ist der Scheitel des Kegels K, = ps? 
+ qr? = 0 (Seite 300), die Raumcurve FR, hat also in A, einen drei- 
fachen Punkt so, dass die drei durch A, hindurchgehenden Aeste der- 
selben die Ebene A, beriihren. Der von S an F' gehende Tangenten- 
kegel hat folglich die Gerade S.A, zur dreifachen Beriihrungskante, 
das heisst drei Flichenmintel des Kegels beriihren sich gegenseitig 
lings ihr, er ist von der sechsten Classe und besitzt ausser den in der 
dreifachen Beriihrungskante S.A, vereinigten Singularitiiten noch vier 
Riickkehrkanten und vier stationdre Tangentialebenen. 

9. Die Spitee S ist ein’ Punkt auf der Schnittlinie der Ebenen 
A, und A. 

Die Ebenen p,q,7 und s gehen durch eine und dieselbe Gerade, 
Kegel K, (Seite 300) degenerirt also in drei Ebenen eines Biischels 
und die Raumeurve F, zerfillt in drei Kegelschnitte, welche die Ebenen 
A, und A, in den respectiven Punkten A, und A, beriihren. Der von 
einem beliebigen Punkte S der Geraden (A,A,) an F’ gehende Tangen- 
tenkegel zerfallt in drei Kegel zweiten Grades, welche sich gegenseitig 
lings den Kanteu SA, und SA, beriihren mit A, und A, als beziig- 
lichen Tangentialebenen. 

Jeder von diesen Kegeln zweiten Grades durchdringt die Flache 
F ausser in dem Beriihrungskegelschnitt noch in zwei anderen Kegel- 
schnitten, welche durch die Clospunkte A, und A, hindurchgehen. 

Ist S die Spitze desjenigen Kegels K zweiten Grades, welcher J’ 
lings dem Cuspidalkegelschnitt beriihrt, so fallt einer der drei von S 
an F gehenden Tangentenkegel zweiten Grades mit K zusammen; ist 
S ein Schnittpunkt der Geraden (A,A,) mit F, so degenerirt einer der- 
selben in die doppelt gelegte Tangentialebene S.A,A, der Fliche I’ 
im Punkte S; ist endlich S der Schnittpunkt der Geraden (A,A;) mit 
der Ebene q, so vertritt die doppelt gezihlte Ebene q einen von diesen 
drei Kegeln. 

10. Die Spitze S ist ein Punkt auf der Schnittlinie der Ebenen 
p und q. , 

Wegen A = B = 0 zerfillt die eyste Polarflache P, in die Fliche 
U und in die Ebene r, die Leitcurve des Tangentenkegels ist der 
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Querschnitt der Fliche F mit der Ebene r, der Kegel selbst daher 
von der vierten Ordnung und von der sechsten Classe, er hat zwei 
Riickkehrkanten, keine Doppelkante, acht stationiire Tangentialebenen 
und die Ebene q als Doppeltangentialebene. 

11. Die Spitze S ist ein Clospunkt A, der Fliche F. 

Betrachtet man den Tangentenkegel als Ort der durch seinen 
Scheitel A, hindurchgehenden Tangenten der Fliiche F’, so zerfallt er 
zuniichst in zwei Theile. Der erste Theil besteht aus denjenigen Tan- 
genten, welche ihre Beriihrungspunkte in A, selbst haben, der zweite 
Theil besteht aus denjenigen, welche ihre Beriihrungspunkte nicht in 
A, haben und dieser zweite Theil wird als eigentlicher Tangentenkegel 
aus A, an die Fliche F zu betrachten sein. 

Eine beliebige Ebene E durch A, schneidet F' in einer Curve 
vierter Ordnung fiinfter Classe mit Berithrungsknoten in A,. Die 
Tangente im Beriihrungsknoten zihlt fiir vier von A, an diese Curve 
gehende Tangenten, es bleibt noch eine einzige iibrig, die ihren Be- 
riihrungspunkt nicht in A, hat, die Schnittlinie von E mit der Ebene 
q. Die Gesammtheit dieser Tangenten erfiillt die Ebene g, als Ort 
betrachtet ist unser Tangentenkegel daher von der ersten Ordnung.*) 

Betrachtet man dagegen den Tangentenkegel als Enveloppe der 
durch seinen Scheitel A, hindurchgehenden Tangentialebenen der Fliche 
F’, so hat man Tangentialebenen, welche ihre Beriihrungspunkte in 
A, selbst haben, von solchen zu unterscheiden, deren Beriihrungspunkte 
nicht in A, liegen und man wird die Enveloppe der Létzteren als 
eigentlichen Tangentenkegel der Flache F aus dem Clospunkte A, zu 
betrachten haben. 

Kine beliebige Gerade g durch A, liegt in sechs Tangentialebenen 
der Fliche F’, zwei davon fallen mit der Verbindungsebene der Ge- 
raden g und der singuliren Tangente (A, q) im Clospunkte A, zusammen, 
die vier anderen gehen durch die vier auf A, gelegenen Geraden der 
Fliche F hindurch. Nur diese letzteren vier Ebenen gehéren dem 
eigentlichen Tangentialkegel an, ihre Gesammtheit erfiillt vier Ebenen- 
biischel, deren Scheitelkanten eben die vier in A, gelegenen Geraden 
der Fliche F' sind. Als Enveloppe betrachtet ist also unser Tangenten- 
kegel von der vierten Classe**), und die Ebene A, ist als vierfache 
Tangentialebene dieses Kegels anzusehen. Der Tangentenkegel zweiten 
Grades der Fiche /’ im Clospunkte A, degenerirt in das zweimal ge- 
zihlte Ebenenbiischel, welches die singuliire Tangente (A,q) zur Scheitel- 
tangente hat. 


*) Zu dem Orte der Tangenten von F' aus A, gehéren noch unendlich oft 
gezihlt die vier Geraden a,. 

**) Zur Enveloppe der Tangentialebenen- F' aus A, ist auch die unendlich 
oft gelegte Ebene q zu zihlen. 
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IV. 
Ebene Curven. 


1. Gerade Linien. 

Die Coordinatenverhiiltnisse eines beliebigen Punktes auf der Ver- 
bindungslinie eines Punktes A,* des Cuspidalkegelschnittes mit einem 
Punkte Y(y;) der Fliche F' sind gegeben durch 


Hy, 2%, iyi ky mAy, + wi dy r dys: dy,. 
Zur Bestimmung des Parameterverhiiltnisses * fir den vierten 


Schnittpunkt der Geraden A,* Y mit F erhalt man durch Substitution 
dieser Werthe in F'* = 0 (Seite"295) die Gleichung: 


A(2y, ys? — 2y.?y3 — 2mysy.? + a,y,*) + wy,” = O. 

Soll nun die Gerade A,* Y ganz der Fliiche F angehéren, so muss 
das aus dieser Gleichung resultirende Parameterverhiltniss : unbestimmt 
werden, was dann geschieht, wenn die beiden Bedingungen: 

a,=0 und y¥,=0 


erfillt sind, das heisst wenn A,* einer der Clospunkte ist, Y dagegen 
in der zugehérigen singuliiren Tangentialebene liegt. Wir bekommen 
die auf Seite 299 schon gefundenen acht Geraden wieder und keine 
anderen. 

Die Configuration dieser Geraden ist eine mdglichst einfache. 
Vier von ihnen a,, @,, a,, a, gehen durch den Clospunkt. A, und 
liegen in der Ebene A,, die vier andern b,, b,, b,, b, gehen durch A, 
und liegen in A,, so jedoch, dass a, und b,, a, und by, a, und b,, 
a, und b, sich in der Geraden (A,A;) schneiden. Irgend zwei Gerade 
a, a oder b;, by oder a;, b; schneiden sich, irgend zwei Gerade a;, b, sind 
windschief. 

Die vier Ebenen a;b; sind als dreifach-, die Ebenen A, und A, 
dagegen als vierfach-beriihrende Ebenen unserer Fliiche F' zu _ be- 
trachten. 

In Bezug auf die Realitit dieser Geraden sind drei Fille zu unter- 
scheiden; entweder sind alle acht Geraden reell, oder vier Gerade, 
welche ein windschiefes Viereck bilden, sind reell, die vier andern 
imaginir, oder endlich alle acht Geraden sind imaginir. 

2. Kegelschnitte. 

Um zu den auf der Fliche F liegenden Kegelschnitten zu ge- 
langen, benutze ich den von Herrn Kummer in der Seite 291 citirten 
Abhandlung fir die Fliche vierter Ordnung mit Doppelkegelschnitt 
angegebenen Weg. ; 
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Ich denke mir die Gleichung der Fliiche in der Form 
U? + np*q = 0 
gegeben und schreibe dafiir 
(U + Ap*)? = p? [42p? + 24U — npg) = p’ Bi. 

Jeder im Flichensystem B, enthaltene Kegel — ein Kummer’- 
scher Kegel — beriihrt die Fliche F, wo er sie trifft; jede seiner Tan- 
gentialebenen schneidet aus F' eine Curve vierter Ordnung mit Oscu- 
lationsknoten im Cuspidalkegelschnitt und mit einem weiteren Doppel- 
punkte heraus, also ein Kegelschnittpaar. e 


Unter Zugrundelegung eines Coordinatensystemes (A,, A,, A,, Ay, E) 
ist die Gleichung der Fliche F 


%! — 24, 2,*4, + 2,2 2,7? + 2mx,2x,?7 — 2m2,%,2,? + nx, 2,3 
+ (m? — n)x,*=0. 
Die Gleichung von B, 
2Ax,? + (A? + 2am + n)ax,? — 2dn,2, — na,27, = 0 
und die Bedingung fur 4, unter welcher B, = 0 eine Kegelfliche dar- 
stellt, ist 
A*(8A2(A? + 2am + n) —n?] = 0. 
Der Doppelwurzel 2 — 0 entspricht die singuliire Tangentialebene gq, 
zusammen mit der Ebene p des Cuspidalkegelschnittes als Kum mer’- 
scher Kegel. Die reducirte Gleichung 
(5) f(A) = 845 + 16m? + 8nd — vn? = 0 
hat drei verschiedene Wurzeln, denen wirkliche Kegel entsprechen. 
Es giebt also sechs einfach unendliche Schaaren von Kegelschnitten 
auf der Fliche F', deren Ebenen die drei Kummer’ schen Kegel wm- 
hiillen, und zwei einfach unendliche Schaaren, deren Ebenen das Biischel 
pq bilden. Letztere sind die aus dem F'riiheren schon bekannten Schaaren 
der Kegelschnitte K, und K_;. 
Bezeichnet w irgend eine von den drei Wurzeln der Gleichung 
f(A) = 0, so ist 
B, = 16p*x,? + n?ax,? — 8unz,2, — 16? 2,2, = 0 
die Gleichung eines Kummer’schen Kegels, er beriihrt die Ebenen 
A, und A,, sein Scheitel S, liegt also auf der Schnittlinie dieser 
Ebenen und die Coordinatenverhiltnisse desselben sind gegeben durch 
Lyi Xgi Xie, =—O:n:0:4y. 
Bezeichnet A die Ebene, welche die beiden Clospunkte A, und A, 
mit dem Scheitel S, verbindet, so ist 
Ey = A, + 2AQ + A;,9? = 0 
die Gleichung einer beliebigen Tangentialebene dieses Kegels und 
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A?— A, A; = 0 
die Gleichung dieses Kegels selbst. Fiir den Schnitt der Ebene E, mit 
der Fliche E wird B, =(A-+ @A,)? und unter Beriicksichtigung des 
aus B, = wp? + 2uU — npq gezogenen Werthes von U,=—U+ pup’ 
zerfallt die Gleichung 
U,2 — p? B, = 0 
der Fiche F' in die beiden Gleichungen 
(A+ eA; + up? + mpg=0, (A+ eA; — up) + npg=0. 
Die Verbindung einer jeden derselben mit der Gleichung EH, = 0 
reprisentirt eine Kegelschnittschaar Ky der Fliche F. 
Nennt man zwei Kegelschnitte conjugirt, wenn sie in derselben 
Ebene Eg liegen, so werden conjugirte Kegelschnitte K, und K,* 
durch die Paare von Gleichungen 


A, + 2AQ+A;Q?=0, (A+ eA; + up)? + mpg =0, 
A. + 2AQg+A,Q?=0, (A+ eA; — up)? + mpg = 0 
dargestellt. Fiir A, —0 gehen diese Gleichungen tiber in 


2A+eA;=0, (A—up)+npq=0, 
2A+eA,=0, (A+ up)? + npq=0; 
fiir A, = 0 gehen sie iiber in 


A,+2Ag=0, (A+up)?+ npq=0, 
A, +2A9=0, (A— up) + npa=9. 

Daraus folgt: 

Ein Paar conjugirter Kegelschnitte schneidet alle acht Geraden der 
Fliche F und zwar der Kegelschnitt Ky die Geraden a;, ax, bi, Dn, 
K,* dagegen die Geraden b;, bk, a, und an. 

Nennt man zwei Kegelschnittschaaren, deren Ebenen denselben 
Kummer’schen Kegel der Fliche F umhiillen, conjugirt, so werden 
Kegelschnitte aus conjugirten Schaaren durch das Gleichungensystem 


Ay +2AQ@+A,Q°=0, (A+ 0A; + up)? + pg =9, 

A, +2AG+A,0°=0, (A+6A;— up) + pq=0 
dargestellt. Ganz ihnliche Rechnungen und Ueberlegungen, wie sie 
Herr Korndérfer*) fir die Flache vierter Ordnung mit Doppelkegel- 
schnitt und einem Knotenpunkte angewendet hat, fiihren in Bezug 
auf das gegenseitige Verhalten der auf den Tangentialebenen der drei 
Kummer’ schen Kegel gelegenen Kegelschnitte zu folgenden Resultaten: 


*) G. Korndérfer: ,,Die Abbildung einer Fliche vierter Ordnung mit 
einer Doppelcurve zweiten Grades und einem oder mehreren Knotenpunkten“. 
Math. Annalen Bd, I, pag. 592. 
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Zwei Kegelschnitte derselben Schaar haben keinen Punkt gemein. 
Zwei Kegelschnitte aus conjugirten Schaaren schneiden sich in swei 
Punkten. Conjugirte Kegelschnitte osculiren sich im Beriihrungspunkte 
threr Ebene mit dem Cuspidalkegelschnitt und schneiden sich noch 
einmal -in der durch den Osculationspunkt gehenden Erzeugenden des 
zugehirigen Kummer’schen Kegels. Der Ort dieser vierten Schnitt- 
punkte ist der Kegelschnitt K,, lings welchem die Fliche / von dem 
Kegel B, beriihrt wird. Die Tangente im Osculationspunkt zihlt fiir 
drei gemeinsame Tangenten der beiden conjugirten Kegelschnitte, die 
vierte ist die Schnittlinie ihrer Ebene mit der Ebene g. Die Gesammt- 
heit dieser vierten Tangenten umhiillt einen Kegelschnitt, welcher den 
Kegelschnitt (Uq) doppelt beriihrt, die Spur des Kegels B, in der 
Ebene gq. 

Denkt man sich die beiden Tangenten eines beliebigen Kegel- 
schnittes K aus der Spitze des zugehérigen Kummer’ schen Kegels, 
so sieht man, dass K in jedem dieser Punkte von einem Kegelschnitt 
der conjugirten Schaar beriihrt wird. Die Orte dieser Beriihrungs- 
punkte sind die Bertihrungskegelschnitte der beiden Tangentenkegel 
zweiten Grades, welche von der Spitze des betrachteten Kummer’- 
schen Kegels ausser diesem selbst noch an die Fliche F’ gehen. 

Mit Bezug auf die Kegelschnitte K,, K_, der beiden letzten 
Schaaren ist zu bemerken, dass ein beliebiger von ihnen jeden Kegel- 
schnitt derselben Schaar und auch jeden der conjugirten Schaar in 
zwei Punkten schneidet, seinen conjugirten aber zweimal beriihrt; ferner 
dass ein jeder dieser Kegelschnitte mit einem beliebigen Kegelschnitte 
der auf den Tangentialebenen der drei Kummer’ schen Kegel gelegenen 
Schaaren je einen Punkt gemein hat. 

Es kommt in jedem der drei ersten Paare von conjugirten Schaaren 
zweimal vor, dass zwei conjugirte Kegelschnitte gleichzeitig in Linien- 
paare degeneriren (in den Ebenen A, und A,), jedoch keinmal, dass 
von zwei conjugirten Kegelschnitten nur der eine zerfillt. In den 
Schaaren K,, K_, kommt es viermal vor, dass von zwei conjugirten 
Kegelschnitten der eine in zwei gerade Linien zerfallt (in den Ebenen 
a;b;), ein gleichzeitiges Zerfallen von zwei conjugirten Kegelschnitten 
findet aber niemals statt. In den letzteren Schaaren fallen zweimal 
zwei conjugirte Kegelschnitte zusammen (in den Ebenen p und 4), 
was bei den ersteren unméglich ist. 

Zu bemerken ist noch, dass die beiden Kegelschnittschaaren K, 
und K_, nicht eigentlich verschieden sind, sondern dass bei Variation 
des Parameters 4 von — oo bis + oo ein beliebiger Kegelschnitt K; 
sowohl der Schaar 

U+ ip’? =0, Vp+q=9, 
als auch der Schaar 
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U — ap? = 0, Vp +q=—0 

angehoért. Die Schaar K; ist sich selbst conjugirt und kann so doppelt 
gezihlt als Vereinigung von zwei Kegelschnittschaaren der Flaiche F 
angesehen werden. Das kennzeichnet sich auch in dem Umstande, dass 
von den acht Kegelschnitten, welche durch einen beliebigen Punkt P 
der Flaiche F' hindurchgehen, drei Paare, — entsprechend den Tan- 
gentialebenen von P an die drei Kummer’schen Kegel —, aus ver- 
schiedenen Kegelschnitten bestehen, wiihrend die beiden des letzten 
Paares, entsprechend den Ebenen (P, pq)? zusammenfallen. 

3. Curven dritter Ordnung. 

Jede ebene Curve dritter Ordnung, welche ganz auf der Flache F 
liegt, wird durch eine gerade Linie a; oder b; zu einem vollstindigen 
ebenen Querschnitt derselben ,ergiinzt, es gibt also acht einfach wnend- 
liche Schaaren von ebenen Curven C,,[C,;] dritter Ordnung auf unserer 
Fléche, ihre Ebenen vertheilen sich auf die acht Ebenenbiischel, deren 
Scheitelkanten die acht Geraden der Fliiche F sind. 

Jede Curve C,, beriihrt die Gerade a; in A,, schneidet sie noch 
in einem dritten Punkt und hat im zweiten Schnittpunkt ihrer Ebene 
mit dem Cuspidalkegelschnitt einen Riickkehrpunkt. Sie trifft die drei 
anderen Geraden a, in A, und von den Geraden b jede — ausgenommen 
b;, welche sie gar nicht schneidet — in je einem Punkte. 

C,, trifft von den Kegelschnitten der sechs ersten Schaaren jeden, 
der von a; geschnitten wird, in einem, jeden andern in zwei Punkten; 
von den Kegelschnitten K, jeden in zwei Punkten. 

Zwei Curven, deren Ebenen demselben Biischel a; angehéren, be- 
riihren sich in A, und haben keinen weiteren Punkt gemein. Curven 
aus zwei Biischeln, deren Scheitelkanten ein Paar a;a, bilden, schneiden 
sich in drei Punkten, von denen A, der eine ist. Bilden die Scheitel- 
kanten ein Paar a;b;, so schneiden sich zwei Curven aus diesen beiden 
Biischeln in drei Punkten, von denen keiner in den Punkt (a;b;) hinein- 
fallt. Curven aus zwei Bischeln, deren Scheitelkanten windschief sind, 
schneiden sich in zwei Punkten. 

Jede dieser acht Schaaren von Curven dritter Ordnung enthiilt 
einmal eine Gerade mit einem sie beriihrenden Kegelschnitte und ein- 
mal drei durch einen Punkt gehende Geraden als specielle Curven 
dritter Ordnung. 


V. 
Involutorische Eigenschaften und einige Specialfalle. 


Kinige involutorische Eigenschaften der Fliiche vierter Ordnung 
mit Cuspidalkegelschnitt, ihrer ebenen Querschnitte und umgeschrie- 
benen Kegelflichen, sowie einige Specialfille der allgemeinen Flache 
21* 
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will ich hier anschliessen. Die involutorischen Eigenschaften finden 
ihre Begriindung einerseits in der doppelten Beriihrung conjugirter 
Paare der beiden auf dem Ebenenbiischel pq gelegenen Kegelschnitt- 
schaaren K,, andererseits in der gegenseitigen doppelten Beriihrung 
der drei von einem beliebigen Punkte der Geraden A, A, an die Fliche 
F gehenden Beriihrungskegel. Die speciellen Fliichen erhalte ich, in- 
dem ich zuerst zwei, dann alle drei Kummer’schen Kegel zusam- 
menfallen lasse. 

Ist C ein beliebiger Punkt auf der Geraden (pq) und S seine Polar- 
ebene in Bezug auf die Fliche U, in diesem Falle gleichzeitig auch 
in Bezug auf die Fliche F’, so schneidet ein beliebiger Strahl ¢ durch 
C aus der Fliche F' vier Punkte heraus, zwei Punktepaare einer In- 
volution, deren stets reelle Doppelpunkte C und der Schnittpunkt von 
e mit S sind; andererseits gehen durch jede Gerade s der Ebene S 
sechs Tangentialebenen an die Fliiche F, drei Ebenenpaare einer In- 
volution , deren stets reelle Doppelebenen S und die Ebene (sC) sind. 
Ist ¢ eine Tangente der Fliche F’, so liegen die beiden zusammen- 
fallenden Schnittpunkte von c mit F' auf S, ist dagegen s eine Tangente 
der Flache F’, so gehen die beiden zusammenfallenden Tangential- 
ebenen von s an F durch den Punkt C. Also: 

Die Fliche vierter Ordnung mit Cuspidalkegelschnitt ist in involu- 
torischer Centralcollineation mit sich selbst in Bezug auf einen beliebigen 
Punkt C der Verbindungslinie ihrer Clospunkte als Collineationscentrum 
und seiner Polarebene S als Collineationsebene. 

Fiir den unendlich fernen Punkt der Geraden A, A, tibergeht die 
involutorische Centralcollineation in Symmetrie in Bezug auf die Ebene 
M, welche die Mitte M der Strecke A,A, mit der Schnittlinie der 
Ebenen A, und A, verbindet. 

Eine beliebige Ebene E schneidet die Gerade A, A, in einem 
Punkte C, die Polarebene von C in einer Geraden s, die Fliche F in 
einer Curve C, und aus dem Vorigen folgt: 

C, ist in involutorischer Centralcollineation mit sich selbst in Bezug 
auf C als Collineationscentrum und s als Collineationsaze. 

Ein beliebiger Punkt P des Raumes bestimmt mit der Geraden (A, As) 
eine Ebene S, mit dem Pol von S einen Strahl c, mit der Fliche F 
einen Tangentenkegel 7 und man hat: 

Der Tangentenkegel T ist in involutorischer Centralcollineation (im 
Biindel) mit sich selbst in Bezug auf S als Collineationsebene und c¢ als 
Collineationsstrahl. 

Geht die schneidende Ebene E durch den unendlich fernen Punkt 
der Geraden A, A, hindurch, so wird die Gerade (EM) Symmetrieaxe 
der Schnittcurve C,. Ist dagegen die Ebene E parallel zur zugehérigen 
Ebene S, so wird die Schnittcurve symmetrisch in Bezug auf den 
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Punkt C. Durch jeden Punkt der Geraden A, A, geht eine einzige 
dieser Ebenen hindurch, ihre Gesammtheit umhiillt einen parabolischen 
Cylinder, der die unendlich ferne Gerade der Ebene M zur Erzeugen- 
den hat, die Gerade A,A, in M berihrt und ausserdem noch die 
Ebenen A, und A, als Tangentialebenen besitzt.*) Zu den Tan- 
gentialebenen dieses Cylinders gehért auch die unendlich ferne Ebene, 
die Symmetrie ihres Querschnittes mit der Fliche F in Bezug auf den 
unendlich fernen Punkt der Geraden A, A, iibertrigt sich auf den pro- 
jicirenden Kegel dieses Querschnittes. 

Der Tangentenkegel aus einem Punkte P an die Fliche F wird 
symmetrisch in Bezug auf eine Axe, wenn die Ebene (PA,A,) also 
S auf dem zugehdrigen Strahl ¢ senkrecht steht. Der Ort aller Punkte, 
fiir welche diese Bedingung erfiillt ist, ist eine ebene circulare Curve 
dritter Ordnung, deren Ebene N durch die Gerade 4,A, hindurchgeht 
und auf der Geraden A,A, senkrecht steht. Diese Curve hat den 
Schnittpunkt 7’ der Ebene N mit der Geraden A,A, zum Doppelpunkt 
mit den Halbirungslinien des Winkels (NA,, NA;) als Doppelpunkts- 
tangenten und geht ausserdem noch durch die Punkte A,, A,, durch 
den Fusspunkt des Perpendikels von 7 auf A,A,, endlich noch durch 
den unendlich fernen Punkt der Geraden MN hindurch. 

Hine beliebige Transversale der Geraden A,A, und A,A, schneidet 
aus der Fliche F vier Punkte heraus, zwei Punktepaare einer Invo- 
lution, deren gtets reelle Doppelpunkte die Schnittpunkte der Trans- 
versalen mit den genannten Geraden sind. Durch eine solche Trans- 
versale hindurch gehen an die Fliiche J’ sechs Tangentialebenen, drei 
Ebenenpaare einer Involution, deren stets reelle Doppelebenen die Ver- 
bindungsebenen dieser Transversalen mit denselben vorhingenannten 
Geraden sind, das heisst: 

Die Fliche vierter Ordnung mit Cuspidalkegelschnitt ist in invo- 
lutorischer geschaarter Collineation mit sich selbst in Beeug auf die 
Verbindungslinie der beiden Clospunkte A,, A, und die Schnittlinie der 
singuliiren Tangentialebenen A,, A, in ihnen als Axen. 

Sind die Ebenen A, und A, parallel, so wird unsere Fiche F' 
symmetrisch in Bezug auf die Axe A, A,. 

Die allgemeinste Flaiche vierter Ordnung mit Cuspidalkegelschnitt 
ist also symmetrisch in Bezug auf eine Ebene M, die speciellere mit 





*) Die Betrachtung der Spuren dieses Cylinders und der Fliche F' in der 
Ebene des Cuspidalkegelschnittes ergiebt den Satz: 

Die Gesammtheit aller Sehnen eines Kegelschnittes, welche durch eine feste 
Sehne desselben halbirt werden, wmhiillt eine Parabel, welche die gegebene Sehne 
in ihrer Mitte beriihrt und mit dem gegebenen Kegelschnitt die Tangenten im End- 
punkte dieser Sehne und endlich noch den dieser Sehne conjugirten Durchmesser 
gemein hat. 
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parallelen Ebenen A, und A, ist ausserdem auch noch symmetrisch in 
Bezug auf ein Centrum M und in Bezug auf eine Axe A, A,. 

Soviel tiber Symmetrieeigenschaften, ich wende mich nun zur Be- 
trachtung von Specialfillen unserer Fliche. 


Im Allgemeinen wird die Gleichung f(A) = 0 (Seite 306) drei 
verschiedene Wurzeln haben, also werden die drei Kummer’schen 
Kegel B,, der Fliiche F verschieden sein. Sollen nun zwei dieser Kegel 
zusammenfallen, so muss die Gleichung f(4) = 0 zwei gleiche Wurzeln 
haben, also ihre Discriminante verschwinden. Die dadurch entstehende 
Gleichung ist: 

(6) f(m, n) = 256m + 256m? — 288mn — 256n — 27n? = 0, 
sie ist identisch mit der Bedingung, unter welcher zwei Paare a;b; von 
Geraden der Fliche F' zusammenfallen. Setzt man niamlich in der 
Gleichung (3) der Fliche F’, x, oder x, gleich Null, so erhilt man 

f (@, £,) = 2,1 4- 2ma,? x, + nx, 27,3 + (m? — n)x,4 = 0 
das Product der Gleichungen der vier Ebenen durch A, A,, welche 
aus F’ Geradenpaare herausschneiden. Die Bedingung, unter welcher 
f(#,, %,) einen quadratischen Factor enthilt, also zwei von den vier 
durch f(«,, x,) = 0 dargestellten Ebenen zusammenfallen, ist das Ver- 
schwinden der Discriminante dieser Function, und diese Discriminante 
ist abgesehen von einem Zahlenfactor identisch mit dem Ausdruck 
f(m,n). Jedesmal wenn zwei Kummer’sche Kegel der Fliche F' zu- 
sammenfallen, fallen also auch zwei Paare a,b; von Geraden zusammen 
in den Verbindungslinien der Spitze D dieser Kegel mit den Punkten 
A, und A,, ebenso umgekehrt. Der Punkt D wird ein Doppelpunkt 
der Fliche F' und der Tangentenkegel zweiten Grades in ihm beriibrt 
die Ebenen A; und A, lings den Verbindungslinien von D mit A, und 
A, respective. 

In dem zweifach unendlichen System F,,,, giebt es also einfach 
unendlich viele Flichen JF, welche ausser dem Cuspidalkegelschnitt 
einen Doppelpunkt auf der Geraden A, A, haben, Gleichung (6) zeigt 
ihre Vertheilung auf die Biischel und einfach unendlichen Systeme von 
Fn,n; jedes Biischel F,, enthalt zwei, jedes einfach unendliche System 
F,, dagegen drei Flichen mit Doppelpunkt. 

Ertheilt man dem Parameter einen speciellen Werth m,, so er- 
halt man aus der Gleichung /(m, n,) = 0 die drei Werthe von m, denen 
die drei Flichen F,? des Systemes F,,, entsprechen. Analog erhialt man 
fiir einen speciellen Werth m, von m aus der in ”.quadratischen Glei- 
chung f(m,, ) = 0 diejenigen zwei Werthe von n, welche die beiden 
Flichen Fyn, des Biischels F,,, ergeben. Bezeichnet A,, die Discriminante 
der in ™ cubischen Gleichung f(m, ,) = 0, so findet man: 











als ein 
F, 2 


gehori 


f(A) = 


iiber, 
samm 
stattfi 


27x 


und | 
durcl 


gege 


Gera 


alle 
lisst 
Subs 


man 


als | 


Glei 


als¢ 








rei 
en 
re] 
In 
de 


on 
ler 


he 
er 
er 
aT- 
ite 
ck 


en 
en 
kt 
rt 
nd 








Ueber die Flaiche vierter Ordnung mit Cuspidalkegelschnitt. 313 


An = 256 - 256 (27m, — 64)*, daraus nm, = 


als einzigen Werth von x, fiir welchen zwei Flichen F,? eines Systemes 
64 


oy) = 0 ergiebt dann als zu- 


F,, zusammenfallen. Die Gleichung f (m, 
gehérige Werthe von m 


4 esis 5 
ca— >, Woe aan +>: 
Die Substitution von m= — a n= “ fiihrt die Gleichung 


f(a) = 0 in 
(94 — 83 = 0 
iiber, fiir diese Fliche fallen also alle drei Kummer’schen Kegel zu- 
sammen, sie ist die einzige Fliche des Systemes F’,,,, fiir welche dies 
stattfindet, und soll durch F’? bezeichnet werden.*) 
Die Gleichung dieser Fliche ist 


27 2,4 — 542, x,?a, + 27 4,?a,? — T24,2x,2 + 124,92, 2,? + 642,2,3 
— l6z,'=0 
und der Scheitel B ihres fiir drei ziihlenden Kummer’ schen Kegels ist 
durch die Coordinatenverhiltnisse 
Ht N_yi Mz: %,=0:2:30:3 
gegeben, bezeichnet man also den Schnittpunkt der Ebene q und der 
Geraden A,A, mit Q, so ist das Doppelverhiltniss 


(A, A, QB) xe" +. 


Verlegt man die Fundamentalecke A, in den Punkt B, indem man 
alle anderen Fundamentalelemente des Coordinatensystemes ungeiindert 
lisst, so geschieht diese Coordinatentransformation mittelst der linearen 
Substitution 


, i 


ani 2 ’ , 7 , 
—-, %2 + 3% H3 = Hz, wy =X 


*) Die Discriminante der Gleichung (fm, ») = 0 hat den Werth 


A, = 4: 256 - (3m, + 4), 
man findet 


4 
a here 


als einzigen Werth von m, fiir welchen beide Flichen eines Biischels F’,, zusam- 
menfallen, und erhilt als entsprechende zusammenfallende Werthe von m aus der 
ait 4 
Gleichung f(— > n) =0 
ow oe 
27’ 
also dieselbe Fliche F?- 
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und als transformirte Gleichung der Fliche F* erhalt man 
Lo'— 182, %,?%,+ 81 x,?2,?+ 82,54, —T2 x, x. 4,4,+ 1442, 2,2,2—0. 
Die Fliche F*% hat im Punkte B einen biplanaren Doppelpunkt, 


der Tangentenkegel zweiten Grades in ihm zerfallt in das Ebenen- 
paar A, A,. 


VI. 
Hesse’sche Kernfliche. 

Die Hesse’sche Kernfliiche der Fliche vierter Ordnung mit 
Cuspidalkegelschnitt zerfaillt, wie schon Seite 301 gezeigt wurde, in 
die Fliche U zweiten Grades und in eine Fliche H sechster Ord- 
nung. Die Gleichung der Fliche H kann mit den Abkirzungen 


ees 3a,” — 12a, a3 
tm * 16m = 6 


8m 
und mit A, = 0, A; =0 als Gleichungen der Ebenen A, und A, auf 
die Form 


= U* + p[4an(a,p+q) U?—np?(bnp+2q) U + an'p*A,A,] = 0 
oder 
H= U*+ pE=0 
gebracht werden. Schreibt man dafiir 
(U + Ap*)’ = p[A*p® + 32° Up® + 34U*p — E] 


Ui? = pE, 

so erkennt man die Fliche H als stationdre Enveloppe eines einfach 
unendlichen Systemes von Flichen fiinfter Ordnung. Jede Fliiche E, 
dieses Systemes oscalirt die Fliche H lings der Raumcurve, welche 
aus ihr durch die Fliiche U, herausgeschnitten wird. Diese Raumcurve 
zerfallt in den dreimal zu zihlenden Cuspidalkegelschnitt (Up) und in 
zwei andere Kegelschnitte, welche als Durchdringung der Flichen 
zweiten Grades U; = 0 und 


(4°— 4aa,nd*— bn?d) p? — 2nd(1+ad)pq — an?A,A, = 0 
erscheinen. Die Bedingung dafiir, dass diese beiden Kegelschnitte zu- 
sammenfallen, ergiebt fiir 4 eine biquadratische Gleichung, woraus folgt, 


dass es vier Flichen des Systemes E, giebt, welche H lings je einem 
Kegelschnitt sechspunktig beriihren. 


Unter Zugrundelegung eines Coordinatensystemes (A,*, A,*, A,* 
A,, E*) mit n = 1 lautet die entwickelte Gleichung der Flache iH 
16 mz,°x,° — 24a, x,3x,?%,—24a,2,2x,5 2, —48ma,2 2,2 2," 
— 48 (m? + a.) %,? 45? 2,?— 24a, 2,7 &, 24? 2,+48.4, 2,24,2 x5 2, 
+164, m2,2x,20,3+ 48.4, 2,222,220, + 164, m2, x,?x,8 


oder 
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+48 mx, x,'x,-+ 48a, 2, 7,3 x, %,+96(m? + a,) 2, 2.2 2, 0, 

+ 16a, m x, x, 4,2,3+ (24a, a, —9a,?+ 48 m'+-64a,m)x,2,0,! 
—6a,?x,?x,'—6a,? x," x,'— 24a, x, x,'x,— 16a,mx,2,?x,5 
— 12a, a,x, 2, ",!-+ 8a,m?x,x,5—24a,2,'x,2, — 16 a,mx,?a,0,3 
— 12a,a, 2,2, 7,4— 16ma,5— 24a, 2,>x,—48(m? + a,)a,'2,? 
— l6a,mz,3x,3 + (3 a,? —36 a, a, —64a,m— 48 m')x,*a,! 
+8a,m? x, x,°+ (3a,? m— 12a, a,m — 16.a,m?—16m')x,5=0, 


Ordnet man diese Gleichung nach Potenzen von x, oder x,, so erhilt 
man 


x,° - 82,?(2max, — 3a,2,) + 2,?- uw + 2, - uw) + uw) = 0 
beziehungsweise 
x3 - 82,?(2ma, — 3a,a,) + x? - vo + 2, - vo) + v9 =O, 


wo die Gréssen uw und v homogene Functionen i'*" Grades in den 
Variablen x, 2,, 2, respective z,, 2, und x, bedenten. 

Ein beliebiger Punkt A,*[A,*] des Cuspidalkegelschnittes der 
Fliche F' ist ein dreifacher Punkt fiir die Fliche H. Von den drei 
Tangentialebenen der Letzteren in einem solcheu Punkte fallen zwei 
mit der zugehérigen Tangentialebene A,* [A,*] des Kegels K zusammen, 
die dritte Ebene T,[T,] ist von dieser verschieden und geht durch die 
zugehérige Tangente des Cuspidalkegelschnittes hindurch. Die Schnitt- 
linie der Ebenen T, und T, in zwei beliebigen Punkten des Cuspidal- 
kegelschnittes trifft die Gerade A,A, in einem Punkte 7’, dessen 
Coordinatenverhiltnisse durch 
2 4m 


M2 Lyi Ist y= 2as:— a,: 2a: ——- 
gegeben sind. Wenn nun von beliebig vielen Ebenen (T;) die Schnitt- 
linie von je zweien (T, und T,) derselben eine feste Gerade (A, A,) 
schneidet, so gehen sie alle durch einen und denselben Punkt (T) dieser 
Geraden hindurch. Die Tangentialebenen der Fiche H in den Punkten 
des Cuspidalkegelschnittes umhiillen also zweimal den Kegel K und ein- 
mal einen andern Kegel zweiten Grades, dessen Scheitel T auf der 
Geraden A, A, liegt. 

Den allgemeinsten ebenen Querschnitt der Fliche H giebt eine 
Ebene P = A,* A,* E*; der Verlauf seiner vierten Projection in der 


Nihe des Punktes A,* wird fir a == 2, a =y durch die beiden 
i 1 
Gleichungen 
yo sts und y=tiy— a, at 
dargestellt, das heisst die Schnittcurve hat in A,* einen dreifachen 
Punkt, der durch einen gewdhnlichen Riickkehrpunkt und einen ein- 
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fach durch denselben hindurchgehenden Ast gebildet wird. Die Riick- 
kehrtangente in diesem Punkte ist die Schnittlinie der Ebenen P und 
A,*, die Tangente an den einfachen Ast ist die Schnittlinie der Ebene 
P und der zugehérigen Ebene T,. Die F'liiche H hat also den Kegel- 
schnitt (Up) zur Cuspidaleurve mit K als Riickkehrkegel und geht noch- 
mals einfach durch ihn hindurch. 

Fir a, = 0, also fiir einen ebenen Schnitt durch den Clospunkt 
A, haben wir zur Darstellung der vierten Projection der Schnittcurve 
in der Nahe des Punktes A, — fiir = =x und * = y — die Glei- 
chungen: 

y= aa, y= ane?, y= ayn? 

in welchen a,, «, und a, die Wurzeln der Gleichung 


w+aee+batec=—0 
sind, deren Coefficienten a, b, c nur die Grdssen a,, a, und m ent- 
halten. Eine beliebige Ebene durch einen Clospunkt der Fliche F 
schneidet aus der Fliiche H eine Curve sechster Ordnung heraus, 
welche in diesem Punkte einen dreifachen Beriihrungsknoten besitzt, 
das heisst drei Aeste der Curve beriihren sich gegenseitig in ihm. 

Setzt man auch a, = 0, betrachtet man also den Querschnitt einer 
Ebene durch beide Clospunkte der Fliche F’, so ergiebt die Substi- 
tution von x, = 2, in H = 0 — wenn A, B und C nur von ay, a, und 
m abhingige Constanten bedeuten — die Gleichung 

(@; %3)° + A (a, x5)? a, + B(a, 25) (@,”)? + C(a,?)? = 0, 
das heisst die Schnittcurve zerfallt in drei Kegelschnitte, welche sich 
gegenseitig und die Ebenen A, und A, in den respectiven Punkten A, 
und A, berihren. 

Aus diesem letzten Ergebniss folgt ohne weiteres, dass jede Flache 
zweiten Grades, welche die Ebenen A, und A, in den Punkten A, und 
A, bertihrt, aus der Fliche H sechs Kegelschnitte herausschneidet, die 
alle durch die Punkte A, und A, hindurchgehen und dort die Ebenen 
A, und A, beriihren. Es folgt ferner daraus, dass auch die Durch- 
dringungscurve der Flichen F' und H in Kegelschnitte zerfallt, welche 
durch dieselben Punkte hindurchgehen und in ihnen dieselben Ebenen 
beriihren. . 

Die Curve der parabolischen Punkte der Fliche vierter Ordnung 
mit Cuspidalkegelschnitt ist die Durchdringungscurve der Letzteren 
mit ihrer Hesse’schen Fliche, also von der Ordnung zwei und dreissig. 
Sie besteht zunichst aus dem vollstindigen Durchschnitt der Flichen 
F und U, also aus dem dreimal gezihlten Cuspidalkegelschnitt 
und dem Kegelschnitt (Uq). Der zweite Theil, von der Ordnung vier- 
undzwanzig, ist die Durchdringung der Flichen F und H, in derselben 








ist der 
parabo 
denen ; 
ihnen | 
Li 
zweite) 
bilden 
der un 
D 
Flache 
in Be: 
tionsce 
auch % 
auf di 
V 
letzten 
beriih: 
Closp' 
E 
schen 
H ze 
Ordn 


16a 


ist. J 
Riick 
die s 
Die |! 
Berii 
legte 
diese 
punk 
und 
und 


punk 


schn 
er is 





ck- 
ind 


2ne 
jel- 
ch- 


akt 


rve 


ei- 


nt- 


us, 
at, 


1er 
sti- 
nd 


ich 


A, 


he 
nd 
lie 
en 
+h- 
he 
en 








Ueber die Fliche vierter Ordnung mit Cuspidalkegelschnitt. 317 


ist der Cuspidalkegelschnitt achtmal zu zihlen, der Rest, die eigentliche 
parabolische Curve der Fliche F' besteht aus vier Kegelschnitten, von 
denen jeder die beiden Clospunkte enthilt und die Ebenen A, und A, in 
ihnen beriihrt. 

Lings diesen vier Kegelschnitten sind der Fliche F' vier Kegel 
zweiten Grades umgeschrieben, deren Spitzen auf A, A, liegen, sie 
bilden die gesammte eigentliche stationdr wmgeschriebene Developpable 
der untersuchten Fliche. 

Die Fliche H hat dieselben involutorischen Eigenschaften wie die 
Fliche F. Sie ist in involutorischer Centralcollineation mit sich selbst 
in Bezug auf einen beliebigen Punkt C der Geraden A, A, als Collinea- 
tionscentrum und die zugehirige Ebene S als Collineationsebene; sie ist 
auch in involutorischer geschaarter Collineation mit sich selbst in Bezug 
auf die Axen A, A, und A, A,. 

Wenn zwei Paare a;b; von Geraden der Fliche F zusammenfallen, 
letztere also auf der Geraden A, A, einen Doppelpunkt D besitzt, so 
beriihrt H die Fliche F lings den Verbindungslinien von D mit den 
Clospunkten A, und A, und hat in D ebenfalls einen Doppelpunkt. 

Besondere Erwaihnung verdient noch das Verhalten der Hesse’- 
schen Fliiche fiir eine beliebige Fliiche des Biischels F,,,—). Die Fliache 
H zerfalit hier nimlich in die Ebene p und in eine Flaiche H* finfter 
Ordnung, deren Gleichung in einfachster Form 

1627,?",?27, — 82,2 x24? + 162, 2,57, — 324,%,?2%, 0, — 3nx,2,2,8 

— 82,° + 162,'x7, + nz,?z,3 = 
ist. H* hat den Kegelschnitt (Up) zum Cuspidalkegelschnitt mit K als 
Riickkehrkegel und schneidet die Ebene p noch in der Geraden A, A,, 
die sie als osculare Gerade nach der Ebene 2, — 2%, = 0 enthiilt. 
Die Punkte A, und A, sind besondere dreifache Punkte von H*, die 
Beriihrungskegel dritter Ordnung in ihnen zerfallen in die doppelt ge- 
legte Ebene A, respective A, und in die Ebene 7, — 22,0. Ausser 
diesen dreifachen Punkten hat H* in A, noch einen conischen Doppel- 
punkt, dessen Tangentenkegel zweiten Grades die Ebenen A, und A,, 
und mit ihnen die Flache H* lings den respectiven Geraden A, A, 
und A, A, beriihrt. 


Das Biischel F,,—) enthilt nur eine einzige Fliche mit Doppel- — 


punkt, namlich fiir den Parameterwerth n = — *. Die Ebene 
3a, — 44,=—0 

schneidet aus A, A, den Doppelpunkt der betrachteten Fliche F' heraus, 

er ist auch ein Doppelpunkt der Flaiche H*. 
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VI. 
Raumeurven. 


Seite 294 wurde gezeigt, dass die Fliche vierter Ordnung mit 
Cuspidalkegelschnitt in zwei von den Ebenen p und gq gebildeten 
Scheitelwinkelriumen liegt und liings der Geraden (pq) nur in den Clos- 
punkten zusammenhingt. Diese Eigenthiimlichkeit der Fliche F’ zieht 
ein besonderes Verhalten der auf ihr gelegenen Raumcurven zu den 
Ebenen p und g nach sich, welches darin besteht, dass eine Curve 
ohne singuliren Punkt in den Ebenen p und q, wenn sie von gerader 
Ordnung 2% ist, entweder jede derselben n-mal beriihrt und keinen 
der Clospunkte enthilt, oder jede von ihnen (n—1)-mal beriihrt und 
durch jeden Clospunkt einmal hindurchgeht; dass sie aber jede dieser 
Ebenen n-mal beriihrt und durch einen der Clospunkte einmal hindurch- 
geht, wenn sie von ungerader Ordnung 2” + 1 ist. Dabei ist noch zu 
bemerken, dass diese Curven mit der Ebene p allemal auch den Cuspidal- 
kegelschnitt beriihren, dass aber in der Ebene q ein Beriihren zwischen 
ihnen und dem Kegelschnitt (Uq) nicht nothwendig stattfinden muss. 
Diese einfachen Beriihrungén kénnen einerseits mehrfach vereinigt 
Singularitaiten der betrachteten Curven bilden und andererseits auch 
theilweise oder ganz durch singulire Punkte der Letzteren absorbirt 
werden. 

Wenn dagegen die auf der Fliiche liegenden Curven die Clospunkte 
mehrmal durchsetzen, so ist fiir Curven von gerader Ordnung die An- 
zahl der durch jeden Clospunkt hindurchgehenden Curveniiste fiir beide 
gleichzeitig entweder gerade oder ungerade, fiir Curven von ungerader 
Ordnung dagegen ist diese Anzah] in dem einen Clospunkt gerade, in 
dem andern ungerade. 

Die Realitit der Clospunkte ist also nothwendige aber nicht hin- 
reichende Bedingung fiir reelle Curvep ungerader Ordnung auf unserer 
Fliche. Damit solche Curven wirklich auf ihr liegen kénnen, muss 
ausser den Clospunkten mindestens eine, folglich vier von den acht 
Geraden der Fliache reell sein. 

Ich wende mich nun zur Betrachtung specieller Raumcurven und 
beginne mit 

Curven dritter Ordnung. 

Man kann zweifach unendlich viele Flichen V zweiten Grades 
durch den Cuspidalkegelschnitt legen, welche noch eine Gerade a; der 
Flache F enthalten. Jede dieser Flichen beriihrt die Fliche U in A, 
und in einem andern Punkte P des Cuspidalkegelschnittes und durch- 
dringt die Fliche F ausser in diesem Kegelschnitt und der Geraden a; 
noch in einer Raumeurve dritter Ordnung. Diese Curve geht durch 
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den Clospunkt A, hindurch, beriihrt den Cuspidalkegelschnitt in P 
und die Ebene q — (aber nicht den Kegelschnitt (Uq)) — im zweiten 
Schnittpunkte des Kegelschnittes (Uq) mit der Fliche V. Sie trifft mit 
Ausnahme von b; jede Gerade der Fliche F einmal; von den Kegel- 
schnitten der sechs ersten Schaaren K, jeden, welcher die Gerade a; 
schneidet in einem, jeden andern in zwei Punkten und von den Kegel- 
schnitten der Schaar K, jeden in zwei Punkten, von welchen einer 
mit A, zusammenfallt. Von den ebenen Curven dritter Ordnung 
schneidet die betrachtete Raumcurve eine C,, in zwei Punkten, eine C,, 


in drei Punkten, von denen keiner auf b; liegt, eine C,, in drei Punkten, 


von denen einer mit A, zusammenfiallt, endlich eine C,, in zwei 
Punkten, von denen einer in A, liegt. 


Jeder der acht Geraden der Fliiche F' ist eine solche doppelt un- 
endliche Schaar von Raumcurven dritter Ordnung zugeordnet. 

Zwei Curven R,, und R,,, deren zugeordnete Geraden a; respective 
b, windschief sind, schneiden sich in zwei Punkten, Curven #,, und 
R,, haben drei Punkte gemein, Curven F,,, Rj, derselben Schaar haben 
ausser dem Clospunkt A, noch einen gemeinschaftlichen Punkt. 

Curven vierter Ordnung. 

Es giebt dreifach unendlich viele Fliichen W zweiten Grades, 
welche durch den Cuspidalkegelschnitt hindurchgehen. Jede von ihnen 
beriihrt die Flache U in zwei Punkten P, und P, dieses Kegelschnittes 
und durchdringt die Flache F ausser in ihm noch in einer Rawmcurve 
R,® vierter Ordnung erster Art. Diese Raumcurve beriihrt die Ebene 
p in den Punkten P, und P, und die Ebene q in den beiden nicht 
auf p gelegenen Schnittpunkten der Fliche W mit dem Kegelschnitt 
(Uq), geht also im Allgemeinen nicht durch die Clospunkte hindurch 
und wird aus der Fliche W durch einen Kegel zweiten Grades heraus- 
geschnitten, der die Ebenen p und q lings ihren Schnittlinien mit der 
Ebene s desjenigen Kegelschnittes beriihrt, welchen die Flichen U 
und W ausser dem Cuspidalkegelschnitt noch gemein haben. 

Geht die Ebene s durch eine beliebige Tangente des Cuspidal- 
kegelschnittes hindurch, so wird p eine stationiire Schmiegungsebene 
der Curve R,“, sie enthilt vier aufeinanderfolgende Punkte derselben. 
Trifft s einen Clospunkt, so erhiilt die FR, in ihm eipen Doppelpunkt; 
enthalt die Ebene s die Tangente des Cuspidalkegelschnittes in einem 
Clospunkte, so ist dieser Letztere ein Doppelpunkt der Raumcurve mit 
p als Schmiegungsebene in einem der beiden durch ihn hindurchgehen- 
den Curvenisten; fallt endlich s mit der singuliren Tangentialebene 
in einem Clospunkte zum Beispiel mit der Ebene A, zusammen, so sind 
die Ebenen p und q die Schmiegungsebenen der R,") in den beiden 
dureh den Doppelpunkt A, der Curve hindurchgehenden Aesten. 
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Eine beliebige Curve FR," der hier betrachteten dreifach unend- 
lichen Schaar schneidet jede der acht Geraden der Fliche F' einmal, 
jeden Kegelschnitt zweimal, jede ebene Curve dritter Ordnung dreimal 
und endlich jede Raumcurve dritter Ordnung der vorhin betrachteten 
Schaaren auch dreimal. 

Ausser dieser dreifach unendlichen Schaar durch die lichen W 
aus J’ herausgeschnittener Curven giebt es keine andern Raumeurven 
vierter Ordnung erster Art auf unserer Fliche, denn wire z. B. R,* 
eine solche, so hiitte sie jedenfalls vier Punkte mit dem Cuspidalkegel- 
schnitt gemein und ein beliebiger fiinfter Punkt des Letzteren wiirde 
eine Fliche W durch R,* bestimmen. 

Als specielle Raumeurven vierter Ordnung erster Art auf der 
Fliche F' erscheinen: 

1) Die sechs aus je vier Geraden a;a,b;b, gebildeten windschiefen 

Vierecke. 

2) Alle Paare sich zweimal schneidender Kegelschnitte. 

3) Alle ebenen Querschnitte der Fliche. 

Jeder Kegelschnitt K, der sechs auf den Tangentialebenen der 
Kummer’schen Kegel gelegenen Schaaren bestimmt mit zwei ihn 
schneidenden, zu einander windschiefen Geraden der Fliche Ff, zum 
Beispiel mit a; und b,, — wenn a, a, , b,, von K, getroffen wer- 
den — ein einfaches Hyperboloid, welches F ausser in dem betrach- 
teten Kegelschnitt und den beiden Geraden noch in einer Rawmeurve 
R,® vierter Ordnung durchdringt. Diese Raumcurve ist von der 
zweiten Art, denn sie wird von denjenigen Erzeugenden des Hyper- 
boloides, welche mit den Geraden a; und b, derselben Regelschaar 
angehoren, in drei Punkten, von den Erzeugenden der andern Schaar 
dagegen nur in einem Punkt geschnitfen. 

Die Curve R,® geht durch jeden Clospunkt der Fliche J’ ein- 
mal hindurch und beriihrt dort die Gerade a; respective b,; sie beriihrt 
den Kegelschnitt Ky und den Cuspidalkegelschnitt gleichzeitig im Be- 
rihrungspunkte des Letzteren mit Kg und trifft diesen noch in seinen 
Schnittpunkten mit den Geraden a; und b. Von den andern Geraden 
der Fliiche F' schneidet R,® die Geraden a, und in je zwei 
Punkten, jede der Geraden b;, a, a, b, aber nur in einem einzigen 
Punkte. " 

Die Kegelschnitte K, verhalten sich beziiglich des Schneidens mit 
f,® verschieden, je nachdem sie mit K, zu demselhen oder zu ver- 
schiedenen Kummer’schen Kegeln gehdren. Von den ersteren hat 
jeder mit R,® zwei Punkte, — von den Letzteren jeder, der die Ge- 
raden a; und b, schneidet, einen, jeder andere aber drei Punkte gemein. 
Jeder Kegelschnitt K, trifft R,® auch in drei Punkten. 

Entsprechend den zwélf Paaren windschiefer Geraden a,b, giebt 
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es 2wilf einfach unendliche Schaaren von Raumcurven vierter Ord- 
nung gweiter Art auf der Fliche F und es ist leicht 2u zeigen, dass 
jede auf ihr liegende Raumeurve dieser Art einer jener zwélf Schaaren 
angehdrt. 

Als specielle Raumcurven vierter Ordnung zweiter Art kann man 
betrachten: 

1) Die acht Gruppen von je vier Geraden der Fliche /’, gebildet 
aus drei durch einen Punkt hindurchgehenden Geraden mit einer zu 
diesen windschiefen. Die einzige Fliche zweiten Grades, welche durch 
eine solche Curve hindurchgeht, ist das Ebenenpaar A, A;. 

2) Jeder Kegelschnitt K, mit zwei ihn schneidenden windschiefen 
Geraden a; b,; eine beliebige von diesen speciellen Curven erginzt eine 
R,® zu einem vollstindigen Schnitt der Fliche F mit einer Fliache 
zweiten Grades. 

3) Jeder Kegelschnitt K, mit zwei windschiefen Geraden der 
Fliiche F. Diese Curven ordnen sich so in Paare, dass jedes Paar 
den vollstiindigen Schnitt von F’ mit einer Fliche zweiten Grades bildet. 


Vorstehende Untersuchung ist aus der Arbeit erwachsen, ‘welche 
mir zwecks der Diplompriifung am eidgendssischen Polytechnikum zu 
Ziirich von Herrn Prof. Fiedler gestellt und als solche am 1. Juli 
1880 eingereicht wurde. 

Es sei mir gestattet bei dieser Gelegenheit Herrn Prof. Fiedler 
fiir vielfache Auregung und bereitwilligste Unterstiitzung sowohl in, 
als ausser der Schule, wihrend meiner Studienzeit und nach Been- 
digung derselben, meinen wirmsten Dank auszusprechen. 

Bei der letzten Durchsicht des vorliegenden Aufsatzes — der sich 
von meiner Diplomarbeit durch gréssere Ausfiihrlichkeit, besonders in 
den Capiteln iiber die der Fliiche umgeschriebenen Kegelflichen, itiber 
die Specialfalle der Fliche und die auf ihr gelegenen Raumcurven 
unterscheidet — ist es mir durch giitige Vermittlung von Herrn Prof. 
Fiedler méglich gewesen die in dinischer Sprache geschriebene Disser- 
tation: ,,Om Fladerne af fjerde Orden med Tilbagegangskeglesnit og 
deres Konturer, med saerligt Hensyn til Realitetsegenskaberne“*) von 
Herrn Dr, C. Crone in Kopenhagen einzusehen. Schon der Titel 
kennzeichnet die Hauptrichtung der Untersuchungen von Hrn. Dr.Crone. 
Er giebt eine eingehende Untersuchung der verschiedenen Formen der 
Fliche, eine Untersuchung iiber die Realitit der stationiir umge- 
schriebenen — und der Kummer’schen Kegel, so wie der auf den 
Tangentialebenen der Letzteren gelegenen Kegelschnittschaaren und 


*) Ueber die Flichen vierter Ordnung mit Riickkehrkegelschnitt und ihre 
Umrisse mit besonderer Riicksicht auf die Realititseigenschaften. 
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studirt besonders eingehend die Umrisse der Fliiche, also die Spur- 
curven sechster Ordnung mit acht Spitzen ihrer Tangentenkegel. 

Ich habe die Fragen nach Form- und Realititsverhiltnissen der 
Flache fast ganz unerdrtert gelassen, da ich die Absicht hatte die- 
selben nebst verschiedenen Specialfillen der allgemeinen Filiiche in 
einer zweiten Abhandlung folgen zu lassen. Dabei sollte auch der 
unendlich ferne imaginire Kugelkreis als Cuspidalkegelschnitt einer 
Fliche vierter Ordnung gebiihrende Beriicksichtigung finden. 


Ziirich, im August 1881, 














Entwicklung der Functionen einer complexen Variabeln nach 
Lamé’schen Functionen und nach Zugeordneten der Kugel- 
functionen. 


* Von 
F. Liypemann in Freiburg i. Br. 


(Mit einer lithogr. Tafel.) 


Ausgehend von einer Entwicklung des Ausdrucks (2, — ¢)—! nach 
Kugelfunctionen, die man Herrn Heine*) verdankt, hat Herr C, Neu- 
mann**) zuerst gezeigt, dass die Entwicklungen complexer Functionen 
nach Kugelfunctionen erster und zweiter Art in Gebieten convergiren, 
welche durch Ellipsen mit den Brennpunkten + 1 und — 1 begrenzt 
werden. In den nachfolgenden Untersuchungen findet man analoge 
Resultate fiir die Entwicklung nach Lamé’schen Functionen ab- 
geleitet. eae 

Zu dem Zwecke mussten zuniachst einige Eigenschaften dieser 
Functionen neu entwickelt werden; insbesondere galt es die Function 
zweiter Art, welche im Unendlichen verschwindet, in ihrer Abhingigkeit 
von einem complexen Argumente zu studiren und die asymptotischen 
Werthe der Functionen beider Art zu berechnen (§ I.—IV.); die 
Untersuchung beschriinkt sich auf die Functionen erster Classe (bei 
denen die Functionen erster Art rational und ganz sind). Die fir 
uns fundamentale Entwicklung von (2, — z)-! nach Lamé’schen 
Functionen (§ V.), ergiebt sich aus einer Darstellung des reciproken 
Werthes der Entfernung zweier Raumpunkte mittelst Lamé’scher 
Functionen ihrer elliptischen Coordinaten, welche Herr Heine ge- 
geben hat. Fiir die so erhaltene Entwicklung spielt nun, in der 
z-Ebene, ein gewisses (schon in § II. studirtes) System von Curven 
vierter Ordnung dieselbe Rolle, wie das System der confocalen Ellipsen 





*) Handbuch der Kugelfunctionen, erste Auflage, 8. 38 und 104, Berlin, 1861. 
**) Ueber die Entwicklung einer Function mit imaginirem Argument nach 
den Kugelfunctionen erster und zweiter Art; Halle 1862. 
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fiir die Entwicklung nach Kugelfunctionen. Diese Curven haben ihrer 
Gestalt nach Aehnlichkeit mit den Cassini’schen Curven, sind aber 
nicht mit ihnen identisech; sie zerfallen ebenfalls in zwei Classen; die 
Curven der einen Classe bestehen aus einem Zuge, die der anderen 
aus zwei Ovalen; als Grenzgebilde stellt sich zwischen beide eine Curve 
mit Doppelpunkt (vergl. Fig. 3). Man kann aus ihnen die Cassini’- 
schen Curven durch einen Grenzprocess ableiten, den ich bei einer 
andern Gelegenheit zu besprechen denke. Durch das Auftreten der 
Ovale wird die Behandlung der Entwicklung complexer Functionen 
(§ VI.), zu der das Cauchy’sche Theorem in bekannter Weise hin- 
leitet, verwickelter als die der entsprechenden Entwicklung nach 
Kugelfunctionen, indem es ndthig wird mehr verschiedene Fille zu 
unterscheiden: das Convergenzgebiet nimlich kann entweder aus eifiem 
einfach zusammenhingenden Fliichenstiicke bestehen, oder aus einem 
zweifach zusammenhingenden (Ring), oder aus einem dreifach zu- 
sammenhangenden. 

Durch das Auftreten der letzteren Moglichkeit scheinen die Ent- 
wicklungen nach Lamé’schen Functionen ein besonderes Interesse 
darzubieten; ausserdem aber ist das Auftreten unendlich vieler ,,Null- 
entwicklungen“ bemerkenswerth (§ VII.). Dieselben kénnen entweder 
nach Functionen erster Art oder nach Functionen zweiter Art fort- 
schreiten. Von den letzteren giebt es nur eine Classe; fiir dieselbe 
werden alle méglichen von einander unabhingigen aufgestellt. Die 
Nullentwicklungen nach Functionen erster Art dagegen zerfallen in 
drei Classen: solche, die in der ganzen Ebene giiltig sind, solche, 
die nur im Innern der lemniscatenartigen Curve vierter Ordnung gelten, 
und solche, deren Convergenzgebiet sich auf ein Oval einer Curve des 
obigen Systems beschriinkt. Fiir jede dieser Classen werden alle von 
einander unabhingigen Entwicklungen aufgesucht. In zwei besonderen 
Fallen wird gezeigt (Nr. 25.), wie sich die betr. Formeln auf die 
Legendre’sche Relation zwischen den Periodicititsmoduln elliptischer 
Integrale reduciren lassen. Herr Frobenius*) hat analoge Unter- 
suchungen fiir die Entwicklung einer Function nach Niherungszihlern 
und Niaherungsnennern gewisser Kettenbriiche angestellt. Bei ihm 
erweisen sich indessen nur Nullentwicklungen nach Functionen erster 
Art als méglich; und es zeigt sich, dass durch ein gegebenes Con- 
vergenzgebiet nur eine endliche Anzahl unabhingiger Nullentwicklungen 
charakterisirt wird, wihrend es bei uns unendlich viele fiir jedes in 
Frage kommende Gebiet giebt. 

Von den Lamé’schen Functionen kann man bekanntlich auf zwei 
Weisen zu den Kugelfunctionen iibergehen. Der eine Grenzfall (6 = c) 


*) Ueber die Entwicklung analytischer Functionen ‘in Reihen, die nach ge- 
gebenen Functionen fortschreiten. Borchardt’s Journal, Bd. 73, 1871. 
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fiihrt zu den Neumann’schen Entwicklungen und wird gelegentlich 
in § VII. besprochen. Dem andern (b= 0) ist § VIII. gewidmet; 
er fiihrt zu einer Entwicklung nach Zugeordneten P}(j//1 — z*) bez. 
Q; (V1 — 2), bei denen n — v eine gerade Zahl ist (nach Heine’s 
Bezeichnungsweise); an Stelle der obigen Curven vierter Ordnung 
treten hier wieder die confocalen Ellipsen mit den Brennpunkten + 1 
und — 1 auf. 

Anwendungen der vorliegenden Untersuchungen auf Probleme der 
Potentialtheorie hoffe ich demnichst geben zu kénnen. 


§ I. 
Die Lamé’schen Functionen erster und zweiter Art. 

1. Im Folgenden bediene ich mich derselben Bezeichnungsweisen, 
welche Herr Heine in seinem Werke iiber Kugelfunctionen (2. Auf- 
lage) benutzt.*) Es wird niitzlich sein die hauptsichlichsten Formeln, 
welche zur Anwendung kommen, hier kurz zusammenzustellen. 

Eine Lamé’sche Function erster Art E,"(2) ist eine ganze 
Function n' Grades von z, /2?—b? und Y2?—c?, welche der 


Differentialgleichung 
aE” dE” 
(1) =P — &) 3 + OF FF + Fe 


+ [(b? + ec?) v, — n(n + 1) 2?) EY =0 
geniigt. Hierin sind 6, ¢ reelle positive Zahlen und c > b; », ist eine 
Wurzel einer gewissen algebraischen Gleichung. Es giebt 4 ver- 
schiedene Classen von Functionen EF, die durch die Buchstaben 


K, L, M, N unterschieden werden. Ist 6 = nm oder + (n— 1), 


je nachdem m gerade oder ungerade ist, so hat man 6 + 1 Functionen 
K der Form: 
Kz (2) = aya" + aye"? + ++; 

die Coefficienten a bestimmen sich durch Recursionsformeln; sie hingen 
ab von b,c und v,, wo v, eine Wurzel einer Gleichung vom Grade 
6+ 1 bedeutet; durch Einsetzen der verschiedenen Wurzeln dieser 
Gleichung erhilt man die verschiedenen Functionen Ky;', Kz, Ks',... 
... Keys; tiber den ersten Coefficienten a, soll spiiter in passender 
Weise verfiigt werden. Es giebt ausserdem je » — o Functionen L 
und M, endlich o Functionen N, der Form: 








*) Handbuch der Kugelfunctionen, zweite Auflage, Bd. 1, Berlin 1878. 
8. 358 ff, , 


22* 
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TL} (2) = V2? —B (ae + a9 +.-.), 

MF (2) = V2 — (a 2" + a, + --:), 

N? (2) = V2—8 V2 — A(ae* + ae +--+), 
Im Ganzen giebt es 2 + 1 verschiedene Functionen EF," bei gegebener 
Zahl n. Im Folgenden werden wir vorwiegend mit den Functionen 


der Classe K zu thun haben; nur fiir diese geben wir daher hier die 
betreffenden Formeln an. 


Jede Function E kann auch als ganze Function von 











_ Ve—# —V2— 
(2) ‘= Vaa—e 
dargestellt werden, wo die Vorzeichen der Wurzeln so zu wihlen 
sind, dass abs  < 1, wenn die reelle Grosse z, dem absoluten Werthe 
nach, kleiner als b oder grésser als c ist, dagegen abs = 1 fiir 
b<abse¢<c. Macht man §=—cosm—ising, so ergiebt sich, 


1 
wenn m gerade und 6 = 5 n: 


(3) K; (¢)=a,cosng + a, cos(n—2)p+---+ a1 cos2p-+- tg 
=F [ama E HE) fC Et) fea (PEE) a], 


dagegen, wenn ” ungerade und 6 = + (mn — 1): 


(3a) KK; (2) = 2| «,cos(n— 1) p+ a, cos(n —3)p+-- 
+ tg-1008(29)+- «| 


— [eet ) + oy (OE) +. 
+1 (P+ £-*) + a]. 
Setzt man zur Abkiirzung: 


ce + Bb? 
w= 2v,— n(n + 1), ae 


so bestimmen sich die Coefficienten a fiir ein gerades », also in (3), 
durch —_ Recursionsformeln : 
-(2n — 1) a, = [n? + w] xa, 
2 - (2n — 3) a, = ((w — 2)? + w] xa, —n-1- a, 
3 - get: w= [im Pi: Ay a (n—1)-3-a,, 


(m1) 2n— 2m —1) veijiettienn 2m)? 4-10] xem 
— (n+ 1—m)(2m—1) ems, 
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Dies System wird dadurch abgeschlossen, dass man die letzte Gleichung 
fiir m =o —1 bildet, niimlich: 


6(m + 1) ag = (2? + w) xaqg_1 — (6 + 2) (n — 3) Og—2, 
und noch die Bedingung hinzufiigt: 
WKOq = (nm + 2) (wm — 1) Oo_1. 
Fiir ein ungerades », d.i. in der Gleichung (3a), bestimmen sich 
die « durch: 
( 1-(2n — 1) a, =[(n—1)?+ w] xa,, 
2. (2n — 3) a, = [(n—3)?+w] xa, — (n—1)-3- a, 
3: - _ °) “ = seit ee = fs -5- Ka, 
(4a) ¢ 
(m+ 1) Cinctie —_ 1) Cont = [(n. — 1 <i aiain 
| —(n—m)(2m+1)en-1, 
Als letzte Gleichung hat man wieder die fir m =o — 1 entstehende 
zu bilden, nimlich: 
6(m + 2) try = (2? + w] xa,1 — (6 + 2) (mn — 2) co3 
dazu muss man die Bedingung a _; = a4; hinzufiigen, also: 
WKOg = (n + 1) (nm — 2) Gos. 


Endlich lisst sich die Function K” in bemerkenswerther Weise 
durch die Zugeordneten der Kugelfunctionen darstellen; man hat: 





n=o 
(5) K;'(¢) - K?(@) = > hi en). 
wo das Zeichen P,;” in demselben Sinne wie bei Herrn Heine an- 
gewandt ist. Die Gréssen h,;’* sind gewisse Constante, deren Be- 
stimmung im vierten Capitel des zweiten Theiles des mebrfach ge- 
nannten Werkes niher besprochen ist. 

2. Ein zweites particulires Integral der Differentialgleichung (1) 
wird durch eine unendliche Reihe geliefert, welche nach absteigenden 
Potenzen von ¢ geordnet ist und mit der —(nm-+1)'" Potenz beginnt, 
also im Unendlichen verschwindet. Dieses Integral bezeichnen wir 
als Lamé’ sche Function zweiter Art F,(z); dieselbe wurde gleichzeitig 
von Herrn Heine und Herrn Liouville eingefiihrt. 

Sie ist durch die erwahnte Potenzreihe nur fiir abs z > ¢ definirt; 
eine fiir alle Werthe von ¢ giiltige Darstellung erhilt man, indem 
man F,'(z) in bekannter Weise durch die Function erster Art ausdriickt: 


*) Vergl. Heine, 1. c, 8. 376. 
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ian - dz : 
(6) F, (2) =(2n+1) £, © farayrdt be V2— & a 


z 
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Durch Umformung dieser Gleichung ergiebt sich (nach Heine), dass 


F;*(2) keine andere Transscendente enthilt, als elliptische Integrale 
erster und zweiter Gattung; und zwar hat man fiir die Classe K der 
Lamé’schen Functionen: 








(7) Fi'(¢) = — KS @ [2 (@) — 22 (&)], 
wenn: 
(7a) — K(2)- #2 (2) 
<VP—BYF—8 G20) + E70 Jf ae 


hierin ist G eine ganze Function von z, nimlich, wenn @; die Wurzeln 
der Gleichung K,"(z) = 0 bedeuten: 


K," (2) — K;* («;) Aj 
s— a; (a? — Bb) (a? —¢) [A (@,)] n «,) : 





(7b) G"(e)—=(2n-+ 1) > 


wihrend die Constanten a und 6 durch folgende Gleichungen gegeben 
werden: 


i=n 


a= @n+1) > a 


CORP 


ents Oh 


s=1 





(Ze) 





Endlich hat man noch die Relation: 





(74) ts" (00) = — © K’ + pbk’ i wae. 


(1—a?) ( '(1—k’?a%) Pat) 
wo: 


K’'= te Oe 


In vorstehenden Gleichungen ist z zuniichst reell gedacht, und, um 
Mehrdeutigkeit zu vermeiden, abs z > c. 
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§ Il. 
Eine Abbildungsaufgabe. 


3. Um die Function F,"(2) fiir alle complexen Werthe von z 
darzustellen, entwickeln wir sie nach Potenzen von £, wo wie in (2): 





V2—b —VA—e 
(2) Se 
Es wird daher niitzlich sein, zuvor die hierdurch vermittelte Abbildung 
niher zu studiren. 

Die Werthe von € kénnen wir uns iiber der z-Ebene in einer 
vierblittrigen Riemann’ schen Fliiche Z ausgebreitet denken. Letztere 
hat iiber den Punkten +- ¢ und + 6b acht Verzweigungspunkte, indem 
sich tiber jedem der vier Punkte zwei Verzweigungen verschiedener 
Blitterpaare befinden. Ausserdem liegen im unendlich fernen Punkte 
zwei Paare sich aufhebender Verzweigungspunkte; denn durch Rational- 
machen von (2) entsteht: 


4 (@—b) — #8 + F Pe+) +4 (eB) =0, 


und dies ist (in Verinderlichen z, €) die Gleichung einer Curve 4, Ord- 
nung mit einem Selbstberiihrungspunkte (zwei unendlich benachbarten 
Doppelpunkten) im unendlich fernen Punkte der Axe =O, Ihr Ge- 





schlecht ist gleich = 3-2—2=1, und daher der Zusammenhang 


der vierblittrigen Fliche Z gleich 3. 
Umgekehrt findet man 











(9) ¢= 








—2 
a—e ts . 


Breitet man die Werthe von ¢ iiber der -Ebene aus, so erhilt man 
eine zweiblittrige Fliche Z mit den vier Verzweigungspunkten 


Ve—v V v2 STO ptt 
e—e _ Ve—e > e+e 
2¢ ; 2 V e+ 


-7/e+o . / e—b 
tip ne und +7 “es 
Durch (2) resp. (9) ist die vierblittrige Fliche Z auf die zweiblittrige 
Fliche Z conform abgebildet. 

Die in Z vorkommenden Verzweigungen kann man in folgender 
Weise anordnen. Es sei z ein reeller Werth von z, und b< 4% <e; 
dann nehmen wir als erstes Blatt dasjenige, in welchem 

es Vz2— — Vz2—e2 : 
bo eer V2—wv ? 
wo beide Wurzelzeichen mit positivem Vorzeichen zu nehmen sind, 
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Im zweiten Blatte sei ¢, /c? — b? =— pz,? — #? + yz? — &, 
» 4aritten ,, » & Ve —P=—— yz? —V — yz? —e, 
» Vierten , » &VE—VP=— ys2?—VU+ye2 —Ce. 


Es hangen also zusammen 
die Blatter 1 und 3 in + b, 
”? ”? 1 ”? 4 ” +e, 
”? ” 2 ” 3 ” + Cy 
, ”? ” 2 ”? 4 »” + b. 
Nennt man die Punkte +b, — b, +c, —e bez. B, B, C, C’, (vgl. 
Fig. 1) so kann man daher die Linie B B’ und die Linie C co C’ als 
Verzweigungsschnitte benutzen, der Art, dass man 
durch Ueberschreiten von BB’ vom 1'* ins 3' Blatt, 
ee er, 
” ” ” Coo’ ” _ ” * 
oder, 2 ,, 3, 
gelangt und umgekehrt. Geht man z. B. von €, im ersten Blatte aus, 
so kommt man durch einen Umgang um C ins 4", dann durch einen 
Umgang um 8 ins 2", von da durch einen Umgang um C ins 3" 
und endlich von hier durch einen Umgang um B zuriick zu £, im 
ersten Blatte: ein zweimaliger Umgang um die Linie BC giebt in der 
Fliche Z eine geschlossene Curve. 
Die beiden Blatter der Flaiche Z gehen lings zweier Verzweigungs- 
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” »? 








schnitte in einander tiber, von denen der eine die Punkte + i y 
und + ic, der andere die Punkte — iV und — if’? xy 


mit einander verbindet. 

4. Es ist fiir uns von Wichtigkeit in der z-Ebene (also auf der 
Fliche Z) diejenigen Curven zu verfolgen, fiir welche der absolute 
Betrag von € constant ist. Zu dem Zwecke setzen wir: 

(10) e=2+iy=r (cosp+isin g), 
€=—§& + in = (cosa -+ isin a). 
Es ergiebt sich aus (9): 


(11) ef SER Se [(e +r) o0820-+i (0?) sin20], 











also: 
- 2? —y? = a + £-* (9? + o-?) cosin 2a, 
(12) pineal oie. 

2ay = —7— (# — @-*) sin 2a. 


{ 
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Durch Elimination von g hieraus ergiebt sich: 


1 2 
a — y— = (e+ B) on . . 
y ec — Db 
(13) ( cos 2@ )- — (a) =(4 y: 
Diese Curven 4. Ordnung in der 2-Ebene entsprechen den in der 


¢-Ebene durch den Anfangspunkt gezogenen Geraden. 
Durch Elimination von @ aus (12) findet man: 


1 
wii ssa, BY Qn )’ 2 f2\ 2 
14 racinut y b schacas cit ys 
a4) ( e+e? He —@ =) anf: 4 ) 


Diese Curven 4. Ordnung in der z-Ebene entsprechen den in der §-Ebene 
um den Anfangspunkt als Mittelpunkt geschlagenen Kreisen. 

Wir untersuchen zunichst das System (13) niher. Setzen wir 
o = 0, so folgt aus (11): ‘ 


y=0, cm Sth 4. 4 (e? t 4 9). 


Es wird «=c fir 9g =1 und =o fiir 9p=0; x=—c ist gleich- 
zeitig der kleinste Werth, den x annimmt. Wiahrend also in Z ein 
Punkt auf der z-Axe sich von C nach co bewegt, geht der entsprechende 
Punkt in Z auf der §-Axe von C (Fig. 2) zum Anfangspunkte Q; 
wihrend letzterer von C (@ = 1) sich ins Unendliche entfernt, durch- 
lauft 2 wieder den Strahl C oo. 




















o= > = giebt: 
e+e 
y = 0, me /S~ —“F* + 9), wenn 20> S™ (e+e), 
y=0,2= ’ aT eo=1, 
y =0,2=0, F eb (e 249-2), 
d. h. g? =o} 5 oder ==>, 
=0, y/o) — SFE, wenn 2 $0? <(e- 0-9 =", 
= (0 
=O = ” Q ? 
so sh @ =o. 


Wihrend also der Punkt 2 auf der reellen Axe von B nach O lauft, 
liuft der Punkt §€ (bei Wahl des positiven Vorzeichens der Wurzel) 


auf der imaginaéren Axe von 1 nach ¥ = (O in Fig. 2) oder nach 





¢ 


V2 (O’ in Fig. 2); und wihrend ¢ auf der imaginiren Axe von 
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O ins Unendliche liuft, bewegt sich § von O (resp, 0’) aus entweder 
ins Unendliche oder zum Anfangspunkte Q. 


Ist @ = 7 so wird nach (12): 


(15) a? — y= are. 


Die Curve (13) artet in eine doppelt ziihlende gleichseitige Hyperbel aus. 
Dem Radiusvector @ = 0 entspricht hiernach die Linie’C co, dem 


Radiusvector @ = - der eine halbe Zweig der Hyperbel (15) und dem 


Radiusvector 9 = + die gebrochene Linie B-O-ico. Ist @ von 


einem dieser 3 Werthe wenig verschieden, so wird sich die ent- 
sprechende Curve (13) einer jener speciellen Curven eng anlegen; man 
erkeunt daraus den ungefihren Verlauf der Curven (13), wie er in 
Fig. 3 angegeben. Zu bemerken ist noch, dass die Gleichung (13) sich 


nicht andert, wenn man = — @ an Stelle von @ setzt. Je zwei sym- 


metrisch gegen den Hyperbelast (15) liegende Curvenzweige sind also 
als Theile derselben Curve (13) zu betrachten. Jede Curve hat 4 reelle 
Asymptoten, welche simmtlich durch O gehen, bestimmt durch: 


(a? — y*) sin? 2@ = 4z*y? cosin® 2a. 


5. Von den Curven (14) erstreckt sich keine ins Unendliche. Fiir 
@ = 1 erhalt man aus (11): : 


y= 0, om ff SFP 4 Se* cosin 20, 


insbesondere: 
z=b fir o= =, 
2ezc , a= 
und immer 


bma<e. 
Also dem Kreisquadranten 9 = 1 und O< @ < + in der £- Ebene 


entspricht die Strecke der z-Axe, welche zwischen B und C liegt, oder, 
wenn das Vorzeichen der Wurzel negativ genommen wird, zwischen 
B und C’. Wie tiber die verschiedenen hier und in Nr. 4. auftreten- 
den Méglichkeiten zu entscheiden ist, lehrt eine in Nr. 6. angestellte 
Untersuchung iiber die Verzweigung einander enisprechender Blitter- 
theile von Z und Z. 

Die Gleichung (14) andert sich sad. wenn man @ mit g@—! ver- 
tauscht. Man erhilt also dieselbe Curtenscheer; wenn man @g von 1 
bis 0 abneftmen, als wenn man g von 1 bis oo wachsen lisst; wir 
lassen @ abnehmen. Ist @ von 1 wenig verschieden, so wird sich eine 











Curve 
einen 
ergan 


o=] 


stimu 
durch 


und: 


Erste 
@ ins 


sie fi 


und 1 


(bez. 


Lem: 
(16) 


Bei ° 
der | 
sich 
Syste 
sehr 


es p 
(17) 


Die 
Aus 


(ITa) : 


Mit | 





der 


aus. 
dem 


dem 


von 


ent- 
man 
r in 
sich 
ym- 
also 
celle 


Fir 


bene 


oder, 
chen 
eten- 
tellte 
itter- 


ver- 
on 1 
wir 
eine 








Entwicklung nach Lamé’schen Functionen. 333 


Curve ergeben, welche sich eng an die Strecke BC anlegt und durch 
einen entsprechenden Theil im Quadranten + 2, — y zu einem Ovale 
ergiinzt wird. Dieses Oval vergréssert sich bei abnehmendem g, bis 


ry) = 2+ geworden ist. Jedes Oval wird durch ein congruentes 
um B’C’ gezogenes zu einer Curve (14) ergiinzt. In der That be- 


stimmen sich die 4 Schnittpunkte einer solchen Curve mit der z-Axe 


durch: 


ata SEM ty gt) SS" 





und; 
2 1 f2 2 __ E2 
ata SEE (et + ot) SS. 


Erstere beiden sind immer reell und entfernen sich mit abnehmendem 
g ins Unendliche; letztere beiden sind reell, so lange: 


be 
vet+et<2 oth 


sie fallen in den Anfangspunkt zusammen fiir 





+o? =—2- S = oder g? = « + 0) 


be — ? 

c—b 
c+b 
(bez. ct) hat man also eine Curve mit Doppelpunkt nach Art einer 


und werden imaginir, wenn @ noch weiter abnimmt. Fiir 9? = 





Lemniscate; ihre Gleichung ist: 


1 ct-+-bt-++- 6b* e? 

(16) @—yy—(@+R)@—-y)+pey (GES) = 0. 
Bei weiter abnehmendem g besteht die Curve aus einem einzigen Zuge, 
der beide Axen in je zwei reellen Punkten trifft. Fir 9 = 0 hat sie 
sich auf den unendlich fernen Punkt zusammengezogen. Das ganze 
System ist also gestaltlich dem Systeme confocaler Cassini’ scher Curven 
sehr dhnlich. 

Zur Berechnung einzelner Punkte der Curven (13) und (14) ist 
es praktisch Polarcoordinaten einzufiihren. Man findet aus (13): 


(17) = 2(2&-+B*) -cos2 - sin?2a+sind4aV(c— Bb?) sin?2@+ 40% csin?zg — 
4 sin 2(@— g) - sin 2(w-+-q) 





Die Asymptoten sind also durch g = @ und » = ~ — o bestimmt. 
Aus (14) ergiebt sich: 









(I7a) 72” (c2-0%) (9¢— 9~*)* cos 2 + (o*—e~*) V (c2@—b2)? (e?@ 9 *)? — 160% c*sin®2y 





4(9?—9*)*-+4 16sin?2@ 


Mit Hiilfe dieser Gleichungen sind die Curven in Fig. 3 berechnet. Es 
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F. Liypewann. 


ist daselbst 6 = 2°™, ¢ = 6™ gewiahlt. Gezeichnet sind in einem 


Quadranten die Curven 9? = 1 (Strecke BC), 9? = > - ca x 


(je zwei Ovale), ‘ (Curve mit Doppelpunkt), = >? : (eintheilige 
Curven); ferner aus der ay anne Schaar die Curven @ = = oder 


18, 1 a oder a, ~ « oder © x (je aus vier 
32”? 16 is 16” 16 16 J 


Zweigen bestehend, von denen aber nur zwei in diesem Quadranten), 
endlich < (doppelt zihlende Hyperbel). In Fig. 1 ist b=1°™, c—3™, 
in Fig. 2 ebenfalls und die Einheit (= Radius QC) gleich 1°™. 

6. Es ist noch zu untersuchen wie die einzelnen Blatter und 
Flachentheile von Z sich auf Z abgebildet finden. 


Nach den in Nr. 3. gemachten Festsetzungen entspricht einem 
Punkte + x, 0 des ersten Blattes von Z, wo b < «4 <e, ein Punkt 


2 
R, ig * oder © 





Vet — oP ew: Vint — « 
a ee ee 
wo alle Wurzelzeichen absolut zu nehmen sind; also: 
Rie V2 —B le 


Ve—B’ : ee Ve— 
Dem betreffenden Punkte der Fliche Z entspricht daher ein Punkt des 
4, Quadranten der Fliche Z, fiir den also @ negativ ist (und absolut 
<%), wihrend g@ = 1; das Blatt, in welchem er liegt, soll als erstes 


Blatt der Fliche Z bezeichnet werden. — Wir nehmen nun y von 
Null verschieden an, wihrend z positiv bleibt. Aus der zweiten Glei- 
chung (12) folgt, dass dann @ < 1 ist, wenn y positiv, und @ > 1, 
wenn y negativ ist. 

Es sollen nun in der Fliche Z der Quadrant + 2, + y mit J/ 
der Quadrant — x, + y mit IJ/, der Quadrant — x, — y mit III/, 
der Quadrant + x, —y mit IV/ bezeichnet werden; und ein bei- 
gefiigter unterer Index soll angeben, in welchem Blatte von Z der 
Quadrant gedacht ist. Ebenso unterscheiden wir die Quadranten in Z; 
hier theilen wir jeden noch in 2 Theile, deren einer ausserhalb des 
Kreises @ = 1 liegt, deren anderer innerhalb dieses Kreises sich be- 
findet; der erstere Theil soll durch den obern Index a, der andere 
durch den obern Index i bezeichnet werden. Das Resultat der eben 
angestellten Ueberlegung kénnen wir dann so aussprechen, dass den 
Quadranten I/, und IV/, von Z bez. die Flichentheile IV/i und IV/? 
von Z entsprechen. 
Durch Ueberschreiten der Linie OB gelangt man in Z von IV), 
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nach J/,; dem entsprechend in Z durch Ueberschreiten der Linie OB 
von IV/{ nach III/:. Durch Ueberschreiten der Linie Coo gelangt 
man in Z von IV/, nach I/,; dem entspricht in Z ein Ueberschreiten 
der Linie QC ausserhalb des Kreises @ = 1, wodurch indess das Blatt 
1 nicht verlassen wird. Es entsprechen sich daher die Fliachentheile 
I/, und III/$ einerseits, und I/, und Z/{ andererseits. Durch Ueber- 
schreiten von O-ico kommt man von J/, nach JJ/,, und durch den 
entsprechenden Weg iiber die Linie 0,-Q von I Vii nach III); 
also II/, und IIJ/j entsprechen sich. Durch Fortsetzung solcher Ueber- 
legungen gelangt man zu dem Resultate, dass sich die in folgender 
Tabelle neben einander gestellten Flachenstiicke entsprechen: 


Tj,—IVA, /,—UIi, W1),—Wii, IV/,—1V/i, 
I,— Uf, W,— If, W,— IS, I%_— UA, 
I, —U1i, Ij,—IV2, Wl/;— IV, IV/5— Wp, 
I,— If, Uj,— Uf, UWIj,— UA, 1V,- TK. 


Die Fliche Z kann man in zwei Theile zerlegen; in dem einen 
ist 9 <1, im andern 9g > 1. Der erstere ist fiir das Folgende von 
Wichtigkeit; er besteht aus denjenigen Quadranten, welche auf das 
Innere des Kreises g = 1 in Z abgebildet sind, also: 


I/;, II/,;, III/,, IV/;, 
T/., II/,, III/,, IV/s. 


Diese acht Quadraziten iiberdecken die z-Ebene vollstiindig und doppelt. 
Die Halbebene J/, II/, hangt mit der Halbebene JIJ/, IV/, lings 
der Linie BB’ und mit der Halbebene JIJ/, IV/, lings der Linie Coo C’ 
zusammen. Ebenso hingt die Halbebene J/,, IJ/, lings BB mit 
ITI/, IV/, und lings C co C’ mit III/, 1V/, zusammen. Fiir die so 
entstandene zweiblittrige Fliche, in der tberall @ <1, bilden die 
Linien BC und BC’ uniiberschreitbare, Begrenzungen. 


Hervorgehoben mag noch werden, dass nach obigen Erérterungen 





dem Ringe, welcher in Z von den Kreisen g = 1 und 9g = V3 ay * 


grenzt wird und sich durch die Quadranten J/j, IJ/3, III/i, I al sieht, 
in Z das Innere der einen Schleife der Curve (16) entspricht, insofern es 
sich in den Quadranten IV/,, I/,, IV/,, I/, befindet, also ein ge- 
schlossenes Flichenstiick, welches sich zweimal um die Linie BC 
windet. Dem andern Ringe, welcher von denselben Kreisen 9 = 1 


und 9 = V begrenzt wird, sich aber durch die Quadranten J/;, 


II/i, III/i, IV/ hinzieht, entspricht das Innere der andern Schleife 
der Curve (16), und zwar in den Quadranten IJ/,, III/,, II/,, II1/s. 
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Die beiden in Z liegenden Ringe, welche von den Kreisen 9 = 1 


Jou 
und 9@= V < te begrenzt werden, entsprechen in analoger Weise den 


andern innerhalb der beiden Schleifen der Curve (16) liegenden Blitter- 
stiicken von Z. 


b § Ill. 


Die Lamé’sche Function zweiter Art von der Classe K als Function 
einer complexen Veranderlichen. 


7. Die in Nr. 2. behandelie Function F,*(2) kann fir abs ¢ > c 
in eine nach absteigenden Potenzen von ¢ geordnete Reihe entwickelt 
werden, wie schon oben erwiahnt. Es handelt sich fiir uns zuniichst 
darum, die so definirte Function ins Innere des Kreises r = c hinein 
stetig fortzusetzeen. Dies kann dadurch geschehen, dass wir sie nach 
aufsteigenden Potenzen von € entwickeln, wo § durch (2) gegeben ist. 
Die Méglichkeit der Entwicklung ist leicht einzusehen. 

Wir setzen fest, um Eindeutigkeit herzustellen, dass abs (=o) <1 
sei; der Werth des Productes ¢-€ kann dann fiir ¢ =o nach (9) 


entweder gleich : Vc? —B? oder gleich — ; Yc? — b? gewihlt werden, 


denn es wird = 0! fiir ¢ = co; wir bestimmen, es sei 


(18) lime -€=+ >Ve—B. 


Dann ist, innerhalb des Kreises 9 = V3 , Zeine eindeutige Function 


von §; und umgekehrt, ausserhalb des Kreises r = ¢, ist € eine ein- 
deutige Function von z. Es fragt sich, in welchen Blattern der Flaichen 
Z und Z die einander entsprechenden Werthe von z und € zu suchen 
sind. Nun ist 


2-€=r-@ [cos (p+ @)+7sin (p+ o)}. 
Niahert sich € in der Richtung dem Anfangspunkte, so entfernt sich 
z auf der zugehérigen Curve (13) ins Unendliche (da r = oo fiir ge = 0 
nach Nr. 4.), oder, was auf dasselbe hinauskommt, auf einer Asymptote 
dieser Curve; ich kann also nach (17) setzen p= @, p= 2 —@, 
yg = 2-+ @ oder p = — w; da aber z- € rein reell wird fiir z = o, 
so bleibt nur die Wahl zwischen gp = —@ und p=2x—ao. Der 
erstere Werth liefert einen positiven Werth von z-£, entspricht also 


der in (18) gemachten Festsetzung; d. h. ist 0 << m < ~, so befinde 
gs 3 P 2 


ich mich im ersten Quadranten in der z-Ebene, dagegen im vierten 
Quadranten der §-Ebene. Da nun nur die Quadranten, in denen 9<], 
in Betracht kommen, so haben wir diejenigen Punkte z, fiir welche 
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0< p< > nach obiger Tabelle (Nr. 6.) im ersten Quadranten des 


ersten Blattes der Fliiche Z zu suchen. Soll ferner die Gleichung (18) 
unabhiingig von @ bestehen, so miissen die anderen Quadranten mit 
J}, im Unendlichen stetig zusammenhiingen. Es folgt so aus den Be- 
trachtungen in Nr. 6.: Wir haben durch die Bestimmung @ < 1 und 
durch (18) € so als eindeutige Function von 2 bestimmt und umgekehrt, 
dass die Veriinderlichkeit von 2 auf die Quadranten J/,, II/,» III/,, IV/, 
beschréinkt ist, die von € auf die entsprechenden Quadranten IV/i, III/i, 
Iiji, Ii. Hiatte man auf der rechten Seite von (18) das entgegen- 
gesetzte Zeichen gewiahlt, so wiiren statt dessen die Quadranten J/,, 
IT/,, III/,;, IV/,; in Betracht gekommen. 

Innerhalb der ganzen so bestimmten einblittrigen Fliche ist § eine 
holomorphe Function von 2, ausgenommen die Linie COC’; denn lings 
dieser hingt die Halbebene J/,, IJ/, nicht mit der Halbebene IIJ/, » 
IV/, zusammen, Von den beiden Werthen, welche € léings BC oder 
BC’ annimmt, ist der eine der reciproke Werth des andern; in der 
That hat man: 

Vet —B—-Vet— Ve — 
Vee — b — Ve —B4Vae —e 
Liings OB und OB dagegen sind die beiden Werthe von § einander 
gleich bis auf das Vorzeichen (vgl. Nr. 3.). 

Die hier vorkommende einblittrige Fliiche, welche einen Theil von 
Z ausmacht, soll mit Z’ bezeichnet werden. Das entsprechende Stiick 
von Z, gebildet durch die Quadranten IV/i, IIJ/i, I1/i, Ii, mag 
Z genannt werden. Dieses Stiick Z’ besteht aus dem Innern einer 
Kreisflichu, deren Zusammenhang lings OB und O'B durch Ein- 
schnitte unterbrochen ist. 

8. Einem Gebiete in Z’, das den unendlich fernen Punkt ent- 
halt und ganz ausserhalb der Curve (16) liegt, entspricht in Z’ ein 
Gebiet, welches den Nullpunkt einschliesst und ganz im Innern des 





Kreises @ =) liegt. In ersterem ist F” als Function von ge 


durch eine Potenzreihe dargestellt, im letzteren ist 2—! eine holomorphe 
Function von £; also ist auch #” nach Potenzen von € zu entwickeln, 
und diese Entwicklung muss convergiren im ganzen Innern des Kreises 
c—b 

e = c+b- 

Die Entwicklung von F,"(2) nach Potenzen von §& stellt also die in 
Nr. 2. behandelte Function dar fiir alle Werthe von 2, deren entsprechende 
Punkte ausserhalb der Curve (16) sich befinden. 


Die wirkliche Ausfiihrung dieser Entwicklung wird in Nr. 10. ge- 
geben werden. : 
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Auch fir das Innere der Curve (16) lisst sich eine ahaliche Darstellung 
der Function F'"(z) finden. Innerhalb der Curve (16) und ausserhalb 
des Kreises r — ¢ liegt ein Theil der Fliche Z’, in dem F” als 
Function von z~' durch die soeben benutzte Potenzreihe dargestellt ist, 
Dieser Theil besteht aus zwei getrennten Stiicken; das eine (CDFE 
in Fig. 1) wird von der positiven, das andere (C’ D’ F’ E’ in Fig. 1) 
von der negativen z-Axe durchsetzt. Dem ersteren entspricht in Z’ 


der von den Kreisen @ = *=* und g@ = 1 und von den Strecken 


OB und O’BP’ eingeschlossene Halbring OBCBO'F in Fig. 2; in 
letzterem ist z~' eine holomorphe Function von £, und ¢z—' bleibt 
eine solche, wenn man den Halbring zu einem Vollringe erginzt durch 
Ueberschreiten der Linien OB und O' B’ und gleichzeitiges Uebergehen 
in das zweite (nicht mehr zu Z gehérige) Blatt der Fliche Z. Fir 
‘alle Werthe von § im Innern dieses Ringes kann daher F}(¢) (nach 
dem Satze von Laurent) in eine nach Potenzen von £ und ¢— fort- 
schreitende Reihe entwickelt werden. Nach der Bemerkung am Schlusse 
von Nr. 6. convergirt diese Darstellung von F” fiir alle Punkte der 
Fliiche Z', welche sich im Innern der von der positiven x-Axe durch- 
seteten Schleife der Curve (16) befinden. Diese Darstellung bleibt aber 
auch noch giiltig, wenn man die Flache Z’ durch Ueberschreiten von 
OB verlasst und in das andere Blatt derjenigen zweibliittrigen Filiche 
tibertritt, in welcher auch noch g < 1 war; denn erst beide Schleifen 
zusammen entsprechen dem in Z gelegenen Ringe. Die so aufzustellende 
Reihe vermittelt daher auch die stetige Fortsetzung der Function I" 
in das von uns nicht betrachtete Blatt der Fliche Z, in welchem eben- 
falls g@ <1 ist, in dem aber 2-§ fiir z= oo gleich — + Ve —v 
wird. 

Eine besondere Betrachtung verlangt noch das Verhalten der Func- 
tion F” an der Linie OC; lings derselben ist sie naimlich unstetig. 
Die beiden Werthe F(x + i-0) und F(a —i-0) werden noch durch 
die Entwicklung nach Potenzen von € und €-' dargestellt. Letztere 
convergirt namlich nicht nur in dem Halbringe OBC BO’ F, sondern 





man kann die dussere Grenze desselben bis an den Kreis @ =f 
verschieben, ohne die Convergenz zu stéren; denn in dem ganzen so 
entstehenden Halbringe ist ¢ eine holomorphe Function von §. Unsere 
Reihe convergirt also noch fiir @ = 1, d. h. fiir alle Punkte der Linie 
BC. Langs OB aber convergirt sie, da ja das Convergenzgebiet iiber 
OB hinaus fortgesetzt werden kann in das zweite Blatt von Z. — Die 
Differenz der Werthe F(x + i-0) und F(a —i-0) wird in Nr. 9. 
berechnet werden. 

Durch Benutzung des Halbringes O BC’ B’O' F’ wird man in der- 
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selben Weise eine_ Darstellung von F" fiir das Innere der andern 


Schleife der Curve (16) finden. 
Um F" auch fiir Punkte der Linie COC’ zu definiren, seteen wir 
fiir abs x < ¢: 


(19) Fp (a) = + {Fi (@ + i-0) + F,"(@— i-0)}. 


9. Wir kehren jetzt zu der Darstellung von F* durch die Inte- 
gralformel (6) oder (7) in § 1. zuriick. Sie giebt uns unmittelbar Auf- 
schluss tiber das Verhalten von F” an der Linie COC’. 


Ist b << w <¢, so folgt: 
(20) Fy (a —i-0) — F(a +7%- 0) 








2 —PVe—e@’ 


denn beim Umgange um C andert V2?—¢ sein Zeichen; hierin ist 
nach (7) und (7a): 





20a) @n-+1) e Rae ST EO — 


ie G(@) ?— 2 oe a — bat 
3 may | a . Vet—e Vx — 


Das Integral wird also zwar unendlich erster Ordnung in einem Null- 
punkte von K,"(x), der etwa zwischen x und ¢ liegt; dies stért aber 
nicht, da dasselbe in (20) noch mit K,"(x) multiplicirt erscheint. Die 
rechte Seite von (20) ist rein imaginir; folglich stimmen F,"(x+i-0) 
und J’,"(#—i-0) in ihren reellen Theilen tiberein; und nach (19) ist 
F," (x) in der Linie BC gleich dem reellen Theile von F," (x-+-i-0). 
Kine von (20) verschiedene Formel ergiebt sich fiir die Linien OB 
und OB; denn hier gelangt man von x+7%-0 zu 2—i-O durch 
einen Umgang um beide Punkte B und C, wobei sowohl 2? — b? 


als /z? — c? sein Zeichen iindert. Es ist lings OB: 
21) F2 (@ —i-0) = FX(a+4-0) 





dx 


b 
+2(2n+ 1) KS @) f- [K,"(a))*Va®—BVar— oe ’ 


oder nach (7) und (7a): 


Mathematische Annalen, XIX, 
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c 

7 “= 2 
* (21a) Fy (@—i-0) —Fo(@+i-0) 2K (a) [7 dx. 

6 
Dieselbe Differenz ergiebt sich fiir einen Punkt von OB’; statt des 
Umganges um die Linie BC kann man einen Umgang um BC’ 
machen, ohne das Resultat zu aindern (vgl. die Theorie der elliptischen 
Integrale). Auch die rechte Seite von (21) ist rein imaginir; also: 
auch in der Linie BOB ist F(x) gleich dem reellen Theile von 
F*(a@+i-0). 
Es bleibt die Strecke B’C’ zu untersuchen. Man hat analog zu 

(20) jedenfalls 


(21b) F} (a —i-0) — F(a +7-0) 
= + 2(2n + 1) Ka) [7 Wen SNe 
w [X," (w)]* Vat — 08) (a* — e) 

Das Vorzeichen der rechten Seite bestimmt sich durch die Bemerkung, 
dass die Function F,"(¢), bei Umgang von z um alle vier Verzweigungs- 
punkte, sich nicht andert (wie die elliptischen Integrale), oder dass 
fir 2——b die Relation (21) resultiren muss; man hat daher das 
untere Zeichen zu wéhlen. Die Function F,"(x) ist in B’C’ wieder 
gleich dem reellen Theile von F,"(% +-i - 0). 

In C selbst ist 

F*(a@+i-0) = F"(«{—i-0), 

namlich nach (7a): 
(22) Fy" (¢) = K."(¢) - 2,"(c0). 
Fir z = b stimmt die rechte Seite von (21) mit der rechten Seite von 
(20) tiberein. Es folgt hieraus, dass F’,"(”) in der ganzen x- Axe eine 
reelle und stetige Function der reellen Variabeln x ist; als solche geniigt 
sie tiberdies der fundamentalen Differentialgleichung (1). Letzteres folgt 
aus (19) mit Riicksicht darauf, dass die rechten Seiten von (20) und 
(21) dieser Differentialgleichung geniigen. 

10, Von den verschiedenen Potenzreihen, welche erwaihnt wurden, 
brauchen wir nur diejenige niher zu entwickeln, welche nach auf- 
steigenden Potenzen von € fortschreitet und fiir das Aeussere der Curve 
(16) convergirt. Es geschieht dies, indem wir in (1) die Grosse § als 
unabhiangige Variable einfiihren und diese Differentialgleichung dann 
durch eine Potenzreihe integriren. Die niedrigste Potenz, welche vor- 
kommt, ist die (m + 1), denn F” muss von der (wm + 1)'" Ordnung 
verschwinden fiir 2 = oo (d. i. § = 0), 

Die Gleichung (1) lasst sich schreiben: 
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(23) - = [n(n + 1)2? — po,] Ee, 


wenn: 





oe dz oles 2 
a= eset ERT, 


Es ist nun: 


tt aap VPA VFB =— 2-4, 





fj-tie—e=eVe—M— Heres mm 
Pte T@—d) I+) +5 C+ 85 


also 
am 
Tee TD) [mm — 1) G2 + m(m + 1) Bet] 
t+ BY) meer, 

Soll folglich die unendliche Reihe 


Fi (@) = Diners 
#=0 


der Differentialgleichung (23) geniigen, so bestimmen sich die Coef- 
ficienten y; aus folgenden Relationen: 


i= 0, 
wenn ¢ ungerade ist, und fiir geraden Index: 
(4 + 6) = — 2x [(n + 1) + 20] 7%, 
ri42[(2i + 4)m-+ (i+ 2)(G-+3)] =— 2x[@i+ 1)m+ (41°20) 7 
— [(2¢—2)n+t@—1)] x2, 


wo x dieselbe Bedeutung hat wie in § I., oder, wenn i= 2j und 
vo; = B; gesetzt wird: 


6 POT ee eee 


(24) § (J+1) Bj 44 n+2j-+3) —=—%* ((4j-+1) n ~ Qj+ 1)?— 2v,] 6; 
— (2j—1)(n+)) BA, 


Bei passender Bestimmung von #, kann man also setzen: 
(25) FY @) = 2 Bore. 


=0 
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Die rechte Seite convergirt nach Nr, 8. so lange 


—b 
(25a) abs § < at 
in der That ergiebt sich aus (24), wenn 
U = lim [+1 
gesetzt wird: aay 
U?+2*n0+1=0 
also — 
(¢ + 5) 
eee a 


Wiahlt man das obere Zeichen, wodurch die Convergenz am meisten 
beschrinkt wird, so ergiebt sich der Grenzwerth des Quotienten zweier 
successiven Glieder gleich ot? also <1, wenn (25a) erfiillt ist. 


Um £, zu bestimmen, berechnen wir den Grenzwerth von 2"*" F," (2) 
fiir = co. Beachtet man die Relation (18), so ergiebt sich aus (25): 


p22 he\ +1 
lim + F,"(¢) = By 25"); 


andererseits hat man: 











1 
ae, ol V8 ee 8 
[K"@]* se a ‘Goa ) 


dz \ #U Ki (2) 








lim 2"+1 K," (2) 


1 
aan Fi’ 
wenn mit a, der Coefficient von 2” in K,"(2) bezeichnet wird. Aus 
Gleichung (6) Nr. 2. folgt daher: 


p 1 2 n+l 
(25 b) b, = We (ya=a) ; 
Zum Schlusse modge eine Zusammenstellung der wichtigsten Eigen- 
schaften der Function F;(z) hier folgen: 

1) Sie geniigt in der ganzen Ebene bis an die Linie C’ OC 
der Differentialgleichung (1). Der letztern geniigt sie auch in dieser 
Linie als Function der reellen Verinderlichen x, wie iiberhaupt 
lings der ganzen 2-Axe. 

2) Sie ist in der ganzen Ebene eine stetige Function von 
2=2-+ iy, ausgenommen die genannte Linie. Ihr Verhalten 
an letzterer ist in (20), (21) und (21b) angegeben. 

3) Ihre Werthe in dieser Linie sind durch (19) definirt als 
arithmetische Mittel ihrer Werthe zu beiden Seiten der Linie. 
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4) Sie ist dargestellt durch (6) fiir alle Werthe von 2 ausser- 
halb COC’. 

5) Sie wird fiir = oo Null von der Ordnung n + 1. 

6) Fiir alle Werthe von ¢ ausserhalb der Curve (16) kann sie 
in eine nach steigenden Potenzen von € geordnete Reihe entwickelt 
werden, welche mit "+! beginnt; ihr Bildungsgesetz findet sich 
in (24) und (25); hierbei ist € durch (2) und durch die zu 
Anfang von § III. gemachten Festsetzungen definirt. 

7) Im Innern der beiden Schleifen, aus welchen (16) besteht, 
gilt je eine Entwicklung nach auf- und absteigenden Potenzen von §&. 

8) Ihre asymptotischen Werthe werden durch die weiter unten 
aufgestellten Gleichungen (29) bis (33) gegeben. 





g IV. 


Grenzwerthe der Functionen K” und /” fiir unendlich grosse 
Werthe von. n. 


11. Um die Convergenz der im Folgenden auftretenden Reihen 
zu beurtheilen, ist es néthig Niherungswerthe fiir K” und F” bei 
sehr grossen Werthen von » aufzustellen, analog denjenigen, welche 
man Laplace fiir die Kugelfunctionen verdankt. Wir beginnen mit 
der Function K"(z2); es mége n zuniichst gerade (=26) sein. Die 
Gleichung (3) schreiben wir in der Form 


(26) Ky" (¢) => ©" [my + 48 + ag +---+ ag") 
FEE [ely + EP cet oe + aes]. 


Die beiden Glieder der rechten Seite sind nach einander zu untersuchen. 

Der zweite Factor des ersten Gliedes liefert fiir » = oo eine un- 
endliche Reihe, deren Coefficienten sich aus den Gleichungen (4) be- 
rechnen lassen. Die Gréssen v, bleiben endlich fiir m = oo (wie das 
Beispiel der Kugelfunctionen zeigt); es folgt daher aus (4) fiir m—=co; 


(27) a et i ae ae 
G+) ig: = — > (46-41) xa, — 5 i 1). 
Also auch: 


Ory 4i+1 Qi—1 %_4 


2i+2”"%— Bi+2 a, 
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Bezeichnet also A den Grenzwerth des links stehenden Verhiltnisses 
fiir i = oo, so hat man A? + 2xA+ 1=0, und hierans 
c—b Se ee, 
A = e+ oder = 72% 
Die aus (27) abgeleitete Reihe 


(27a) 9(E) = Hy + E+ eft fe. 


convergirt daher sicher, so lange abs  < y= , a, h. fiir alle Punkte 
# ausserhalb der Curve (16) und fiir alle Punkte € im Innern des um 
Q geschlagenen Kreises, welcher durch O und O, geht (Fig. 2). Ausser- 
halb desselben convergirt (27a) nicht mehr; um das zu erkennen, be- 


stimmen wir p(§) niher. Aus (27a) ergiebt sich durch Differentiation 
unter Anwendung von (27): 
y (= — HE [ey +50, 8490 64-4 (4i—3) eat] 
— 8 [ay + Bef +50, 6'---+(2i— 3) ai ahr.) 
—=—(*b-+ 6) p(6)—(2%0? +o) (6), 
und hieraus durch Integration, da p(0) = a: 


(27b) (6) = a (64 + Que? yt. 
Man erkennt hieraus, dass die angegebene Grenze fiir abs € nicht tiber- 
schritten werden darf, wenn (27a) einen Sinn haben soll. 

Das zweite Glied der rechten Seite von (26) besteht aus dem fiir 
m == oo verschwindenden Factor €" und einer Reihe, welche nach Vor- 
stehendem divergirt, so lange (27a) convergirt. Gleichwohl nihert 
sich das Product der Grenze Null fir »—oo. Da die rechte Seite 


von (27a) convergirt fiir 9? = abs {? < ay » So ist: 


° c—b \i(l—e 
i (<5) rm, 
wenn « eine Zahl bezeichnet, die sich beliebig wenig von 0 unter- 
scheiden mag; folglich fiir sehr grosse Werthe von 7: 


abs a< (ett); 
und fiir hinreichend grosse i: 








abs [or,6"-?* yr Gr? 4 + + gf] < (6 —i) (<+4)" 


Die rechte Seite aber niihert sich der Null, wenn » unendlich gross 
wird, so gross auch i sein mag, denn es wird héchstens io. In 
dem zweiten Gliede der rechten Seite von (26) verschwindet also jeder 
einzelne Term fiir endliche Werthe von i und es verschwindet der 
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Rest bei » =o; folglich ist diese Klammer zu vernachlissigen. Also 
folgt aus (27a) und (27b): 

Ist n gerade und hinreichend gross, so gilt fiir die Function K," (2) 
niherungsweise die Gleichung: 





(28) Ko a —_ Si. 


wenn 


—b 
abs § < V- eqt b? 
d. h. wenn 2 ausserhalb der Curve (16) liegt. Hierin haben die Geter 


a, €, * dieselbe Bedeutung wie in Nr. 1. 
Ist » ~~ so hat man an Stelle von (26) wegen (3a): 


Ki (6) = 1 sty) +2 cetfay + ye? + age + J. 


Hierin bedeutet w() eine zu (27a) analoge Reihe; die Coefficienten 
a; derselben bestimmen sich aber jetzt mittelst der aus (4a) fiir n—co 
folgenden Gleichungen: 





3 
am — ZF *%> 
7 8 
20, = — > Ka, — 7%, 
‘ 4i+3 2i+1 
GV) egy = — AEF eo, — EP a, 


Fiir die Function y findet man die Differentialgleichung: 
¥ (0) + [et + Que? + 1] = — By() + (+ aE], 


und hieraus: 
= 
W(E) = a(S + 2x0? + 1) 4. 
Das zweite Glied in dem Ausdrucke fiir K” verschwindet wieder, und 
so — sich mit Hiilfe von (9) fiir ™ = co (ungerade) und 
—b, 


abs e < 4° 


KM) et VED 
reer rans aban ti 
Die rechte Seite bringt man mit der rechten Seite von (28) in Ueber- 
einstimmung, wenn man noch a, durch a, ausdriickt. Es muss 
K"(2)-2-" fir ¢=oo (d. i. §=0) gleich a, werden; folglich hat 
man durch Benutzung von (18) bez. bei geradem und ungeradem n: 


1 1 +>——ny 
x % = Ay G Ve — B) 
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und 1 1 a ee | 

1 gm a(t y~e—By 
Fiir jeden hinreichend grossen Werth von x gilt daher folgende 
Néherungsformel: 


. t-"V (2 — 8)" - ay 
28a K," (2) = ———** 
= O— Web ene pi 


abs < VE 
Der Sinn der vierten Wurzel ist dadurch bestimmt, dass K”-2~" gleich 
a, sein muss fiir z = oo. 

Ueberschreitet abs € die bisher gezogene Grenze, so sind die 
soeben ausgefiihrten Rechnungen nicht mehr anwendbar; doch kann 
man auf folgende Weise zudem asymptotischen Werthe von K” gelangen. 

Innerhalb des Kreises @ = abs § < 1 ist z eine stetige Function 
von €, ausgenommen die Linien OB und O, B, (vgl. Fig. 2). Das 
Gleiche gilt daher auch von der Function XK," (z) - &*; es gilt dies aber 
nur bis an die Peripherie dieses Kreises, nicht auf der Peripherie; 
denn wenn ¢ in der Fliche Z’ (vgl. den Schluss von Nr. 7.) die Linie 
BC iiberschreitet, springt § von einem Punkte des Kreisbogens BC 
zu dem entsprechenden des Kreisbogens B,C iiber. Fiir das Innere 
des durch O und O, gehenden Kreises ist K” durch (28a) als stetige 
Function von € gegeben; die stetige Fortsetzung der linken Seite bis 
an den Kreis g = 1 und bis an die Linien OB und O, B, muss also 
mit der stetigen Fortsetzung der rechten Seite in diesem Gebiete iiber- 
einstimmen; in der That wird auch letztere nur an den Linien OB 
und O, B, unstetig. 

Damit wire die Giiltigkeit der Forme] (28a) innerhalh, der Curve 
(16) erwiesen. Um die hierbei benutzte Schlussweise genauer zu recht- 
fertigen, mag man noch folgende Ueberlegungen anstellen. Zunichst 
zeigt man, dass der asymptotische Werth des Differentialquotienten von 
¢" K," gleich ist dem Differentialquotienten des asymptotischen Werthes 
von ¢"-K,". In der That hat man fiir n = 26 aus (26): 


dg” K," (2) 





wenn: 





— = aF + 2a, 6% + 3a, +-°:+ ¢af' 
+ G1 [may + (w — 1) E+ (w— 2) EA}. 
Das erste Glied der rechten Seite ist direct gleich g’(&); das Ver- 
schwinden des zweiten ergiebt sich wie vorhin bei (26). — Ebeuso zeigt 


man, dass die beiden Seiten von (28a) beliebig oft differentiirt werden 
kénnen, ohne das Bestehen der Gleichheit zu stéren. Um nun die 


Function §" - K,"(z) tiber den Kreis 9 = y= hinaus fortzusetzen, 
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wird man dieselbe nach Potenzen von (£ — £,) entwickeln, wo §, einen 
innern, der Peripherie nahen Punkt bezeichnet. Die Coefficienten der 
Potenzen von (€ — §,) sind (bis auf Zahlenfactoren) gleich den 
Differentialquotienten von ¢"K," in =, Ebenso kann man (6) 
nach Potenzen von (€ — ,) entwickeln; die Coefficienten bestimmen 
sich dabei durch die Differentialquotienten von o(§) in §=€. Um 
endlich den asymptotischen Werth von ¢"- K," zu finden, muss man 
die asymptotischen Werthe der Coefficienten in der erst erwihnten 
Entwicklung suchen; diese aber ergaben sich nach (28a) soeben als 
Differentialquotienten proportional zu den Differentialquotienten von 
p(£), also proportional zu den Coefficienten der Entwicklung dieser 
Function. Beide Entwicklungen sind sonach identisch fiir » = co. 

Kehrt man vermége unserer Abbildung von der Fliche Z’ zur 
Fliche Z’ zuriick, so giebt dies folgenden Satz: 

Durch die Gleichung (28a) ist nicht nur fiir die ausserhalb der , 
Curve (16) liegenden Punkte 2 cin asymptotischer Werth von K," (2) 
gegeben, sondern fiir alle Punkte der z-Ebene, allein ausgenommen die 
Punkte der Linie C’OC. 

Um letztere Punkte zu erledigen, muss zuvor die Function F” 
untersucht werden. 

12. Setzt man in (24) m = oo, so ergeben sich fiir den Coeffi- 
cienten 6 der Entwicklung von F” genau wieder die Recursions- 
formeln (27); man hat daher in Riicksicht auf (25b) 


99 *(2) = +e1 aad pene thin, + os 

(29) Fi" (2) = Boe" **y (6) a ee 

fiir n= oo. Diese Gleichung gilt zuniichst nur, sc lange die Ent- 
wicklung (25) convergirt, d. h. fiir die ausserhalb der Curve (16) 
liegenden Punkte. Da aber F eine stetige Function von € ist bis 
an den Kreis g = 1 und bis an beide Seiten der Linien OB und O, B,, 
so schliesst man, wie am Schlusse von Nr. 11., dass die Gleichung 
(29) giiltig ist fiir alle Punkte der z-Ebene, allein ausgenommen die 
Punkte der Linie C’OC. 

Von letzterer Linie miissen die Strecken B’C’, OB’, OB und BC 
einzeln betrachtet werden. Die Grenzwerthe von F” ergeben sich aus 
Gleichung (19) und aus den Bemerkungen in Nr. 9. Mit Hiilfe der 
Gleichungen (9) und (10) erhalt man zunichst aus (29): 


ft oe {emi [+3)°-+ | + isin [+z)e-F]} 
= {T »*) 
Gy Ve = ptt ' A 


*) Wenn man im Folgenden F(a —i-0) berechnen will, p =2z setzt 
und  entsprechend (d. i. gemiiss obiger Abbildung) bestimmt, so darf ¢ nicht 











Ma) F,"(e)= 
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wo: 


(29b) (5) ri=ef+ e+ 4x(e? + o-*) cosin 2a + 4x? 
+ 2 cosin 4a. 


In der Linie CC’ ist F" (x) gleich dem reellen Theile von F"(x+i-0); 
man hat so unmittelbar folgende Resultate aus (29a) und (29b): 
In CB’ ist op=1, p=+2 und @ variabel von —z bis 











— = oder » = — z und @ variabel von z bis ++, also: 
(30) Fr@) =—1(,4)" ok tu 
%@ \Ve—P!/ 2x4 cosin 20 
—ce<z2z<o-—8), 
fiir: a 
x>a> = . 
In B'O ist @ variabel von 1 bis y=, 9 = und o=—- +, 
oder gp=—a und o=+ —, also: 
+1 n+l n+1 
31 F* (2) = cr~(, = -) PM PD 
ven ON VIL) © Vesna, 
—b<2<0, 
fir: { iti 
% =o, 


wenn wieder = 26 oder n=26-+1, je nachdem m gerade oder 
ungerade ist. Fiir den Punkt O selbst (r= 0) verschwindet der 
Nenner der rechten Seite, wie dies auch bei der entsprechenden 
Formel fiir die Kugelfunction Q,” eintritt. 

In OB ist @ variabel von v= bis 1, p=0O und o=—- +, 
oder p= 22 und a= + ~, also: 





n+1 
(32) (x) a, V2 Ve—b Catan Om : 


0<2<b, 
fiir: 
nN = Oo. 
mehr mit — 7 vertauscht werden; denn durch die Wahl von » ist das Ann&hern 
an x von der Seite —i-0 bereits ausgedriickt. 
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In BC ist 9 =1, » =0 und @ variabel von ss za bis 22, oder 


y = 2x und @ variabel von = bis 0, also 





cosin | + +)o 
| 3 FE £8 oa. 7e a 
. ) a de = (Wa x)" )/2% + 2 cosin 2 
bis b < x < 6, 
fiir: adit ai 
= >a>0- 


13. Aus den Gleichungen (30) — (33) ergeben sich jetzt weiter 
die asymptotischen Werthe von K," in der Linie C’OC (die in Nr. 11. 
noch nicht angegeben werden konnten) durch Benutzung der Rela- 
tionen (20) und (21) in Nr. 9. 

Fiir die Punkte der Linie BC erhilt man aus (29a), indem man 
wieder 9 =1, p=2a, O0O<@< + nimmt, um F,"(@—i-0) zu 
finden : 

’ (34) F,' (a —i-0) — F,"(@+i%-0) 
” 2s 9 nt sin(n + +) @ 
ee ( Ve—v ) /2%+2cosin2a 


Ferner wird nach (9) und nach Nr. 10., wenn 9 =1, mp = 2a: 


vol a 


dx 
34 a NY * ee ° er 
Po) Lk,” (a)]* Via? — b%) (a? — ce?) 


oder y 
der fa , uf [K (w)]? = +a cosin 20 ” 


nden 





wo zur Abkiirzung K(w) = K,"(”). Durch Einsetzen der Werthe (34) 
und (34a) in (20) und Differentiation beider Seiten nach @ ergiebt 
: sich die Differentialgleichung: 


e (a) , K’(@) 
(34b) X'(@) = — (2n + 1) Kiay + Xie) X(o). 


Hier ist zur Abkiirzung die rechte Seite von (34) mit 2¢X(@) und der 
Differentialquotient der rechten Seite von (34a) mit — ig(w)[K(@)]-* 
bezeichnet. Aus i findet man durch Integration: 


4 = (n+ 1) Jv ee do 


ihern mmm ae hae (7% ms con 2°) : 
2 


ra 
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also: 








——=s \n cosin(n -+- — 
K(o) = (1 sig ae tae + CX a), 
V2x + 2 cosin 2@ 
wenn C eine Integrationsconstante bedeutet. Setzt man diesen Werth 
wieder in die rechte Seite von (20) ein, so ergiebt sich C= 0. 
In der Linie BC, d. h. fiir ba <e besteht daher die Niherungs- 
formel: 








x Ve—8 \" cosin (n +- ‘je 
35 K," (2) =2 alee 
( ) ) a (4 ) Vex +2cosin2e 
oni nN = CO, 
ne b<ace 


Fiir z=c, d. h. o =O findet man insbesondere: 


(35a) = «K"(c) = a (Teh ve << 


Wollte man diesen Werth dagegen aus (28a) berechnen, so wiirde 
sich nur die Hilfte der rechten Seite ergeben. Fir x=—b, d. h. 


o = si wird: 
(35 b) 
o+1 meme n 
eats (18 +} » n=26+1—co 


Durch Einsetzen des Werthes von X," in (20) und Benutzung von 
(34) oder direct aus on findet man ferner: 


d x 
[K? @PY@—%) @—e) 


me eee ee on 


also fir c=—b, d. h. ams: 


(35¢) ~ (, az) _ (1% 
LK} (a) }* a —H@—e) Ve—b a,?(2 + 1) 


fir n= oo. 





Diese Formel erlaubt uns aus (21) den Grengwerth von K" in der 
Linie OB zu berechnen. Die linke Seite von (21a) findet man fiir 
unsern Fall, indem man auf der rechten von (29a) »=—2z und 
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o= + setzt und das Doppelte des entstehenden Ausdrucks nimmt; 
es wird so: 
Ps Va—b n eo" tt 
K; zt) = (— 1 e a ) ———— 
(2) = (— 1" a (7 Fann 
fir n= 26 = 00, 


=(- 1), (EF 





(36) 





) V2x0t — ot - —— 
fir n=—=26+1—0o. 


Fir @ = 1 ergiebt sich wieder der Werth (35b) fiir X," (0). 
Fiir die Linie B’C’ hat man, da in (29a) p= — a zu setzen 


ist, in (34) und den folgenden Gleichungen sin (n + +)o zu ersetzen 
durch cosin (n 4- =) @; man erhilt so: 


sin (n + +) 0) 





Ve—wb \" 
(36a) K,*(2) = 2a, (T#=™) Vix + eosin Be 
—ce<“<i—b), 
fiir Sa M, 
x>a>+- 


Ersetzt man @ durch 7 — @, so entsteht, wie es sein muss, die rechte 
Seite von (35) bis auf einen Factor (— 1), Fir «——c ist 
@ = 2, also: 


K,"(— ec) = (— I" = we bk Ayre fir n= oo, 


und fiir z= —b, sates 
ne i: 1)? dy A (Ze=% +4 . siti 
_ Ke (— b) =2- a : fiir n = 00 


Um endlich den asymptotischen Werth von K,"(x) in OB’ cu 
finden, hat man nur die rechten Seiten der Gleichungen (36) mit (— 1)" zu 
multipliciren; denn K," ist eine gerade oder ungerade Function, je nach- 
dem n gerade oder ungerade ist. 


§ V. 


Entwicklung von (z, — z)~' nach Lamé’schen Functionen. 


14. Eine holomorphe Function von zg wird man auf Grund des 
Cauchy’ schen Satzes nach Lam é’ schen Functionen entwickeln kénnen, 
wenn Letzteres mit dem reciproken Werthe von z, — z miglich ist. 
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Die Entwicklung des letztern Ausdrucks ergiebt sich leicht als specieller 
Fall einer bekannten Formel der Potentialtheorie. Es seien 0, pw, v 
und Q,, #,,% die elliptischen Coordinaten zweier beliebigen Punkte 
im Raume, R ihre Entfernung von einander; dann hat man: 


R= g? + w+? + 0 + wy? + v,? — 2c? — 2b? — 2 OME EP 
a Ve — b Vo? i F Vu? — & Vu? —F Ve — v 9 











bc? — B) 
9 Ve—e ge Vo — —eVe—, ut Ve— ne Ve — — Ve—v,?- 
cia c(c? — b%) ) 


hierin ist gp >c, c>u>b, b>v>0, und analog fiir o,, u,, ». 
Ist ausserdem 9, > @, so hat man:*) 


(37) >> Y 


wenn: 
s=2n+1 


Bla) P= sarpy Dy EWE) EO) EMO) Br 0) Fe (eu) 


Hierbei ist vorausgesetzt, dass iiber die noch willkiirlich gelassene 
Constante a, in E passend verfiigt ist; letztere muss so gewiahlt 
sein, dass 

b 


__ dy x dw 
(37 b) Ve—r(e—») v?) =f (u? tie v*) [E," (w ) E, (v) |? Viue —b*) (e— 


In (37) setzen wir jetzt u—u,—=—c, v=—v,—b; dann wird 
R? = (9 — @,)*; ferner ist: L,"(b)=—0, M,"(c)=0, N," (b) =90, 
N," (ec) = 0; also wird: 


s=o-+1 


883) serpy 2 (KO KOPF Ke) F'(e)) 


Es bleiben rechts nur die Functionen der ersten Classe stehen; deshalb 
haben wir uns im Vorstehenden nur mit diesen beschiftigt. Die con- 
stanten Coefficienten in Y" kénnen noch anders ausgedriickt werden. 
Es ist namlich nach (5): 





(38a) K}' (0) K." => he? P® (1) 
m=0 
n,s 1.3.3...” . ee 
=hy 18.6...@a—1 3) 





*) Vgl. Heine, Handbuch der Kugelfunctionen, 1. Auflage, 1861, S. 378, 
2. Auflage, Th. [1, S. 172 und Liouville in dessen Journal, Bd. 10 und 11. 
**) Vgl. Heine, Handbuch der Kugelfunctionen, 2. Aufi., Th. I, S. 207. 
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rechts ist fir m= 0 die Einheit statt des Zahlenfactors zu setzen. 
Dies giebt folgenden Satz: 

Sind z, 2, zwei reelle Grissen und 2, > 2 > c¢, so besteht folgende 
Relation: 


n=@ s=o+1 
F hk: 28 1.2.3...” 2 1 n,s n n 
(39) Pt (ca 5) 2n+1 b 3 (hy”")? Ks (@) Fe (@), 


n=—@ sxo+1 
-> Ps C.K." (2) F."(¢,), 


n=0 s==1 





/ 1 1 : ; 
wenn wieder 6 => oder 6 = = (mn — 1), und wenn hier und im 


Folgenden zur Abkiirzung gesetzt wird: 
(39 a) C," = [K: (b) KO? - sane 

Die Gleichung (39) wird man auch fiir complexe Werthe von z 
und g, in Anspruch nehmen kénnen, wenn fiir solche die rechte Seite 
convergirt und eine stetige Function von ¢ und 2, ist. Letzteres be- 
darf deshalb einer besonderen Erérterung, weil die Functionen F” an 
der Linie C’OC unstetig sind. Wir untersuchen zuerst die Convergenz 
der rechten Seite und gehen erst dann auf diese Erérterung ein. 

15. Die Convergenz der rechten Seite von (39) kann man mit 


* Hiilfe der in § IV. aufgestellten asymptotischen Werthe beurtheilen. 


Es sind hier verschiedene Fiille zu unterscheiden. 
1) Von den beiden Punkten 2 und 2, liegt keiner in der Linie 
COC’. Dann ist fiir n = oo nach (28a), (29), (38): 


ae "ett 
~~ an+1) /e—e fie el ne Ae al 


re = = 3) = (Ig™*)*. 


Aus der Formel*) 


n 


























s2n+1 
(40) P* (cosy) = Make 4 E," (uw) E," (uy) BE." (v) E."(v,), 
wo: 3) 
(400) cosy = wenn + Vat — 8 Vor cat b Vie — 9? 
+ Ve— wVe ae Lis ue Vet — v2 


folgt fir »w=u,=—c, v=v,=—b wegen (38a): 


*) Vgl. Heine, 1. c. 8, 432. 















F. Lixpemann. 


854 


s=o+1 
1.2...8 


n = 2 ad 
(0b) P*(I)=1 = 3575 ( - + a=) Dhan 





Somit wird fiir » = oo 
Sain eeaniehtteiaiall i aemrennntiisiicn - 
YOR— B/E + Wn $1 VEO Wes P +1 

Der Quotient Y”**: Y" nihert sich folglich bei wachsendem m der 
Grenze €,:£. Die Reihe ist also absolut convergent, wenn abs £, < abs § 
oder eo, <0, d. h. wenn die durch z gehende Curve des Systems (14) 
ganz umschlossen wird von der durch 2, gehenden Curve dieses Systems. 
Liegen beide Punkte auf derselben Curve, so lisst sich iiber die Con- 
vergenz hier nichts aussagen. 

2) Es liege z auf BC oder B’C’, 2, ausserhalb der Linie COC’. 
Aus (29), (35) und (40b) folgt fiir n = oo, wenn zuniichst b<a4<e 


a 4 cosin (n + +) w+ ntl 
YAH 2x + 2 cosin 20 7/ f+ 2nk? +1 
Also bei hinreichend grossem n: 


y*4+ yer 4...4 yor 


m—n+y 


== X b (2m +- 1) "+1 cosin (m + +) o+Rk, 


nrn=n 





yy? 





wo X den von » unabhingigen Factor in Y* bezeichnet, und R die 
Summe der Fehler, welche man bei Benutzung der asymptotischen 
Werthe begeht, eine Summe, welche jedenfalls gegen die Summe 
dieser Werthe selbst verschwindet, Es ist aber 


abs D (2m + 1) §,"*" cosin (m +. 5) a< Pa (2m + 1) 9", 


und die rechte Seite wird beliebig klein, wenn » hinreichend gross, 
fiir jede Zahl v, immer oe, < 1 vorausgesetzt (vergl. Nr. 7.); also 
wird auch die Summe Y"+----+ ¥"*” beliebig klein fiir ein hin- 
reichend grosses ». Die rechte Seite von (39) convergirt. Dasselbe 
gilt, wenn z in B’C’ liegt. 

3). Es liege z, auf BC oder B'C’, 2 ausserhalb der Linie COC’. 
Aus (33) und (28a) folgt, wenn b < a, <e: 


acer Piss alt a 
Ve— j/2x + 2 cosin a j/f + 2x + 1 


Da @ <1, ist die Reihe offenbar divergent, auch fiir ge =1. Ebenso 
in B’C'’, wo—e<a,< —b. 
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4) Es liege 2 in BB’, 2, ausserhalb COC’. Man hat nach (29) 
und (36) fiir » = co: 

2 ot tt enti 
VE Pane e'—1 fief eae 1 
Da @ < 1 und ge, < 1, convergirt die Reihe immer. Gleichwohl ist 
sie nur dann gleich (¢ — z,)-', wenn o, < 9; denn nur fiir diesen 
Fall ist (39) bei reellen Werthen von z¢ und 2, (beide > c) bewiesen, 
und lisst man ¢ und gz, aus der Linie Coco C’ heraustreten, wihrend 
(39) erfiillt bleibt, so muss nach dem unter 1) erhaltenen Resultate 
stets oe, < @ bleiben. 

5) Es liege 2, in BB’, 2 ausserhalb COC’. Wegen (28a) und 
(32) tritt offenbar Divergenz ein. 

6) Es liegen 2 und 2, in BB’. Man hat nach (31), (32) 
und (36): . 





abs Y" = abs 


2 ent @,"t! 


V2Ve—e j/2xe@? — e' — 1 j/2 xe? — a, —1 





abs Y” — abs 


Die Reihe convergirt immer; es gilt aber wieder die unter (4) ge- 
machte Bemerkung. 

7) Es liege z in BC oder B'C’, 2, in BB’. Man hat aus (31) 
und (35): 


“+ coin(n + 4) 
4 0; cosin (” -+- 3)? 


Ve — V2 j/2ne* — er —1 j/2" + 2 cosin 2@ 





abs Y" — abs 





Die Reihe convergirt, wenn @, < 1. 

Als Resultat dieses Paragraphen sprechen wir folgenden Satz aus: 

Die in (39) gegebene Entwicklung von (2,—2)-! nach Lamé’ schen 
Functionen ist immer anwendbar, wenn die durch den Punkt 2 gehende 
Curve des Systems (14) von der durch 2, gelegten Curve desselben Systems 
(oder, falls beide aus je zwei Ovalen bestehen, ein Theil der erstern von 
einem Theile der letztern) ganz umschlossen wird. Der Punkt z kann 
auch auf BC oder auf B’C’ liegen; alsdann gilt (39) fiir jeden Prinkt 
2, ausserhalb dieser beiden Strecken. 

16. Nach Vorstehendem convergirt die rechte Seite von (39) 
immer, wenn 9, < @ (wobei 9, <1, @ <1), also imsbesondere auch 
wenn z, auf der Linie BB’ liegt und ¢ sich im Innern eines der 
beiden Ovale befindet, aus welchen die durch ¢, gehende Curve des 
Systems (14) besteht. Nennt man P und P’ die auf OB bez. OB’ 
liegenden Schnittpunkte der beiden Ovale mit der w-Axe, so steht 
in (39) rechts eine absolut convergente unendliche Reihe, in welcher 
jedes Glied als Function von 2, lings der Linie PP’ nach Gleichung 
(21) unstetig ist; auf der linken Seite dagegen eine in der ganzen 


Mathematische Annalen, XIX, 24 
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Ebene (ausgenommen die Stelle ¢ = z,) stetige Function von z,. Es 
muss daher die Summe der Spriinge, welche die einzelnen Glieder an 
PP’ erleiden, verschwinden; d. h. nach (21a) muss man haben: 


n=o@ s=0+ _— 5.” a® 
(41) Om > 2 O? Ki(¢) Kr oo free mena 


wo also z= 2 + iy einen Punkt im Innern der Curve (16) bedeutet, 
und wo z, auf der x-Axe zwischen den beiden Schnittpinkten P, P’ 
der durch z gehenden Curve des Systems (14) mit der Strecke BO B’ 
liegt. Denkt man umgekehrt x, als fest gegeben, so kann man letztere 
Bedingung dahin aussprechen, dass z im Innern eines der beiden Ovale 
liegen muss, aus denen die durch a, gehende Curve (14) besteht. Liegt 
insbesondere zg in BC, so kann wz, irgend ein Punkt der Linie 
BB’ sein. 

Man koénnte versucht sein auf die Gleichung (41) die bekannten 
Relationen 


My c 
/ 7 _ dx, ars J x (a) _ (a,) K, (a) K;" (a, ) (—: xy *) da —0 
ce 
0 


— «,*) (b* — x,?) Vie—a*) (B— a) 


anzuwenden, wo m >” und noch U1 S 0 falls m=n. Es wiirde 
sich dann ergeben, dass die Coefficienten in (41) einzeln gleich Null 
sind; dies aber ist nicht richtig, wie man sofort im Falle nm =O und 
n= 1 erkennt. In der That liegt auch zur Anwendung der erwihnten 
Lamé’schen Relationen keine Veranlassung vor. Nach (35), (20a), 
(35¢), (36) und (40b) ist niimlich fiir » = oo das allgemeine Glied der 
rechten Seite von (41) gleich 


n+1 ang: ( 1! 
as) si(— Mad De @ ' cosin(n + -~ jo 
Ve—B Y2ne2- — eo! 71 | f/2"-+ 2 cosin 20” 





welln » = 26 oder n= 26+ 1. 
Die Reihe (41) convergirt also, so lange e, <1 (was mit Obigem iiber- 


einstimmt), nicht aber fiir ga, = 1, d. h. 2, =b, und um so weniger, 
wenn gleichzeitig o = ; , d.h. ¢=<= 6; die Integration nach xz, von 


O bis b und gleichzeitig nach z von b bis ¢ ist daher nicht erlaubt. 
Die durch (41) gegebene Entwicklung der Null nach Lam é’ schen 
Functionen wird uns in § VII. noch beschiiftigen. 
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g VI. 


Entwicklung einer Function mit complexem Argumente nach Lamé’schen 
Functionen. 

17. Aus der fundamentalen Formel (39) ergiebt sich die Ent- 
wicklung einer Function f(z) nach K," und F;* in bekannter Weise 
durch Vermittlung des Cauchy’schen Satzes, dass 

itet 
‘P| C8) (= a2) fda, 
) B’ wenn das Integral rechts gefiihrt wird in positivem Sinne*) tiber die 
tere ganze Begrenzung eines ebenen Flichenstiicks, innerhalb dessen f(¢) 
vale als holomorphe Function von z gegeben ist (resp. tiber eine Curve, 
liegt welche im Innern beliebig nahe an die Begrenzung herangeschoben 
aaa werden kann). Da sich die unendlich entfernten Glieder der rechten 
Seite von (39) wie Glieder einer Potenzreihe verhalten, kann ohne 
aten Weiteres gliedweise integrirt werden. Es handelt sich also nur noch 
darum, die verschiedenen hier méglichen Fille aufzuzihlen; sie er- 
ledigen sich durch Anwendung des am Schlusse von Nr, 15. ausge- 
== 0 sprochenen Satzes. 
' Erstens behandeln wir die Fille, wo (2) im Innern eines einfach 
Arde _ zusammenhiingenden Fliichenstiickes gegeben ist. 
Null 1) f(z) ist gegeben fiir das Innere einer solchen Curve (14), die aus 
oil einem einzigen Zuge besteht. Hier convergirt die Reihe (39), sobald 
z, auf dem Kande liegt. Also: 
nten t ° 
Oa), n=o s=o+1 
der (44) f@) = ey Ch AS Ky (2), 
wo C," durch (39a) gegeben ist und: 
(44a) As = she f fe) FM ede, 
das Integral in positivem Sinne iiber die Begrenzung gefiihrt. Die 
letztere kann sich insbesondere auf den unendlich fernén Punkt zu- 
mew sammenziehen, wenn f(z) fiir alle endlichen Werthe von ¢ holo- 
1get, morph bleibt. 
von 2) f() ist gegeben fiir das Innere eines Ovals, welches Theil einer 
bt. Curve des Systems (14) ist. Hier gilt wieder (44) und (44a), wenn 
chen das Integral rechts in positivem Sinne tiber das Oval gefiihrt wird. 
Zu bemerken ist, dass die Reihe (44) auch fiir das Innere des er- 
giinzenden Ovals convergirt; vergl. dariiber den , Nachtrag‘. 

*) Wobei fiir den, welcher das Fliichenstiick umgeht, das Innere stets zur 

Linken bleibt. : 
24* 
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Dem Innern des Ovals entspricht in der Fliche Z’ (vergl. den 
Schluss von Nr. 6.) das Innere eines Halbringes, begrenzt durch die 
Halbkreise ge = 1, @ =, und die dazwischen liegenden Stiicke der 
Linien OB und O,B,. Dass in diesem Halbringe eine Function 
durch (43) dargestellt wird, wenn nur iiber den Halbkreis 9 = g, 


von @ = — iiber a = 0 bis a = — = integrirt wird, erklart sich 


daraus, dass das Integral, gefiihrt itiber den andern Theil der Be- 
grenzung, verschwindet, weil niimlich f(z) an zwei symmetrischen 
Stellen der Strecken OB und O,B,, sowie der Halbkreise BC und 
B,C gleiche Werthe annimmt. 

3) f(2) ist gegeben fiir alle Punkte ausserhalb einer Curve (14), 
die aus einem Zuge besteht. Es convergirt (39), sobald z auf der Be- 
grenzung, 2, im Innern liegt, also wenn ¢ und 2, vertauscht werden: 


no sx—o+l1 


(45) = > D> CBE), 
wo: 
(45a) B? = — = fm Me) K"(2,) day, 


das Integral so iiber die betreffende Curve (14) gefiihrt, dass die 
fiusseren Punkte (also die inneren des betrachteten Flichenstiicks) zur 
Linken bleiben. Die Curve (14) kann insbesondere aus der mit Doppel- 
punkt versehenen Curve (16) bestehen. Verschwindet f(z) im Unend- 
lichen mindestens von der ersten Ordnung, so kann man den Factor 
z— als in f(z) enthalten betrachten. 

4) f(z) ist gegeben fiir alle Punkte ausserhalb eines Ovals D,, das 
durch ein zweites analoges Oval D, zu einer Curve (14) ergdnet wird. 
Hier muss das ganze Gebiet in zwei Theile zerlegt werden, in denen 
verschiedene Reihenentwicklungen giiltig sind. Eine Reihe von der 
Form (45) besteht nur fiir diejenigen Punkte z, welche ausserhalb ©, 
aber nicht im Innern von ©, liegen; die Coefficienten B sind durch 
(45a) bestimmt, wenn das Integral iiber das Oval © gefihrt wird 
(dabei das Aéussere zur Linken). Fiir die Punkte im Innern von 9, 
dagegen besteht eine Reihe der Form (44), deren Coefficienten A 
durch (44a) berechnet werden; das Integral ist iiber © zu fihren, 
wie vorhin. Das Oval © kann sich insbesondere auf die Linie BC 
(oder B’C’) zusammenziehen; dann gilt die Entwicklung der Form 
(45) fiir alle Punkte ausserhalb BC, ausgenommen die Punkte der 
Linie B’C’, und man hat an Stelle von (45a): 


B: -- aif [fe + i-0) — fe — 4-0) KN @) 42. 
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Beispiele hierfiir sind die Functionen: 


z—b z z—b 
log = V@—b) @—o ’ y= ‘ 

18. Sheeitinn mége das Gebiet, in welchem f(z) als holomorphe 
Function von z gegeben ist, sweifach zusammenhingend sein. Hier 
sind folgende Fille méglich: 

5) Das Flichenstiick ist ringfirmig; die dussere Begrenzung besteht 
aus einer eintheiligen Curve (14), ebenso die innere. 

Wendet man Cauchy’s Formel (43) an, so ist (39) anwendbar 
bei Integration iiber den jiusseren Rand, fiir den inneren Rand erst 
nach Vertauschung von ¢ und z,. Also wird: 








ne s=o+1 

(46) fe) — >) Dd) GAN Ki) + BF), 
n=0 s=0 

wo: 


(46a) A," = aie J fen e) ae, , giz J fle) Ke (2,) day; 


das erstere Integral in positivem Sinne iiber den tiussern Rand, das 
andere (da das Vorzeichen vertauscht ist) in gleicher Richtung tber 
den inneren Rand erstreckt. Der aussere Rand kann sich um den 
unendlich fernen Punkt, der innere um die Curve (16) beliebig eng 
zusammenziehen. 

6) Der dussere Rand besteht aus einer eintheiligen Curve (14), der 
innere aus dem Ovale © einer zweitheiligen. Das ergiinzende Oval heisse 
©,. Wie unter 4) zerfallt das Flaichenstiick in zwei Gebiete, die ge- 
trennt behandelt werden miissen. Liegt ¢ ausserhalb des Ovals ©,, 
so gilt (46); in (46a) ist das zweite Integral tiber das Oval © zu 
fiihren. Liegt dagegen z im Innern von 9, so gilt (46), wenn man 
in (46a) die Integrationswege der beiden Integrale vertauscht. 

7) Das ringférmige Flichenstiick wird von zwei Ovalen der Curven 
(14) begrenzt, die natiirlich beide auf derselben Seite der z-Axe liegen. 
Es besteht wieder (46); in (46a) ist das erstere Integral iiber das 
fiussere Oval, das andere iiber das innere auszudehnen. Ersteres kann 
insbesondere aus einer Hilfte der Curve (16) bestehen, letzteres aus 
der doppelt zu nehmenden Strecke BC resp. B’C’. 

8) Das Flichenstiick enthilt den wnendlich fernen Punkt und wird 
begrenzt durch zwei OvaleD und D,, welche zusammen eine Curve (14) 
bilden. Es ist analog zu (45): 
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= 
n 1 &, n 1 ) n 
(41a) Bl =+ ape JE) KM e,)det aig JY Ke) da, 
die Integrale in demselben Sinne wie bei (46a) bez. iiber O und 0, 
gefiihrt. Die Ovale kénnen sich auf die Linien BC und BC’ zusam- 
menziehen. Beispiele dafiir geben die Functionen 


lo #—v 2 { : a es ; 
—_ a2—c? Viet — 8) (2 — ee) P J Vie—b) (@ —e) 


Jede derselben kann mittelst (47) in eine fiir alle Punkte der Ebene 
giiltige Reihe entwickelt werden, allein ausgenommen die Punkte der 
Linien BC und BC’. 

9) Das Flichenstiick enthalt den unendlich fernen Punkt und wird 
begrenzt durch zwei Ovale D und OD’, welche sich bez. um BC und BC 
erstrecken, aber Theile verschiedener Curven des Systems (14) sind. Liings 
© sei g = abs = ,, lings DO’ sei o—o@,, und e, > @, so dass 
der Fliicheninhalt von ©’ kleiner ist, als der von ©. Das Gebiet zer- 
faillt in zwei Theile. Der eine enthilt den unendlich fernen Punkt 
und wird begrenzt durch das Oval © und dasjenige Oval ©,, welches 
mit © zusammen eine Curve (14) bildet. In diesem Theile gilt (47), 
wenn man in (47a) das zweite Integral tiber ©’ statt iiber ©, fihrt. 

Der andere Theil ist ringférmig und wird nach Aussen begrenzt 
durch ©,, nach Innen durch ©’. In ihm hat man: 


new s—0+1 


(48) 1) >) > oar Ke) + BPE? (0) 
a=0 s=1 


wo: 


n 2%) zon n %) yon 
(48a) A, =— af? Fy" (@,) dz, Be =<) [2 x, (z,) de, , 
D 
die Integrale in demselben Sinne wie bei (47a) gefihrt. 

19. Drittens sei f(z) im Innern eines dreifach zusammenhingen- 
den Flichenstiickes als holomorphe Function von z gegeben. Es sind 
nur zwei Fille méglich, von denen der erstere als Specialfall im an- 
dern enthalten ist. ’ 

10) Das Flichenstiick wird nach Aussen begrenzt von einer ein- 
theiligen Curve (14), nach Innen von zwei Ovalen, D und O,, welche 
zusammen eine Curve (14) bilden. Es gilt wieder die Gleichung (46), 
wenn A," wie in (46a) bestimmt wird, dagegen: 

1 


49) Bem aig [fey KI 6) dnt ate fre Ky (a) dey; 


der Sinn der Integrationswege ist derselbe wie bei B," in (46a). 
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11) Die dussere Beyrenzung ist wieder eine eintheilige Curve (14); 
die innere Begrenzung bilden zwei Ovale D und D' wie unter 9). Wie 
dort, zerfillt das Gebiet in zwei Theile, welche durch das Oval 9, 
von einander getrennt werden. Fiir das Innere des dreifach zusam- 
menhingenden Gebiets besteht die Gleichung (46), wenn A,” und B,” 
wie unter 10) bestimmt werden; nur muss man auf der rechten Seite 
von (49) das Oval ©, durch das Oval ©” ersetzen. Fiir den ringférmigen 
Theil, begrenzt durch ©’ und ©,, besteht (46), wenn 


n - i ot 2” 1 x 7 
At = she [fey Be(adde, — she fre) Fee) da, 
a. ,3) 


n 1 » n : 
B,” = ste {ren K," (2) dz,; 
PY 


hier bezeichnet % den iiussern Rand; alle Integrale sind in gleichem 
Sinne genommen, von der positiven X-Axe zur positiven Y-Axe. 

Von den behandelten Fillen sind besonders diejenigen hervorzu- 
heben, bei denen das Convergenzgebiet dreifach zusammenhingend ist. 
In einem solchen Gebiete kann man bekanntlich eine Function f(z) in 
einfacher Weise nach Potenzen einer Function von z entwickeln, wenn 
es moéglich ist, simmtliche Begrenzungslinien desselben durch eine 
conforme Abbildung gleichzeitig in Kreise iiberzufiihren*). In unserem 
Falle scheint dies nicht méglich:zu sein; letzteres zugegeben, wiirde 
daher die Entwicklung nach Lamé’schen Functionen gegeniiber den 
Entwicklungen nach Potenzen und nach Kugelfunctionen etwas wesent- 
lich Neues bieten. 


§ VII. 
Die Nullentwicklungen. 


20. Schon in Nr, 16. haben wir gesehen, dass es , Nullentwick- 
lungen“ nach Lamé’schen Functionen giebt, d. h. dass es moglich 
ist, die. Null durch Reihen darzustellen, welche nach Lam é’ schen 
Functionen fortschreiten. Es handelt sich jetzt darum, alle médglichen 
von einander linear unabhdngigen Nullentwicklungen aufzustellen. 

Wir betrachten zuniichst solche Reihen, die nach Functionen K 
fortschreiten, und nehmen an, dass dieselben in der ganzen Ebene 
convergiren. Solche Reihen erhiilt man sofort, wenn man eine Func- 
tion K;"(z) auf Grund der Resultate von § VI., also unter Benutzung 
von (44), nach Functionen K,"(z) entwickelt. Dabei hat man zu be- 
riicksichtigen, dass — 


*) Vgl. Kénigsberger, Vorlesungen iiber die Theorie der elliptischen 
Functionen, Leipzig 1874, Th. I, S. 100ff. 
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(50) fr (2) Fy"(e)de=0 fir m>n, 


das Integral iiber eine eintheilige Curve des Systems (14) gefiihrt; 
unter dem Integralzeichen steht hier niimlich eine Function, welche 
ausserhalb der benutzten Curve allenthalben holomorph ist und im 
Unendlichen mindestens von der zweiten Ordnung verschwindet. Man 
erhilt daher fiir K," eine endliche Reihe, und zwar (m= 26 oder 
26 -+ 1 gesetzt): 


m—n s—o+l 


G1) Ke =D) >) or Ke @)f Ke) Fe) as, 


m=0 s=1 


Bringt man die linke Seite auf Null, so hat man eine Nullentwicklung. 
Deren ergeben sich sonach sofort unendlich viele, wenn man » und 
t alle méglichen Werthe beilegt. Ist die Zahl mn (— 2r oder 21 + 1) 
gegeben, so giebt es t + 1 Formeln von der Gestalt (51). In Betreff 
derselben ist noch zu bemerken, dass (50) auch fiir m < n besteht, 
sobald m-+m eine ungerade Zahl ist, denn dann steht unter dem 
Integralzeichen eine gerade Function von z, und der Integrationsweg 
ist eine um den Anfangspunkt symmetrisch liegende Curve. Auf der 
rechten Seite von (51) fallen also alle Glieder aus, fiir welche m+n 
eine ungerade Zahl ist. 

Wir suchen jetzt alle Nullentwicklungen auf, bei welchen Lam é’ sche 
Functionen K von hiéchstens der n' Ordnung benutzt werden, also 
alle Entwicklungen der Form: 


man s—o+1 
(52) o=— >» > a" K"@). 
m=0 s=1 


Es sei zuerst m=O, dann entsteht: c°oK® =O, also co = 0; 
ebenso wird bei n=1: c°=0, c!=0; es giebt keine Nullentwicklungen 
Of" und ersten Grades. 

Ist ~ von Null und Eins verschieden, so wird man die rechte 
Seite von (52) nach Potenzen von z ordnen; die Coefficienten derselben 
miissen dann einzeln Null sein. Wir fiihren die Coefficienten von 
K,” ein, indem wir setzen: 


7 (2) = aon 2” f. a 2” “fs am Fe 4 nA 
Der Fall n = 2 giebt die Bedingungen: 


*) Unten in Nr. 21. wird gelegentlich gezeigt, wie die hier als Coefficienten 
auftretenden Integrale sich auf solche zwischen reellen Grenzen reduciren; vgl. 
Gleichung (59), 
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0 9 2 2 2 2 
ca+c¢,a,+64, =0, 


(53) ca,=0, 
2 3 2 3 
Cy, + 6 A = 9. 


Also c' = 0; man kann ¢,? (oder ¢,?) willkiirlich wahlen; dann sind 
die Coefficienten c° und ¢,? vollkommen bestimmt; denn die Determi- 
nante der Gleichungen ist gleich a®-a2, also jedenfalls nicht Null. 
Da es aber, um eine Entwicklung der Form 


(63a) OK + 2 K,2(e) + ¢,?K;2(2) = 0 


herzustellen, nur auf die Verhiiitnisse der Unbekannten ¢ ankommt, 
bleibt bei Aenderung von c,? die resultirende Entwicklung im Wesent- 
lichen ungeiindert. Es giebt daher nur eine Nullentwicklung zweiten 
Grades. Die beiden Formeln, welche sich aus (51) fiir n = 2 ergeben, 
wenn man nach einander ¢ = 1 und ¢ = 2 setzt, sind folglich identisch, 
d. h. die Coefficienten beider einander proportional: es verschwinden 
alle zweireihigen Determinanten des Systems: 


\o [areas 02 [KF tds — 2x1 02 Kp R ds | 
(53b) | 6 ir 
oo f K2F°de C2 J K,F 2 dz C,? J K,? F,2—2xi 


Fir n = 3 findet man die Bedingungen: 
0 70 am 
a + chaz +c2a,=—0, cai +c3ai + cai —0, 


04) ca? + c2a2,=0 cai + c3ai3 =0 

1 “01 ‘2 02 ? a ee 2 "02 : 
Die Coefficienten der geraden K geniigen also wieder den Gleichungen 
(53), die Verhiltnisse der ungeraden sind eindeutig bestimmt: es giebt 
unendlich viele Nullentwicklungen dritten Grades. Ist S, = 0 eine solche, 
so sind alle anderen von der Form 8S, + 4S, =0, wenn 8S, die linke 
Seite von (53a) bedeutet. Die Determinanten des Systems (53b) ver- 
schwinden auch noch, wenn man unter den Integralzeichen K,?, K,? 
bez. durch K,°, K,* ersetzt. 

Durch Fortsetzung dieses Verfahrens erkennt man sofort, dass 
sich alle Nullentwicklungen aus solchen zusammensetzen lassen, die 
entweder nur gerade oder nur ungerade K enthalten; denn wenn n 
z. B. ungerade ist und um eine Einheit grésser genommen wird, so 
treten damit fiir die Coefficienten der ungeraden K keine neuen Be- 
dingungen auf. So bestehen bei m = 4 fiir c’, ¢,3, c,° die Gleichungen 
(54), dagegen fiir die iibrigen ¢ folgende: 
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) 2q2 24.2 4q4 44 4.4 =x 
Oa + CPAs + ey as + 6,*a,t + eta) + ¢,'a,5 = 0, 
24, 2 24 2 44 4 474 — 
(54a) CP aot + CPag + 6,' 4, + Gta, + ¢fa5 = 0, 
4q4 4q4 4q.4 == 
Cfagt + ¢tag + ¢tas = 0. 
Hier kann man ¢,?, ¢,', ¢,' willkiirlich annehmen; die tibrigen Coeffi- 
cienten sind dann durch Gleichungen bestimmt, deren Determinante 
a° a2 a, nicht verschwindet. Hat man ferner ein System von Gréssen 
e gefunden; das den Gleichungen geniigt, so kann man ein anderes 
System der Art herstellen, indem man c°, ¢,?, ¢,? durch Addition 
solcher Gréssen findert, welche dem Systeme (53) geniigen. Es geht 
hieraus hervor, dass sich alle Nullentwicklungen vierten Grades aus 
zwei solchen (etwa S,’=0O und S,” = 0) und aus Entwicklungen 
niedrigeren Grades ableiten lassen, also von der Form sind: 


Sj + #8," + 48, + wS, = 0. 
Es folgt gleichzeitig, dass die 3 Entwicklungen (51), welche fiir n—4 
mdglich sind, linear von einander abhiingen, eventuell unter Benutzung 


von S,=0. Jedenfalls aber sind die Coefficienten der drei Functionen 
K* von einander abhiingig, d. h. es besteht die Gleichung: 








44 44 44 
U, —1 OU, Us | 
| 744 44 44 
Us, U, —1 U,, =0, 
| 7744 44 44 
| Uy Us, U;, — 1| 
wo: 
(55) z.. — —_ C." i K; dz. 
Allgemein verschwinden alle vierreihigen Determinanten des Systems: 
| 7702 22 22 
| U,, U,, Uy —1 0 0 0: 
04 4 n 44 44 44 
(55 a) | Uy, Uh Us; U;, —% U3, Us, 
|| zy04 24 24 44 4 44 
02 U1, Us, Ui: U2, ath Uss 
o4 24 : 44 44 44 
Uy U,; Us U;s U;, U. ee 1 





Nach den aus (53b) entspringenden Relationen kann hier in der ersten 
Reihe der zweite untere Index 2 durch 1 ersetzt werden. 

Man iibersieht aus der Natur des Vorstehenden sofort die Richtig- 
keit des folgenden Satzes: 

Alle Nullentwicklungen der Form (52) und vom Grade n (= 2t 
oder 2t +1) lassen sich linear zusammensetzen aus t von einander 
unabhdngigen Entwicklungen der Art und aus Nullentwicklungen nie- 
drigeren Grades, enthalten also im Ganzen fiir n = 2t 
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t+ 2(c — 1) + 2(r —2)--- 4+ 2—1L—_t(r—1)4+1r—1=r-1 


lineare Parameter, und fiir n= 21+ 1 





2r + 2(r —1) 4+ 2(¢—2)4+---4+2—1—r(r+1)—1 
effi- solche Parameter. 
aid Es bleibt noch zu untersuchen, ob zwischen den aus (51) fiir ein 
Ri. gegebenes m abgeleiteten t+ 1 Nullentwicklungen ausser der gefun- 
ai denen (und fiir » = 4 besprochenen) noch weitere Relationen bestehen. 
tj ol Um zu zeigen, dass dies nicht stattfindet, hat man nachzuweisen, dass 
zeht nicht simmtliche Unterdeterminanten der Determinante 
= | Us," = Uy," oe UY | 
igen | nn nn nn 
(56) U3, U, —1---U,, | 
ai Ux Gar Loe en ae 1 
yung (welche nach Obigem Null ist) verschwinden kénnen. Zu dem Zwecke 
ad betrachten wir den besonderen Fall der Kugelfunctionen, indem wir 
b = c werden lassen. Dabei ist zu beriicksichtigen, dass die Gréssen 
C." in (55) durch (39a) nur gegeben sind, wenn (37b) erfiillt ist. 
Fiir b = ist letzteres nicht mehr der Fall; man muss daher in C,” 
noch eine Constante /," hinzufiigen: 
Ce" = sam pay LKS(c) K™ (Oy) + he 
wo k," gleich dem reciproken Werthe des auf der linken Seite von 
(39a) stehenden Doppelintegrales ist.*) Cj" wird zuniichst fir b = ¢ 
ems: von der Form 5 wir haben den wahren Werth zu bestimmen. 
In dem zu betrachtenden Specialfalle gehen die Functionen K,”"(z) 
tiber in solehe Kugelfunctionen P. (<), deren unterer Index eine ge- 
rade Zahl ist**); insbesondere verwandelt sich K,” in P,”. Um nun C," 
zu berechnen, transformiren wir das Doppelintegral (37b) mittelst der 
Substitution vy = bv, uw = bu; es wird dann: 
L 
1 k 
rsten 1 , dv m m (v?—u*) du 
=k 2 — — K; b K;, 2 pan a ni 
km natn f on (b0)] V(u?— 1) (1— k’2u?) 
chtig- 0 I 
‘ wo k’? = ka = 1—k. Hierin setzen wir noch uw? = * adn ; 
= Lt 
ual dann wird: : 
n nie- ay eer sapien 
*) Vgl. Heine, 1. c. Theil I, 8S. 431 und Th. II, 8. 172, 
) L. o, Th. I, 8, 362. 














F. Lixpemann. 


366 














K," bo)]" dv [K.”" (ce W1—kw)] 
con em [7 v)(1 Ea fo laa Vii—w*) (i— Fw) 


also fir b=c,d.h. k=0, kh =1 
1 1 
~ J Pr Orae Fae PS. 


KM (6) EK" (0) = (P,P, 


Ferner wird: 


und es ist: 


P,"(1)=0 fir y>0, P.™(1)—- 


1-2-3+-+m 
1-3-5. ~~ (Sm)? 








m 1 1-2-3-++(m42y)-1-2-3---(m—2») | 
fw (v)P dv = 2m+1 [1-3-5---(2m—1)}? ae 
0 


also schliesslich 
C"=—=0 fir s>1,>0, 
Cc," =1, indem v=0O. 
In der Determinante (56) verschwinden daher alle Glieder mit Aus- 


nahme der Diagonalglieder; letztere sind, das erste ausgenommen, 
simmtlich gleich —1; das erste Glied aber wird Null; in der That 


hat man 
1 n n 1 n n 
arf % F, ds— a5; [Pr Q," de, 


das Integral gefiihrt tiber eine geschlossene Curve, welche um die 
Punkte + 1 und — 1 gelegt ist (wenn c = 1 gesetzt), also 
+1 
= sat f Po" (#)LQ4" (e —i- 0) — Q,"(@ + i- 0)) de 


1 


= (2n + 1)(* Sey fie (a)}*da*) 
== 1, q. e. d.**) 


*) L. c. Th. I, S. 223, 
**) Diese Relation stimmt mit der von Herrn C. Neumann (I. c.) gegebenen 
tiberein, denn man hat 


1-3-5---(Qm—1) J» 
naa Pot (a); 

1-2- -n 1 a 
-3-5 ee —1)  @a+1 Qo" (2), 


P" (x) = 





Q" (2) = —— 


also in der That: 
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Fiir b =c ist also erstens die Determinante (56) wirklich gleich 
Null, und zweitens sind ihre ersten Unterdeterminanten nicht sdémmtlich 
gleich Null. 

Letzteres tritt daher auch im Allgemeinen nicht ein: Man findet 
alle Nullentwicklungen n‘ Grades, indem man von t der t + 1 Glei- 
chungen (51) ausgeht und ausserdem Entwicklungen niedrigeren Grades 
hinzufiigt. Diese t Gleichungen sind von einander unabhiingig. 

21. Nachdem die endlichen Nullreihen erledigt sind, haben wir 


die unendlichen zu untersuchen, zunichst unter der Annahme, dass 


sie in einem Gebiete, welches den Nullpunkt einschliesst, convergiren 
(wie unter 1) in § VI, Nr. 17.). Eine solche Reihe muss auch noch 
convergiren, wenn man sie nach Potenzen von ¢ ordnet; es miissen 
also in der Gleichung: 

M=@e s==0+1 : 
(57) O= >» D> a Ki") 

m=0 s=1 
alle Coefficienten von 2°, z', 2?,---+ verschwinden. Dies giebt Be- 
dingungen, welche genau von der Form (54) und (54a) sind, nimlich 
fiir 2°, 2?, et, --- 

i=3 ix4 
Oa tela +e, a3 + ee Ot OS) eg + ete 


‘= i=1 


3 4 
22 22 44 6 6 
Gum C Ay Fly Qt > 6 a+ > ¢, yess, 
. T T 
(57a) , i 


44 66 
Sue >¢, y+ >¢, se 
T T 
4 


z ’, 6.6 
Oo= C; A; ied 


1 


Qui 


[Roredn arr . 


Die Ableitung dieser Formel beruht a. a. O. auf der Annahme, dass die Ent- 
wicklung complexer Functionen nach Kugelfunctionen nur auf eine Art méglich 
sei, Es diirfte sich mehr empfehlen, umgekehrt aus ihr und der analogen Glei- 
chung 





frm Q"(e) de =0 fir m2n 


die eindeutige Bestimmtheit der Entwicklungscoefficienten abzuleiten, die ge- 
nannten Relationen selbst also zuvor, wie im Texte, herzustellen. — Man ersieht 
aus Obigem zugleich, wie man die Heine’sche Entwicklung von (2 — 2,)~! durch 
den Grenziibergang des Textes (b=) aus der unsrigen herleitet. 
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Man sieht, dass man etwa die Gréssen: 

¢,*, ¢,', ¢;', ¢,§, ¢;°, ¢,°, hess: c,7%, ¢,**, eS Ca) ~ he 
willkiirlich waihlen kann, um dann alle anderen durch successive Eli- 
minationen mit beliebiger Genauigkeit zu berechnen. Aus jedem Systeme 
von Groéssen c, welches den Gleichungen geniigt, kann man ein an- 
deres herleiten durch Hinzufiigen solecher Gréssen, welche als Coef- 
ficienten bei den Entwicklungen von Nr. 20. auftreten. Sind allgemein 


S,"=0, 8S," =0, ---, S"=0 


t von einander unabhiingige Nullentwicklungen mn‘ Grades und 4," 
willkiirliche Gréssen, so ist die allgemeinste Nullentwicklung: 


(57b) be = 0, = 


2 


vi 


Zweitens haben wir Nullentwicklungen, die nur in einem Ovale, 
welches Theil einer Curve (14) ist, convergiren. Kin Beispiel dafiir 
giebt die in Nr. 16. besprochene, durch (41) dargestellte Entwicklung 


mM—@® 3 


7 m m ™m _= bx e 
“ —2 2 « ee oof ae aes -” 


dieselbe convergirt im Innern des durch 2, gehenden Ovals, wo 2, 
einen Punkt der Linie B’OB bezeichnet. _Man kann aus ihr sofort 
unendlich viele Entwicklungen ableiten, welche im Innern desselben 
Ovals convergiren, indem man nach der (wesentlich reellen) Variabeln 
x, differentiirt, wobei die gliedweise Differentiation erlaubt ist (wie bei 
Potenzreihen). Setzt man sodann x, 0, so erhilt man unendlich 
viele Nullentwicklungen, deren Convergenzgebiet durch das Innere der 
Curve (16) gegeben ist (und zwar das Innere beider Schleifen). 

Andere Nullentwicklungen dieser Art, analog zu (51), ergeben 
sich, wenn man die Functionen X,"(z) fiir das Innere eines solchen 
Ovals auf Grund von 2), § VI., Nr. 17. entwickelt. Es wird: 


m=e s=o+1 


68) K’(@)= ime P CO." K,° (2) je (2,) Fe" (@,) dz, 


m=0 s=1 


das Integral iiber das betreffendé Oval gefiihrt. Letzteres mége von 
der positiven z-Axe durchsetzt werden und # den Schnittpunkt des 
Ovals mit OB bezeichnen; dann ist nach (21) und (20): 
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(58a) f K;" (2) F."(#,) de, = -f Kr LEME é 0)—F"(a+i -0)] dx 


a —b."y* 
sf (x) K,"(x)dz - fee Het om 49 


42(2m4+ vf K," (a) K." ©) fx = 





y : 
“WP VeF-Aiy—B) 


Ist 6 = 0, so convergirt (58) in der einen Schleife der mit einem 
Doppelpunkte versehenen Curve (16); und zwar, bei der gemachten Fest- 
setzung, in derjenigen, welche von der positiven «-Axe getroffen 
wird. Im Innern der andern Schleife wiirde die rechte Seite zwar 
noch convergiren, die Gleichung aber nicht richtig sein; denn das Inte- 
gral (58a) ist nicht gleich dem entsprechenden Integral gefiihrt iiber 
die andere Schleife; Letzteres wiirde, bis auf das Vorzeichen, eintreten 
fiir m>n oder m-+n ungerade. Fiir B=0 lisst sich die Gleichung (58) 
noch weiter vereinfachen. Integrirt man nimlich links tiber eine ein- 
theilige Curve (14) in positivem Sinne, so ist wegen (20), (21) und (21b): 


ste 
(59) f K*F de = J K? (F."(« —i-0)—F"(«+i-0)] 


—b x 


dy 
ci (x) K," def Testy 
+0 ‘ _pmyt 
+2) K@)K? (ds af EE ay 


temtn [xe (a) Ke" Ode | Testy 


wo Y = (y? — b?) (y?—c*). Das erste Glied der rechten Seite ist 
gleich dem dritten, multiplicirt mit (-- 1)"*"; das Ganze daher gleich 
dem Doppelten dessen, was aus der rechten Seite von (58a) fir 6 = 0 
entsteht. Die Integrale links sind die Coefficienten in (51); durch 
Combination mit (58) entsteht also die neue Entwicklung, welche inner- 
halb der einen Schleife von (16) convergirt: 

m=@e s=o+1 


(0) FKMO= shy D) DO KO J Ke) Re) an 


m=n+1 sl 
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die Coefficienten bestimmen sich aus (58a) fiir 8 = 0. Dieselben lassen 
sich noch einfacher berechnen, wenn m > » und m + n gerade ist, 
Alsdann niimlich verschwindet die linke Seite von (59); es ist also: 


c 


(60a) fre (a) K," wae f TE dy 
« m >” . dy : 
— enn fix (2) Ki; wey on oa 


m>n, m+n gerade, 
und (58a) geht fiir 6 = 0 iiber in: 


(60 b) [eer (2,)dz,=—0 fiir m>n, m+n gerade. 


Auf der rechten Seite von (60) kommen also nur solche Glieder vor, 
bei denen m-+ mn ungerade ist. Links steht, wenn m» z. B. gerade, 
eine ganze gerade Function, rechts eine unendliche Reihe, deren 
Glieder simmtlich ungerade sind; dies wird nicht befremden, wenn 
man bedenkt, dass es nicht erlaubt ist in (60) 2 mit — 2 zu ver- 
tauschen, da die Gleichung nur in einer Schleife von (16) giiltig ist. 

Ist m-+ m ungerade, so verschwindet die rechte Seite von (59) 
identisch, wie es sein muss (vgl. Nr. 20.). 

Wir beweisen nun noch folgende drei Sitze: 

Die «+1 Nullentwicklungen (n = 2t oder 24 + 1), welche fiir 
t=—1,2,---,c-+ 1 aus (60) entstehen, wenn man die linke Seite auf 
Null bringt, sind von einander unabhiingig. 

Alle Nullentwicklungen, welche in einer Schleife der Curve (16) 
und nicht dariiber hinaus convergiren, lassen sich aus den Entwicklungen 
(60) linear zusammensetzen, abgesehen von solchen Nullentwicklungen, 
die in der ganzen Ebene gelten. 

Ebenso lassen sich alle in einem Ovale © convergirenden Nullent- 
wicklungen aus den Entwicklungen (60) wnd aus (41) linear zusam- 
mensetzen. 


Der erste dieser Siitze ist evident, denn andernfalls miisste zwischen , 


den t + 1 Functionen K” eine lineare Relation bestehen. 

In Betreff des zweiten gilt Folgendes. Alle Nullentwicklungen, 
welche mit Lamé’schen Functionen K n' Ordnung beginnen, lassen 
sich offenbar aus den t + 1 Entwicklungen der Form (60) bilden und 
aus Entwicklungen, die mit Functionen héherer Ordnung beginnen. 
Da nun jede Nullentwicklung mit Functionen einer bestimmten Ord- 
nung beginnen muss, so erhiilt man jedenfalls alle Entwicklungen, 
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wenn man » und ¢ alle méglichen Werthe beilegt und alle so aus (60) 
entstehenden Reihen linear combinirt, 

Convergirt endlich eine gegebene Nullentwicklung nur innerhalb 
eines Ovals ©, so kann man durch Benutzung hinreichend vieler der 
Gleichungen (60) die Entwicklung so umformen, dass sie erst mit 
Lamé’schen Functionen von bestimmt vorgegebener Ordnung be- 
ginnt. Diese Operation kann man insbesondere mit den Gleichungen 
(58) vornehmen; dann wird das System dieser Gleichungen von der- 
selben Form wie das System (60), und man schliesst also wieder, dass 
alle Nullentwicklungen, welche nur bis an den Rand von © gelten, 
sich aus den Gleichungen (58) bilden lassen. Die letzteren aber lassen 
sich wieder mittelst (41) auf (60) zuriickfiihren; man muss zu dem 
Zwecke nur (41) mit (x7)-' K,"(x,) multipliciren, von 0 bis 6 nach 
2, integriren und die entstehende Gleichung zu (58) addiren*), Mittelst 
(60) und (41) sind also schliesslich alle Méglichkeiten zu erledigen. 
Damit ist auch der dritte von obigen drei Sitzen abgeleitet. 

22. Weiter haben wir Nullentwicklungen zu untersuchen, welche 
nach Functionen F;" geordnet sind. Beispiele solcher Entwicklungen 
ergeben sich, wenn man eine Function F"(2) nach (45) in 3) § VI. 
entwickelt. Es wird: 


me s—o+1 . 
6) F@=—— > Dore [Re Ke) da, 
unr sl 
alle Integrale genommen wie in (45a). Hervorzuheben ist, dass auf 
der rechten Seite alle Terme, in denen m — m eine ungerade Zahl 
ist, von selbst ausfallen. Es fragt sich wieder, ob man auf diese Weise 
alle méglichen Nullentwicklungen findet, und ob die gefundenen von 
einander unabhiingig sind, 
Nehmen wir an, es sei irgend eine Nullentwicklung der Form 
m=e s=—o-+1 
(62) O— > > ar Fr), 
mn s=l 
convergent in einem einfach zusammenhingenden Gebiete, das den 
unendlich fernen Punkt einschliesst; suchen wir die Coefficienten c,”” 
zu bestimmen. Die rechte Seite kann sicher nach Potenzen von 2—! 
entwickelt werden, muss also convergiren, wenn man nach solchen 
Potenzen ordnet; die Reihe beginnt alsdann mit dem Gliede z—"—". Ist 


Fi (2) = a" * (00, + OT, + ae +), 
so findet man also folgende Bedingungen: 





*) Umgekehrt erhilt man (41) aus (58), indem man letztere Gleichung, unter 


Benutzung von (58a) nach 6 differentiirt, @ = «, setzt, und einen Factor K;" («,) 
vom Resultate absondert, 
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m=e s=—d+1 
. - = 2 bse", 

m=e s=o+l1 
(62a) 0=— te es eG” 


m=n+1 s=1 


? 


Man erkennt (wenn m = 2r oder 21t + 1), dass von den tr + 1 Coef- 
ficienten c”™" in (62) ¢ willkiirlich gewahlt werden kénnen; der 
(ct + 1) lasst sich alsdann berechnen. Es giebt also mur t von einan- 
der unabhingige Entwicklungen nach Functionen F:", welche mit den 
Functionen n'** Ordnung beginnen. Allerdings bleiben auch fiir jedes 
m > m von den 6 + 1 Gréssen c”" noch 6 willkiirlich; diese weiteren 
Parameter stéren aber den ausgesprochenen Satz nicht, wenn man 
hinzufiigt, dass die t genannten Entwicklungen nur bis auf Entwick- 
lungen niedrigeren Grades bestimmt sein kinnen, d. h. bis auf solche, 
die mit Functionen F" beginnen, wo m > n. 

Es folgt hieraus, dass von den t + 1 Nullentwicklungen, welche 
aus (61) hervorgehen, eine die Folge der t anderen ist; ein Umstand, 
der wieder (wie in Nr. 20.) das Verschwinden einer Reihe von Deter- 
minanten zur Folge hat. Beriicksichtigt man nur die Coefficienten mit 
m==%, so ergiebt sich insbesondere wieder das Verschwinden der 
Determinante (56). Da nun oben gezeigt wurde, dass die Unterdeter- 
minanten der letztern im Allgemeinen nicht Null sind, so folgt, dass 
zwischen den eben genannten t tibrigen Nullentwicklungen keine lineare 
Relation besteht. Man erhalt also aus (61) alle mdglichen Nullent- 
entwicklungen nach Functionen 7". Sie alle convergiren in dem 
ganzen Gebiete der Ebene, welches ausserhalb der Curve (16) liegt. 
Es folgt also auch, dass es keine Nullentwicklung unserer Art giebt, 
deren Convergenzgebiet den unendlich fernen Punkt enthielte und sich 
in das Innere dieser Curve erstreckte. In der That ist es auch nicht 
mdglich, die Function /;'(z) fiir das Aeussere eines Ovals, das Theil 
einer Curve (14) ist, mittelst unserer Methoden (nach 4) § VI.) zu 
entwickeln; denn in einem solchen Gebiete ist F;’ nicht holomorph. 

23. Endlich fragt es sich, ob Nullentwicklungen existiren, die in 
einem zwei- oder dreifach zusammenhingenden Gebiete convergiren. 
Nehmen wir zuerst an, in einem solchen Gebiete sei es méglich, ein- 
theilige Curven des Systems (14) zu ziehen, das Gebiet also von der 
Art, wie es im § VI. unter 5), 6), 8), 9), 10), 11) auftritt. Die 
Entwicklung sei: 


m— ao 


(63) O— >) Deo? ) + PF). 


m0 
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theilige Curve (14), die im Innern des Gebiets liegt. Es ist 
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Wir multipliciren mit K;"(2) und integriren nach 2 iiber eine ein- 


[Ree Ke) dz = 0, 
m>n, 


fz (2) Ki'(z)de=0 fir m Zn, m-+ n ungerade. 


Also erhilt man folgendes System von Gleichungen: 


Pe yf K°® : oe dz, 
m=0 
(63a) o-> > J K'F" dz, 
| 
-2 Bejan FY de, t=1,2 


Genau dasselbe System ergiebt sich aber fiir die Coefficienten c der 
in Nr. 22. studirten Entwicklungen durch Anwendung desselben Pro- 
cesses und kénnte an Stelle der Gleichungen (62a) zur successiven 
Berechnung der Coefficienten benutzt werden; die Form der Gleichungen 
zeigt, dass die Zahl der Gréssen, welche hierbei willkiirlich bleiben, 
jedenfalls nicht grésser ist, als bei dem Systeme (62a). Alle Lésungen 
von (63a) sind daher auch Lésungen von (62a). Es bestehen somit 
die beiden einzelnen Gleichungen 


0=— SDK, OD Dv Krre. 


Die letztere gilt itiberall ausserhalb (16); die erstere gilt in der ganzen 
Ebene. 

24. Zweitens kénnte es vorkommen, dass eine Reihe von der Form 
(63) nur in einem Ringe convergirt, der von zwei Ovalen der Curven 
(14) begrenzt wird, so dass es nicht méglich ist, in dem Gebiete eine 
eintheilige Curve (14) zu ziehen (wie in 7) § VI.). Der asymptotische 
Werth des allgemeinen Gliedes ist nach (28a) und (29): 


ae | Be (!" <— a n+ >: a less 2 * gt]. 


Da nun eine Reihe, die nach Functionen €" und €-™ fortschreitet, nur 
convergirt, wenn die beiden nach Potenzen von € und von €~' geord- 
neten Reihen fiir sich convergiren, so muss sich auch die rechte Seite 
von (63) in zwei convergente Glieder spalten lassen, welche (abgesehen 
25° 


> co 
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vom Vorzeichen) eine und dieselbe Function (2) darstellen, so dass 
also in dem Ringe: 


4) g@)=>deKro-— D> Fe. 


Die Convergenz jeder dieser Reihen hingt nur ab von abs §; die erste 
convergirt daher nicht nur in dem Ringe, sondern in dem ganzen 
Ovale, welches vom fussern Rande des Ringes begrenzt wird; ebenso 
convergirt die andere allenthalben ausserhalb des den innern Ringrand 
bildenden Ovals, ausgenommen das Innere des symmetrischen und 
congruenten Ovals. 

Das Oval des aiusseren Randes bezeichnen wir wieder mit ©, das 
des inneren mit ©’; ©, und ©,’ seien die beiden Ovale, durch welche 
bez. O und O° zu Curven des Systems (14) ergiinzt werden. Es soll 
nun gezeigt werden, dass man fiir jede holomorphe Function o(z), die 
fiir das ganze Aeussere des Ovals D,' gegeben ist und im Unendlichen 
mindestens von der ersten Ordnung verschwindet, Reihen von der Form 
(64) und also auch eine Nullentwicklung fiir das Innere des von D und 
©’ begrenaten Ringes herstellen kann. 

Nach 4), in Nr. 17., § VI, kann (¢) in eine Reihe nach Func- 
tionen F” entwickelt werden fiir alle Punkte ausserhalb ©’ und O,, 
und zwar nur auf eine Weise, da eine Nullentwicklung nach Functionen 
F™ niemals im Innern von (16) convergiren kann. Damit sind die 
Coefficienten y.” in (64) eindeutig bestimmt, wenn (2) gegeben ist. — 
Ferner kann (2) (ebenfalls nach 4), Nr. 17., § VI.) fiir das Innere 
von ©’ nach Functionen K” entwickelt werden; eine analoge Dar- 
stellung ist aber auch fiir das Innere von © (welches ©’ umschliesst) 
miglich, wie es (64) verlangt; man hat nur die Integrale in den 
Coefficienten der ersteren iiber ©, statt iiber ©,’ auszudehnen. Die 
beiden so entstehenden Formeln kann man auch aus einander mittelst 
einer Nullentwicklung herleiten; in der That hat man, wenn £, # 
die Schnittpunkte der Ovale ©, und ©,’ mit der X-Axe sind: 


O= | p(e) Fi(e)dz — foe) 3 (2) dz 
1 1 


P 
+f p@LEM(@—i-0)— FP @+i-0)] de, 
folglich : , 
foored - [rore dz 
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Durch Subtraction der beiden erwihnten Darstellungen von g(z) ent- 
steht also eine Nullentwicklung, die aus (41) leicht herzuleiten ist. 
Hiermit ist gezeigt, dass die Gleichungen (64) immer herzustellen 
sind, d. h. dass die Function g(¢) keinen weiteren Beschrinkungen 
unterworfen ist. 
Als Resultate der Untersuchungen in diesem Paragraphen haben 
wir sonach folgende Nullentwicklungen : 


I) Entwicklungen nach Functionen K”: 


1) Solche, die in der ganzen Ebene giiltig sind. Sie kénnen 
alle aus (51) abgeleitet werden. Von je t+ 1 dieser Glei- 
chungen, welche zu demselben » gehéren (n—=2t oder 2t-+-1), 
folgt eine aus den t iibrigen; die letzteren sind von einan- 
der unabhingig. 

2) Solche, die nur im Innern der Curve (16) gelten. Sie kénnen 
alle aus (60) und (51) abgeleitet werden; die Gleichungen 
(60) sind von einander unabhiingig; jede derselben gilt nur 
in einer Schleife der Curve (16), fiir die andere Schleife 
findet man eine entsprechende Entwicklung. 

3) Solche, die nur in einem Ovale einer zweitheiligen Curve 
(14) gelten. Dieselben lassen sich mittelst der Gleichung 
(41) auf (51) und (60) zurickfiihren, 

Il) Entwicklungen nach Functionen F”. Jede solche Entwick- 
lung gilt fiir alle Punkte z ausserhalb der Curve (16) und 
nur fiir diese; aus (61) ergeben sich alle méglichen. 

III) Entwicklungen nach Functionen A” und F", die in einem 
von zwei Ovalen der Curven (14) begrenzten Ringe conver- 
giren. Sie entstehen durch Subtraction zweier verschiedenen 
Entwicklungen von der Form (64) fiir eine Function (2). 


IV) Entwicklungen, welche nicht in einem zweifach ausgedehnten 
Gebiete, sondern nur lings einer Linie gelten. Ein Beispiel 
hierfiir giebt (4)), wenn man 2, als Variable, z als Parameter 
auffasst; 2, muss dann reell sein und zwischen bestimmten 
Grenzen liegen (vgl. Nr. 16.). Die Frage, ob es andere 
Formeln der Art giebt, ist im Vorstehenden nicht be- 
handelt. 

25. Es mégen jetzt noch die beiden Gleichungen untersucht wer- 
den, welche aus (51) fir » =O und » = 1 hervorgehen und welche, 
zu Nullentwickluugen keine Veranlassung geben, da solche erst von 
n == 2 ab mdglich waren. 


Der Fall n = 0 giebt 


(65) Ko = — O° K® J F° K%dz, 
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das Integral tiber eine eintheilige Curve (14) ausgedehnt. Nun ist K° 
eine Constante = a,, und nach (59) mit Benutzung von (20a): 


K°® F°dz=—4 fd 
/ edad fe Ser (yy— ett Sat —b) (yy? — -e) 


——40 fy Pe la 
} Vie) (y®— 0) 


+4{—D 


wd dz 


aa ‘a | 
J Viyr— 2B) (y®— 2) J Vier b) (@@— 


Die Constante a,° ist so bestimmt, dass die Gleichung (37 b) erfiillt 


wird; also hat man: 


- fr _ wdu 
way V = (e@—»?) Si Vut—)(@—p*) 








fs eae ‘ du 
JVE—"Ve (@—0) J Viet—B) (e—n?) 
=—K'J+KJ', 
wenn: 
re dv b? 
K' = J _ Ki? ae - 
Va—a)i—Fk iz) i) Vier oi b)(v*@— 2)’ ¢ 
an : SS 
Km frog V(ut—0*) (= u)’ 
(66) : 
J’ a > hts Le vidy 
ry: Viat— 1) (1— Rat) +h Viet) (v®— 2)’ 
____— Matda © urdu 
Sia 1—kat) ratty: 


Die Constante C° endlich bestimmt sich aus (39a): 
= (a,°)! — 
Setzt man die gefundenen Werthe in (65) ein, so folgt: 
KJ'—J ite = 


wen. 


1k, 












Gatt 


(67) 
wo: 


chu 


wor 


als 


i= 
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Der Fall n=0 fiihrt also auf die Legendre’ sche Relation zwischen 
den Periodicititsmoduln der elliptischen Integrale erster und zweiter 
Gattung. — 

Im Falle n = 1 giebt (51): 


















= 
) 2 
(67) Ki(e)— 1 0 K'(2) [Ke FX) ds, 
wo: : 
t aida 22 b dz 
K'(2) =a, F'(2)= af re et 
i. Aus (59) folgt jetzt: 
” {eo F' (2) de=—4- 8 farar | f re ws a fatde ff 
= 27i*). 
Ferner hat man aus (37b): 
re vey a a tae 
( ay! )- Vir- ve Bb) (o? — eae cy) Viet —B) (e&— uw) 
c .. | i a 
2 2 Viert— — B) ( (ve@—e®%) . Viut — B) ( (ce? — u®) 
6 
Um die rechte Seite umzuformen, hat man sich wieder der Glei- 
-k?, chungen (66) zu bedienen und ausserdem der Relation: 


ak (2a +) [9 2... ye tyvy 


woraus: 
1 


ee we __Mytdy 
rons — e) ' ial mi +f Viye— Toe 
—e((I-fe)K-F4-) a), 


udu = _egs wi @ kty'dy 
Sra ?— bi) (e@— aw?) ; ie +f qa y®) (1 — aA ‘ 


=e[(1—3 ) K-5(4—F) J]. 


-—1 





*) Statt (59) anzuwenden, kann man die Substitution z= 3~" machen, und 
alsdann den Integrationsweg auf einen unendlich kleinen Kreis um den Punkt 
3}=0 zusammenziehen; denkt man sich dabei F(z) nach Potenzen von 3 ent- 
wickelt, so ergiebt sich sofort dasselbe Resultat. 
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Man findet so: 





(2) = wK-—K'd). 


a,' 


Endlich folgt aus (39a): 
C! = (a!) ec? b? = / 


Setzt man alle pe Werthe in (67) ein, so resultirt wieder: 
J'K—K'J=—=2: 


Auch der Fall n= 1 fiihrt auf die Legendre’ sche Relation. 

Fiihrt man in analoger Weise die Rechnungen fiir héhere Werthe 
von # aus, indem man in (51) die Coefficienten gleicher Potenzen von 
2 vergleicht, so werden sich durch Benutzung von (37b), (39a), (59) 
und der bekannten Formel 


2m 
(2m — 1)? VF dy 


= (2m — 2) (1 + k?) a ~ dy — (2m — 3) ody ty ¥ 


alle entstehenden Relationen zuriickfiihren lassen auf obige Legendre’ - 
sche Gleichung. 


§ VUI. 
Der Grenzfall 6 — 0. 


26. _Macht man insbesondere b —c oder } =0, so gehen be- 
kanntlich die Lamé’schen Functionen in die Kugelfunctionen und 
deren Zugeordnete tiber, Was im Falle bc aus unseren Entwick- 
lungen wird, ersahen wir schon gelegentlich in Nr. 20., § VII.; es 
ergab sich die Heine’sche Entwicklung von (2, — z)-' nach Kugel- 
functionen. Ls eriibrigt jetzt noch, dem Falle b =O einige Auf- 
merksamkeit zuzuwenden. 

Die Lamé’schen Functionen K," (2) gehen, wenn b gleich Null 


m 


liber, fiir welche » — m eine gerade Zahl ist*). Will man den Grens- 
Uhergeng i in der Entwicklung von (2, — z)—', also in (39), ausfihren, 
so hat man wegen (37b), ws in Nr. 20., vorher dem Coefficienten 


C,”" einen Factor k," hinzuzufiigen, der durch (56a) gegeben ist, so 
dass hier: 


wird, in diejenigen Zugeordneten der Kugelfunctionen P” Lakes =*) 


*) Vergl. Heine, 1. c. Th. I, S, 362. 
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=F. Sve vita f [P®(w)]? dw 


{oF =): 1.2.3 ...(m—m) — 
Gm t3) ; a 3.5, an — 1) 








= (— 1) 
Ferner wird: 


K,"(c) = Pn(0), K,"(b) = Pn(1), 








also: : 
n afp® [1.3.5...Qn—1)} 
Com (— WPlE, OP +6 aR ; 
rts 1)n-+m 486 te A -(n—m—1) | 
inet 2.4.6... (m-+m).2. . (mn — m) 


Die gefundenen Werthe aiiefen wir aber nicht ohne Weiteres in 
(39) einsetzen, vielmehr miissen wir auf Gleichung (37) zurickgreifen. 
Bei dem zu machenden Grenziibergange fallen niimlich die Lamé’schen 
Functionen LZ, welche auch in ganze Functionen tibergehen, nicht 
mehr aus; diese Functionen liefern ebenfalls Zugeordnete der Kugel- 


functionen P”, bei denen » — m eine gerade Zab! ist, aber nur solche, 


welche fiir = 0 verschwinden; in den Gliedern, welche in (37) aus 
Functionen ZL hervorgehen, kann daher P,” nie vorkommen; jede 


andere Function P.", wo nm — m gerade, dagegen kommt einmal vor. 
Es wird nun, wie bei Functionen K: L,"(c) = P,"(0), L,"(b) = P,"(1), 


m>O; auch die Berechnung des im Nenner stshonden Doppelinte- 
grals bleibt dieselbe. Auf der rechten Seite der so aus (37) abgeleiteten 


Formel kommt also schliesslich jedes Glied zweimal vor, in dem eine 
Function P” mit m > 0 steht; dagegen die Function P," erscheint 
nur einmal. 

Sonach geht. aus (37), fiir b =0 und ¢c = 1, folgende Entwicklung 
hervor, welche an Stelle von (39) tritt: 


ies Hates 88 ot a): 1. 2 forest 
(68) ho a ( 1) . ..(m-+m).2 -(m%— mM) 
Pp, "VYi— - #) 2, we — 4;°); 


hierin ist die innere Summe iiber alle Zahlen m auszudehnen, fiir 
welche » — m eine positive gerade Zahl oder Null ist; der Strich an 
dem Summenzeichen soll hier und im Folgenden andeuten, dass fiir 
m= () nur die Hilfte des betreffenden Gliedes zu nehmen ist. 

Man kann (68) iibrigens auch aus einer Entwicklung des reci- 
proken Werthes der Entfernung zweier Raumpunkte ableiten, welche 
man bei den Potentialaufgaben fiir das Rotationsellipsoid anwendet, 
und welche selbst ein Grenzfall von (37) ist, niimlich aus der Formel: 
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*z = 2 > ( — 1)’a;” P,” (cos) P," (cosy) P,"(s) Q,"(r) cosin vg, 
a=0 »=0 


a!) me 2» 1.3.5... (2n—]® 


(n+ 9)! (w—»)! 
R? = r? — sin? + s? — sin?y — 2rs cos# cosy 


— 2y¥r? — 1 fs? — 1 sin® sing cos. 


Setzt man hierin a=—1=5 a, p=0, r=Y1—z,?, s—=yY1—#, 
so erhalt man sofort (68). 

Die Convergenz der rechten Seite von (68) beurtheilt man mittelst 
der asymptotischen Werthe von P.” und Q"; dieselben sind, wenn 
- V1 —.2", = Vi-— 4,7, 
pope ay, sirch V3 —1, 

=~(e-yYe—1), =1(—yz7—)), 
bez. gleich*) 
(2t,)"t" 


und saan. 


View ’ Vi-t? 
Aus der Additionsformel von Laplace 
P" (xx, — ¥x? — 1 Yx,2?—1 cos g) 


=2)>" 


m=0 


- (2n — 1)] 


oy ‘ + ‘mi (a — ~s ~ Pat i irae da renting 


folgt fir «=—0, 4, =0, p =0: 


- [1.3...(2n— 1)}?? n oa ” 
4 (— 1)" [Pa (0)P “(m+ m)! (wv — m)t- ry lean ste 


m=O 


Also wird, wenn Y” das (n + 1) Glied der rechten Seite von (68) 
bezeichnet: 
rn n (2t)—" (2t,)"** 
Yy" = (— 1) a, 
( Vi— t? Vi-t? 
Die Reihe convergirt daher, so lange abst, < abst. Es ist aber 
abs t = abs (¢ —/z? — 1); d. h. die Reihe (68) ist giiltig, wenn z 
im Innern einer Ellipse liegt, die durch 2, geht, wnd deren Brenn- 
punkte sich in den Punkten + 1 und — 1 befinden; dies ist dieselbe 
Bedingung, welche bei der Entwicklung des Herrn Heine nach 
Functionen P,;" und Qo auftritt. 





*) Vgl. Heine, 1. ec, Theil I, S, 232, 
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Es ist bemerkenswerth, dass fiir b= 0 auch das System der 
D, Curven (14) in ein System confocaler Ellipsen tibergeht. In der That 
erhilt man aus (11) fiir b=0, c=1, log g=rt 


1 A 4 aR 
= ' [1 + cosin 277 cosin 2@ — sin 277 sin 2@] 


= ; [l + cosin 2(ri + w)] = cosin® (ti + @), 


nasil also die Transformation z = -+ cosin (ri + @), aus welcher in be- 
kannter Weise fiir r = Const. die Schaar der Ellipsen hervorgeht: 


x y? 
telst Var este + 990 ae 


Macht man somit den Grenziibergang b= 0, so behilt dabei das 
System (14) seine Bedeutung fiir die Beurtheilung der Convergenz von 
(39); dies ist nicht der Fall fiir 6 =; denn hier geht (14) tiber in 


“—y=—1 und sy=90, 


wihrend die entstehende Heine’sche Entwicklung wieder in confo- 
calen Ellipsen convergirt.*) Es liegt dies daran, dass fiir b =O die 
Grenzwerthe der asymptotischen Werthe von K," und F," wesentlich 
identisch sind mit den asymptotischen Werthen der Grenzwerthe, d. i, 
der Functionen Pi; und Q,;, wie man sofort erkennt, wenn man in 
(28a) und (29) = it, x — 1 setzt. 

An die Gleichung (68) kann man nun alle diejenigen Erérterungen 
ankniipfen, zu welchen in §§ V., VI. und VII. die Gleichung (39) 
Veranlassung gab; man hat dabei nur alles auszuscheiden, was sich 
auf die Ovale der Curven (14) und die Curve (16) bezicht; denn letztere 
hat sich hier auf die Linie C’C zusammengezogen. Insbesondere 
BP. miissen sich alle méglichen Nullentwicklungen aus den Gleichungen 
(51) und (61) ableiten lassen. Dieselben werden hier: 


(69) P}(Vi—e?) 


r—n 


ae PVH) f ORTH) BIH ae, 
0 


nu 


(68) 


aber ‘ Aa? ile 
(69a) Qr (VY 1—2?) 


muon 


She | ae ORV I=) f Pr Via) OV Ia) ae, 
“ 


m z 


u=—2n 


nach 


C™ _ (~ 1)"** 1.3.5, .-(m+u—1). 1 3.5... (m —— -- 3) 
# 2.4...(m+u).2.4...(m—u) ’ 


*) Vergl. oben die letzte Anmerkung zu Nr. 20. 
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die Summe nach w verstanden, wie bei (68), alle Integrale in posi- 
tivem Sinne iiber eine Ellipse mit den Brennpunkten + 1, — 1 ge- 
fiihrt. Die Gleichung (69) gilt in der ganzen Ebene, die Gleichung 
(69a) ebenfalls, ausgenommen die gerade Verbindungslinie von + 1 
mit — 1. 

Die Integrale, welche in diesen Gleichungen als Coefficienten auf- 
treten, kann man auf folgende Weise auswerthen. Zunichst hat man, 
wie in (50): 


(70) [Pr VI=2D Or (VI=z) as, = 0 


fiir m>n, 
oder m 2 n, m+ m ungerade. 


Es fallen also in (69) und (69a) alle Glieder aus, fiir die m+n 
ungerade ist. Um das Integral, fiir m <<» und m+ m gerade, zu 
finden, denken wir uns P; und Q,' (wo n—v und m— w gerade 





Zahlen sind) nach Potenzen von Y(1l — 2?) — 1 = iz entwickelt; 
es ist:*) 
n j - an * 7 a 2 a 1 
Pr (V1—#) = ro F(—*t*, —2>*, — 28a! ga) 





27-1.2.3...97.(2n—1)(2n—3)... (2m —2r+1) 
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“met aff "Sm—u1) (m—w+3)... (m—w-2r—1) (m+ w+1) (m+ u+3) ... (mp u+2 r—l) 
> 2”.1.2.3...9.(2m+3)(2m+5)... (2m+27r-+1) 
1 
‘ “gmtir yi 


r= @ 
ine (— iyntt >) tA gate : 


r7==0 


r=1 


Setzt man diese Werthe in das Integral ein, macht die Substitution 
2 =~", zieht den Integrationsweg auf einen unendlich kléeinen Kreis 
mit dem Mittelpunkte 2 —0 zusammen, so ist das Integral offenbar 
gleich 22% multiplicirt in die Grésse, welche man als Coefficienten 


*) Vgl. Heine, 1. «. Theil I, 8. 218. 
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von 2—' findet, wenn man die Multiplication von P,’ in Q,” ausfihrt 
und noch mit 2” dividirt. Es ergiebt sich so die Gleichung: 


i f BVT OVI) as 
= 2a(— 1) (ae bon + aepsrbie + +++ + adrbeu); 


vorausgesetzt, dass die Zahlen » — m, n — v, m — w gerade sind; 








hier ist t = : (n — m); die Gréssen a und 6 sind als Coefficienten 


der eben angegebenen Entwicklungen definirt; das Integral der linken 
Seite ist in positivem Sinne iiber eine Ellipse mit den Brennpunkten 
+1, —1 gefthrt. 

Darch Umformung der linken Seite von (71) findet man ein be- 
merkenswerthes bestimmtes Integral. Es ist: 


J pam (//1—2?) Qr (Vi—z*) dz -{ Po(3) Qu’ (3) >is =} 


das Integral der rechten Seite ist tiber die Ellipse mit den CRE 
punkten + 1, —1 zu fthren, in welche der Integrationsweg*) der 
linken Seite bei der Transformation ; = //1 — ¢? tbergeht, und zwar 
auch in positivem Sinne. Der Integrationsweg der rechten Seite kann 
zusammengezogen werden auf eine um —— Line von -% l a wen 


Umgange um einen dieser Punkte: 





= -f' Pos) [Q2G —iy) + QPO-+iv)] os 


— ; 


Hier steht in der Klammer diejenige Grésse, welche man als Werth 
von 2Q,'(r) definirt, wenn y reell und abs r <1 ist (I. c. 8, 220). 
Sonach folgt aus (71): 


+1 
P? (x) Qu’ (x) — = a(— 1) > ot. rnuy 2>M, 


—1 


Hier sind zuniichst n —m =2t, n—v, m—w als gerade Zahlen 
vorausgesetat, aber die Formel bleibt giiltig, wenn n — m gerade, aber 
n—v und m— uw oder eine dieser Zahlen ungerade sind; denn die 
benutzten Entwicklungen fiir P? und Q," gelten dann auch noch; 
allerdings bricht dann die Reihe fiir P,’ nicht mehr ab, aber die 

*) Dass derselbe bei der Transformation ;=V1— # in der That wieder 
eine Ellipse wird, folgt daraus, dass abs (; — V;?— 1) = abs (¢e —-V#—1). 
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weiteren Glieder kommen fiir uns doch nicht in Betracht. Ist m = 2, 
so hat man insbesondere: 
+1 
n n wdx 
P? (a) Qi (a) Vi—a = 1. 
—1 


Freiburg i. Br., den 10. October 1881. 


Nachtrag. 


Erst jetzt kommen mir die beiden Aufsitze in die Hand, welche 
Herr Weierstrass im August 1880 und im Februar 1881 in den 
Monatsberichten der Berliner Akademie verdffentlicht hat (und zwar 
die franzdsische Uebersetzung derselben, Bulletin des sciences mathé- 
matiques et astronomiques, Série II, t. V, p. 157); ihr Inhalt ver- 
anlasst mich, den vorstehenden Untersuchungen noch einige Bemer- 
kungen anzufiigen. 

Herr Weierstrass zeigt a. a. O., dass eine Reihe, selbst wenn 
ihre einzelnen Glieder rationale Functionen des Arguments sind, in 
verschiedenen, von einander getrennten Gebieten convergiren und in 
diesen Gebieten verschiedene Functionen darstellen kann (d. bh. Func- 
tionen, von denen die eine nicht die stetige Fortsetzung der andern 
ist und welche nicht verschiedene Zweige einer und derselben mehr- 
deutigen Function darstellen), Ein einfaches Beispiel ergiebt sich, 
indem eine Reihe aufgestellt wird, welche gleich + 1 ist fir alle z, 
deren reeller Theil positiv ist, gleich — 1 fiir alle z, deren reeller 
Theil negativ ist; und diese Reihe wird benutzt, complicirtere Func- 
tionen der verlangten Eigenschaft zu construiren. In der spiitern Note 
theilt der Verfasser sodann einen Brief des Herrn Tannery mit, in 
dem noch einfachere Beispiele der Art angegeben werden. 

Es scheint mir bemerkenswerth, dass einige der oben besprochenen 
Entwicklungen nach Lamé’schen Functionen ebenfalls Beispiele fiir 
das von Herrn Weierstrass besprochene Vorkommniss liefern. So 
haben wir in § VII., Nr. 21., Gleichung (60) eine Entwicklung nach 
Lamé’schen Functionen erster Art von der Classe K (also ganzen 
Functionen) kennen gelernt, welche gleich + K;"(¢) ist, wenn der 
Punkt im Innern derjenigen Schleife der Curve (16) liegt, die von 
der positiven X-Axe durchsetzt wird; dieselbe Reihe war dagegen 
gleich — K,"(2), wenn sich der Punkt z im Innern der andern Schleife 
der Curve (16) befindet. 

Ein anderes Beispiel giebt die in § VI., unter 2), besprochene 
Entwicklung nach Functionen K,"(¢). Dieselbe convergirt in einem 
Ovale © einer Curve des Systems (14) und stellt in diesem Ovale eine 
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gegebene Function f(z) dar. Da aber die Convergenz nur abhingt 

von dem absoluten Betrage der durch (2) definirten Function £, so 

convergirt dieselbe Reihe auch in demjenigen Ovale ©’, durch welches 

© zu einer Curve (14) erginzt wird. Es fragt sich, welche Function 

in diesem Ovale ©’ durch die angegebene Entwicklung dargestellt wird. 
Um hierauf zu antworten, bemerken wir, dass 


Jaen as 8 
4,-—- 2 


ist, wenn f(z,) im Innern von © holomorph ist, und wenn ¢ ausser- 
halb © liegt; unter dem Integralzeichen steht nimlich dann eine 
Function, die im ganzen Innern von © holomorphen Charakter hat. 
Ist insbesondere ¢ ein Punkt im Innern von ©’, so kann man unter 
dem Integralzeichen den Factor (2, — 2)~' nach Functionen XK,’ (2) 
mittelst (39) entwickeln; durch gliedweise Integration folgt dann 
sofort: 

Die unter 2) in § VI. besprochene Reihe, welche eine Function 
f(z) im Innern eines Ovals D darstellt, convergirt auch noch in dem 
Ovale ©’, durch welches D zu einer Curve des Systems (14) ergdneat 
wird, und ergiebt als Summe den Werth Null fiir Punkte 2 im Innern 
dieses Ovals ©. 

Da der Punkt — z in ©’ liegt, sobald z sich in © befindet, und 
da K” eine gerade oder ungerade Function ist, je nachdem » gerade 
oder ungerade ist, so bestehen also die beiden Gleichungen: 





me s—ao+l a 
1 7 m ms m 
(«) me s=o-+1 
1 msym m m ‘ 
O= 2ni 2 a (— 1) C, K; © f fe) F; (4) dz;. 


Addirt man beide Gleichungen, so erhilt man eine Entwicklung von 
f(z), in der allein die geraden Functionen K vorkommen; subtrahirt 
man die zweite von der ersten, so entsteht eine Entwicklung, welche 
allein nach ungeraden Functionen fortschreitet. Macht man ins- 
besondere f(z) = K,'(z), so wird man auf die Gleichungen (60) zuriick- 
gefiihrt, wie mit Hiilfe von (41) nach Friiherem leicht zu bestitigen 
ist. Beide Entwicklungen gelten in D; ist f(2) eine gerade Function, 
so ist f(2) durch erstere Entwicklung in beiden Ovalen dargestellt; die 
eweite Entwicklung dagegen giebt in D die Function f(z), in D' die 
Function — f(2); wmgekehrt ist es, wenn f(z) eine ungerade Function 
ist. Der Fall f(z) = K;'(2) giebt das zuerst erwihnte Beispiel. 

Die zweite der eben angegebenen Gleichungen giebt uns eine 
Nullentwicklung fiir das Innere von ©; dieselbe muss nach unseren 
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allgemeinen Siitzen eine Folge der in § VII. aufgestellten Null- 
entwicklungen sein. Um dies hier zu zeigen, geniigt es nachzuweisen, 
dass die beiden Entwicklungen von f(z), welche bez. nach geraden 
und ungeraden Functionen K fortschreiten, vermége der in § VII. 
aufgestellten Formeln in einander iibergefiihrt werden kénnen. Dies 
aber lisst sich in der That sofort bewerkstelligen; zu dem Zwecke 
geht man von der Entwicklung nach geraden K aus; ersetzt alle 
geraden K mittelst (60) durch ungerade K, vertauscht die Summations- 
ordnung in der entstehenden Doppelreihe und kehrt endlich zu einer 
einfachen Reihe zuriick, indem man auf die einzelnen Glieder noch- 
mals die Darstellung von f(z) durch gerade K anwendet. Die Glei- 
chungen (60) sind hierbei nicht in der urspriinglichen Form anzu- 
wenden, sondern in der Gestalt, wie sie aus (@) folgen, wenn man 
dort f(z) = K;'(z) setzt und dann addirt bez. subtrahirt; mittelst 
(41), (58a), (60a) und (60b) sind sie leicht direct in diese Gestalt 
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Zur Theorie der Flachentransformationen. 


Von 


A. V. BAcxtunp in Lund. 


Jede Transformation, die eine jede Fliche in eine bestimmte 
Fliche und umgekehrt die letztere Fliche wiederum nur in die erstere 
verwandelt, ist eine gewohnliche (Lie’ sche) Beriihrungstransformation. 
In meiner Abhandlung im IX. Bande dieser Annalen habe ich dies 
bewiesen. Eine gewisse Classe von Transformationen, die von einer 
Fliiche zu unendlich vielen Flichenschaaren fiihren, habe ich in dem XI. 
und XIII. Bande dieser Annalen besprochen, niimlich aie Classe, die 
aus denjenigen Fliichentransformationen besteht, die durch je drei 
Gleichungen von der Form: 


x= F(e,2,Y, Ps) °° *)s 
Y =F, ( ), 
Z=F,/( ) 


begriindet sind. Jede Transformation, die zu dieser Classe gehdért, 
ist dadurch ausgezeichnet, dass sie eine jede Fliche des Gebietes 
(cyz) in nur eine Fliche in (X YZ), dagegen eine Fliche des letzteren 
Gebietes in unendlich viele Fliichen des anderen umformt. Spiiter, 
im XVII. Bande dieser Annalen, habe ich solche Transformationen 
erdrtert, die eine jede Fliiche jedes der Gebiete (xyz), (X YZ) in 
partielle Differentialgleichungen 1.0. umformen. Dieselben sind durch 
je drei Gleichungen: 


Fi (2,2%,y,P,4, Z, X, Y, P, Q)=0, 
(«) F,( )=0, 
F,( )=0 





gegeben. Unter ihnen sind gewisse von den nichstvorher genannten 
Transformationen enthalten, die ich besonders umstiindlich im XI. Bande 
dieser Annalen behandelt habe (Bd. XVII d. A., p. 308). Transfor- 
mationen, die durch mehr als drei Gleichungen zwischen 2, &, y, p, q, 
Z, X, Y, P, Q bestimmt werden, werden im Allgemeinen keine Flichen- 
Mathematische Annalen, XIX, , 26 





388 A. V. Bicrtunp. 





transformationen fiir die ganzen Gebiete (xyz), (XYZ). Ist die An- 
zahl der die Transformation bestimmenden Gleichungen vier, so 
existiren jedoch weit umfassende Fliichenschaaren, fiir welche die 
Transformation eine Flichentransformation wird (Bd. XVII d. A.,, 
p- 313). Eine specielle Transformation dieser Art ist die durch die 
vier Gleichungen: 

X=2, Ye=y, 
f(Z,2,%,y,p,9,P,%)=0, 9(Z,2,2,y,p,q, P, Q)=0 
ausgedriickte. Die Aufgabe, diejenigen Flichen zu bestimmen, die 
von dieser Transformation wiederum in Flichen verwandelt werden, 

ist mit der Aufgabe aquivalent, die Lisungen 


e=F (x,y), p= F(z), -q=F'ly), 
Z=OO(z,y), P=O(z), Q= Oy) 


von f= 0, p= 0 zu bestimmen. Auf die Erledigung dieser Aufgabe 
bezogen sich die Erérterungen der 5. und 6. Nr. meiner Abhandlung 
im XVII. Bande dieser Annalen. Ich gehe hier wieder auf die 
Charakterisirung dieser Flichenschaaren ein und betrachte so auch 
einige Specialfille der Gleichungen f= 0, » = 0. 

In dem Bezirke, in dem eine durch vier Gleichungen zwischen 
2,2, y, p, q, Z, X, Y, P, Q bestimmte Transformation eine Flachentrans- 
formation wird, ist sie im Allgemeinen eine eindeutige fF lichentrans- 
formation. Aber es giebt Fille, in denen sie unendlich-deutig wird, 
entweder in der Art, dass sie eine jede Fliche eines der Gebiete 
(xyz), (X YZ) des fraglichen Bezirkes in eine bestimmte Fliche des 
anderen, jede Fliche dieses letzteren Gebietes in unendlich viele des 
ersteren verwandelt, oder in der Art, dass sie jede Fliche jedes der 
Gebiete in unendlich viele Flichen umformt. Auf eine Transformation 
dieses letzten Charakters hat Lie in einer Abbandlung iiber die Fliichen 
von constanter Kriimmung (im Archiv fiir Mathematik und Natur- 
wissenschaft, Bd. 5, Christiania 1880) aufmerksam gemacht. Er war 
auf dieselbe gefiihrt worden durch das Studium einer neuerdings von 
Bianchi gegebenen Methode, um aus einer gegebenen Fliche von 
constanter Kriimmung neue derartige Fliichen zu erzeugen. Ich habe 
versucht, im Anschlusse an meine allgemeineren Sitze, am Ende der 
vorliegendex Abhandlung Einiges dieser von Bianchi und Lie her- 
riihrenden Theorie kurz auseinanderzusetzen. 

Der dritte Paragraph beschiftigt sich mit einigen speciellen 
Flichentransformationen von der Gattung (a). 
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Zur Theorie der Flichentransformationen. 


$ 1. 

Verschiedenes iiber die durch zwei Gleichungen zwischen 2, 2’, x, y 

und den ersten Derivirten von z, 2 in Bezug auf x,y analytisch 
definirte Figur. 


1. Zwei Flichenelemente, die z, 2, y, p,q bez. 2,2, y, p,q zu 
Parametern haben, sollen, falls die Parameterwerthe (2’, z, x, y, p, q, p’, 7’) 
die beiden Gleichungen: 


(1) { f(2,2,2,9,P,9,P,7) =9, 

9 ( }9 
befriedigen , zwei sich entsprechende Elemente dieses Gleichungssystemes 
heissen. Zu zwei beliebig gewiihlten, sich entsprechenden Elementen 
des Systems kénnen unendlich viele Fliichenelemente hinzugefiigt werden, 
die jenen unendlich benachbart sind, mit ihnen bez. vereinigt liegen 
und iiberdies einander entsprechende Elemente des Systems (1) bilden. 
Wenn niimlich (2, 2, y, p,q), (2,2, ¥y, p’, 7) die Parameter der zwei 
ersten Elemente sind, und fiir dz, dz’, dp, dq, dp, dq irgend welche 
Werthe, die den Gleichungen: 
(a) dz=pda+qdy, di =pdx+qddy, df=0, dg=0 
geniigen, gesetzt werden, so werden (¢ + dz, x+dz,---+, q+ dq), 
(e+ dz, «+ dz,---, ¢ +dq’) eben Parameter zweier Elemente 
der genannten Art. Zu jedem solchen Inbegriffe von zwei sich ent- 
sprechenden Paaren von vereinigt liegenden Elementen gehirt weiter 
ein und im Allgemeinen nur ein Werthsystem von (r, s, ¢, 7’, s’, t’), 
das zu gleicher Zeit einer Lisung: z= F(a, y), 2 = (x,y) von 
(1) als Werthsystem der zweiten Derivirten von F' und © zn- 
gehért. Es ist dieses Werthsystem dasjenige, welches die folgenden 
sechs Gleichungen befriedigt: 


b dp=rdax+sdy, dp =rdx+sdy, [fol:zn =O, 

(°) dq=sdx+tdy, d¢g=sdx«+t'dy, [folrzy =0, 

von denen die zwei letzten die Bedingungen dafiir liefern, dass jene 
Werthe von r, s, ¢, 7’, s’, t’ tiberhaupt einer Lésung von (1) zu- 
kommen. Hieraus ist aber zu schliessen, dass man durch irgend zwei 
Streifen, deren Fliichenelemente einander entsprechende Elemente des 
Systems (1) bilden, immer ein und im Allgemeinen nur ein Fliichen- 
paar: z= F(a, y), & = (a, y) hindurchlegen kann, das eine Lisung 
von (1) darstellt. 

Die Uebereinstimmung dieses Satzes mit dem Satze 8. 291 meiner 
Abhandlung im XVII. Bande dieser Annalen ist offenbar. Es heisst 
dort, dass durch jeden Streifen von Elementen (¢’ xyp'q’) eine einfach 
26* 
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unendliche Schaar von Integralen: 2 — (xz, y) geht. Nun giebt es, 
wie aus (1) und den Gleichungen (a) einleuchtet, einfach unendiich 
viele Streifen von solchen Elementen (¢xypq), die den Elementen 
(eaypq) eines gegebenen Streifens entsprechen. Nach dem eben 
Auseinandergesetzten muss ein jeder jener oo! Streifen im Verein mit 
dem gegebenen ein Flichenpaar: 2 = F (x,y), 2 = (x,y) be- 
stimmen, das eine Lésung von (1) bildet. Also kommt zu dem ge- 
gebenen Streifen von Elementen (2 xyp'q’) im Ganzen eine einfach 
unendliche Schaar von durch denselben hindurchgehenden Integral- 
flichen: 2 — (x,y), — wie vormals von mir am citirten Orte an- 
gemerkt war. 

Wir kénnen das hier Entwickelte auch so formuliren: Durch 
irgend ein Curvenpaar, das durch drei Gleichungen z =f (x), 2 = (a), 
y = v(x) darzustellen ist, geht ein ganz bestimmtes Flichenpaar, das 
eine Lisung von (1) bildet. Die Gleichungen (1) bestimmen nimlich 
zusammen mit den zwei ersten der Gleichungen (a) die Parameter 
P, % p,q von einander entsprechenden Flichenelementen, welche, 
sich an die beiden Curven anschliessend, Streifen bilden, die nach dem 
Vorangehenden die F liichen des fraglichen Paares unzweideutig bestimmen. 

Oder, wenn wir 2, 2, x, y als Coordinaten der Punkte eines 
Raumes R, (von vier Dimensionen) auffassen (d. A. Bd. XVII, p. 289), 
kénnen wir sagen: Durch jede M,° geht eine ganz bestimmte Integral- 
M,° von (1). 

2.Es giebt aber einander entsprechende Paare von vereinigt 
liegenden Elementen von (1), zu denen unendlich viele Werthsysteme 
von (r, s, t, 7’, s’, t’) im obigen Sinne zugeordnet werden. Die zwei 
Elemente (zzypq), (2 xyp'q’) der beiden Paare sind sogar ganz be- 
liebig aus den Elementen von (1) auszuwihlen. Man kann nimlich 
die Verhiltnisse dz, dy, dp, dq so bestimmen, dass der Biischel von 
(r, s, #), der ausgedriickt ist durch die zwei ersten unter einander 
stehenden Gleichungen (b), der Gleichung [fg].2»° = giinzlich zu- 
gehért, und dass zu gleicher Zeit der Biischel von (7’, s’, ¢’), der die 
beiden nichsten unter einander stehenden Gleichungen (b) befriedigt, 
— diese Gleichungen auf das dem Elemente (2 + dz---q-—+ dq) ent- 
sprechende Element (2 + dz --- g' + dq’) angewandt, — in der 
Gleichung [f@].2p = © ganz enthalten ist. Fir sy muss zu dem 
Ende die folgende quadratische pee 3 gelten: 
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und zwischen 5p ; $2 muss eine Gleichung bestehen, die aus 


[f@].2p = 9 durch Elimination von r, s, ¢ vermittelst (b) und unter 
dy 


Beriicksichtigung der zuletzt aufgeschriebenen Gleichung (2) fiir 37 









































hervorgeht. 

Ein jedes dieser oo' méglichen Werthsysteme von se, ot be- 
stimmt zusammen mit einem Werthe von ot. aus (2) ein Flachen- 
element (¢-+dz, x+ dz,---,q-+ dq), das mit dem Elemente (zxypq) 
ein Paar bildet, welches in Verein mit seinem entsprechenden Paare 
auf die in der vorigen Nummer angegebene Weise oo' Werthsysteme 
von (r, s, t, 7’, s’, t’) bestimmt. 

Wir sehen somit, dass es auf jedem Flichenpaare: z= F(a, y), 
‘== M(x, y), das eine Lisung von (1) bildet, zwei Schaaren von ein- 
ander entsprechenden Streifenpaaren giebt, lings derer dieses Flichen- 
paar unendlich viele andere Flichenpaare beriihrt , die ebenfalls Lisungen 
von (1) bilden.*) 

S. 290, 291, Bd. XVII d. A. habe ich gezeigt, dass die Fliichen 
2 = (xy) [oder z = F(x, y)], welche die einen Theile der Lésungen 
von (1) bilden, zwei linearen partiellen Differentialgleichungen 3. O., 
deren erste Derivirte sich auf nur drei Gleichungen reduciren, als 
Integrale geniigen. Die Integralfliichen solecher Paare von partiellen 
Differentialgleichungen 3. O. sind aus je zwei Schaaren von Charakte- 
ristiken zusammengesetzt (d. A. Bd. XIII, pag, 91—94). Diejenigen 
der eben genannten Beriihrungsstreifen, die auf der Fliiche 2’ = ® (a, y) 
[oder 2 == F(x, y)] liegen, bilden eben die Charakteristiken jenes Paares 
von Gleichungen 3. 0. Die Charakteristiken dieses zu (1) gehérigen 
Gleichungspaares werden aber tiberdies Streifen, lings derer fiir die 
Integralflichen Beriihrung schon von der 1. O. méglich ist. 


Fassen wir 2, 2’, 2, y als Punktcoordinaten in R, auf, so haben 
wir aus dem jetzt Entwickelten zu schliessen, dass auf jeder Integral- 
M,° von (1) zwei Schaaren von M,° verlaufen, lings derer jene M,° 
von unendlich vielen anderen Integral-M,° desselben Gleichungspaares 
(1) beriihrt wird. Diese M,° mit ihren Biischeln von je oo! Tangenten- 


*) Wenn z= F(a,y), 2 =O(x,y); = F(a, y), & =O" (a, y) owei 
solche sich beriihrende Paare bilden, und itiberdies die beiden Flichen z= F'(a, y), 
z= F)(2,y) sich nach ihrer Beriihrungscurve osculiren, so miissen auch die 
zwei Fiiichen z = O(a, y), 2 =") (a, y) nach ihrer Beriihrungscurve sich oscu- 
liren. Denn einem Werthe von (r, s, ¢), der der Gleichung [f¢],,,,, = 0 geniigt, 


entspricht ein einziger Werth von (7’,s’,t’) vermittelst dreier der Gleichungen: 
die ersten Derivirten von f und in (1) in Bezug auf wz, y gleich Null. 
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ebenen nenne ich kurz Charakteristikenstreifen*) oder kiirzer sie sowohl 
als die M,° selbst Charakteristiken von (1). Durch eine Charakteristik 
kann man nicht, wie durch jede andere M,°, blos eine, sondern oo” 
Integral- M,° von (1) legen. 

Die Charakteristiken sind die einzigen M,° von dieser Eigenschaft, 

3. §. 296, Bd. XVII d. A. habe ich bewiesen, dass die all- 
gemeinste Gleichung z — z(y, p,q, p,q) =O, die mit (1) co® Inte- 
gral-M,° gemein hat, durch eine lineare partielle Differentialgleichung 
2. O. definirt ist. Hieraus folgt, dass es eine und im Allgemeinen 
nur eine Gleichung: x — z(y, p, 9, p,q) = giebt, die erstens von 
allen denjenigen Werthsystemen von (x, y, p, g, p’, q’), die durch irgend 
zwei (zu f=0, p= 0 hinzugefiigte) Gleichungen zwischen diesen 
Gréssen ausgeschieden werden, befriedigt wird, und zweitens fiir diese 
selben Werthsysteme einer beliebigen linearen Relation zwischen den 
Differentialquotienten von zx (oder y) geniigt. Man kann zu diesem 
Satze auf einem anderen Wege gelangen, den ich hier angeben will. 
Aus ihm kann man sodann riickwirts schliessen, dass die Gleichung 
fiir x eine partielle Differentialgleichung 2. O. sein muss, 

Wir haben erstens, wenn wir die Gleichungen (10) in Bd. XVII 
d. A. p. 291: 


[fo]ep=9, [P¥]sep=9, [Hf ]zp = 9 
fiir die oot hier besonders in Frage gestellten Werthsysteme von 
(2, 2, 2, Y, P, Y,P, Y) anwenden wollen, fiir die Verhiiltnisse der 
Differentialquotienten von ~ gewisse Werthe einzufiihren, die in fol- 
gender Weise zu bestimmen sind. y ist die Function «— (y, p,q,p’,q), 
frei von z, 2, welche Gréssen wir uns iiberall vermittelst der Gleichungen 
(1) herauseliminirt denken. Schreiben wir die beiden zu (1) beliebig 
hinzugefiigten Gleichungen in 2, y, p, q, p, q unter der Form: 
a—F(p,q,p,¢)=9, y— O(p,4, vg) =9, 

so haben wir die fraglichen Werthe von 
eee es ee 

a ee dq ° Ou’? 





Se 

ey’ > @q 
eindeutig bestimmt durch die supponirte lineare Relation zwischen 
diesen Differentialquotienten und durch die folgenden Gleichungen 
(d. A. Bd. XIII, p. 413): 


aa é , 0 , , 0 , ‘ Ox 
F (p)— 5, % (v=) — Fp = FPO-—FOW)—F =o 





*) Zwei unendlich benachbarte M,° begriinden einen Streifen auf jeder durch 
dieselben gelegten ™,°. 
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Aus jenen Gleichungen (10) d. A., Bd. XVII, kommen wir nach- 
her fiir ein jedes der in Rede stehenden Werthsysteme von (2, 2’, 2, 
¥,P,9,P,q) zu einem bestimmten Werthsysteme von (r’, s’, t’), und 
hernach aus den ersten Derivirten von f=—0, m» = 0 zu einem eben- 
falls ganz bestimmten Werthsysteme von (7, s, ¢). 

Die durch 


pdx+qdy=—dz, ---, rde-+sdy=—dp, --., sdy+t'dz = dq 
dargestellten Werthe der Differentiale von z, 2’, p,q, p,q befriedigen 
von selbst, auf Grund der obigen Gleichungen (10) d. A., Bd. XVII, die 
Gleichungen df = 0, dp = 0, dy = 0. Wegen der durch die 


Gleichungen I” (p) — oy Y'(p) — Se = 0, etc., gegebenen Ausdriicke 
fiir 22 ete., d. i. kaa ete. geben die zwei Gleichungen: 
Op Ox 


d(ia—F)=0, diy—%)=0 
nur eine neue Gleichung ab. Diese Gleichung, die wir bestehen 
lassen, giebt fir sf einen bestimmten Werth in 2, 2’, 7, y, p, q, p’, q. 


dy 
dx 


Werthen von —— a? (= r4sS),. ot 1 (= s+t’ 5) werden 
die 04 siti (ze xy pay”), tie die Gleichungen erfiillen: 
f=0, p=0, «=F, y=9, 


Entsprechend diesem Werthe von und den daraus folgenden 


zu co® vollig bestimmten M,° zusammengeordnet. Line jede dieser 
M,° bestimmt nach der 1. Nr. eine fir f—=0, p =O gemeinsame 
Integral-M,°, die auch Integral einer Gleichung y(= x — x) = 0 der 
oben genannten Kigenschaft wird. So haben wir im Ganzen co* M,), 
die den Gleichungen (1) gentigen und eine gewisse Gleichung y=x— y4=—0 
von der oben angezeigten Eigenschaft so bestimmen, dass sie auch 
ihr als Integrale zugehéren. Daher ist, wie kurz vorher gesagt, die 
Gleichung # = 0 durch die genannten Bedingungen vollstiindig be- 
stimmt. 

4. Gleichungen py = x — x(y, Pp, ¢, p,q) =O dieses Charakters 
bilden eben die Gesammtheit aller Integrale einer partiellen Differential- 
gleichung 2. O. Im Bd. XVII d. A. habe ich erklirt, wie man diese 
Gleichung aufzustellen hat, und ausserdem die Existenz von inter- 
mediiren Integralen, jedes ausgedriickt durch zwei involutorische 
partielle Differentialgleichungen 1. O., nachgewiesen. In dieser Nr. 
behandle ich den Fall eines ersten Integrals, ausgedriickt durch eine 
partielle Differentialgleichung 1. O. Q = 0, dieser linearen partiellen 
Differentialgleichung 2. O. fiir y. 
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Betrachten wir zunichst eine einfach unendliche Schaar von 
Lésungen #(x, y, p, g, p, Y, 4) = 0*) der partiellen Differential- 
gleichung 1. 0. 20. Ibr Umhiillungsgebilde heisse ¥ = 0. Diese 
Gleichung ist auch eine Lésung von Q =O, und hat daher, wie eine 
jede Lésung dieser Gleichung, co* Integral-M,° gemeinsam mit (1). 
Auf irgend einer Y,°, die (1) und der Gleichung yp = » (2, y, p,q, p' q’, 4°) =0 
als Integral geniigt, wird durch die Gleichung yp) = y+ diy’ (a°) =0 
ein Streifen ausgeschieden. Derselbe gehért auch der Gleichung ¥ = 0 
zu, weil diese die Gleichungen ~(4) =O umbhiillt. Es sind fir die 
Elemente **) des Streifens 

ae. 
Qz° dy’ ? oq’? 





bez. proportional 

aye aut aut 

an? dy? aq 
Daher werden durch ¥Y = 0 in Verein mit (1) bestimmte Werthsysteme 
von (r,s, t, 7’, s, t’) den Elementen des Streifens zugeordnet, und zwar 
dieselben wie durch y® = 0 in Verein mit (1). Folglich muss durch 
den genannten Streifen eine fiir (1) und fir ¥Y = 0 (d. A. Bd. XVII, 
Nr. 6.; 7.) gemeinsame Integral-M,° sich hindurchlegen lassen. Dies 
muss eine andere M,° sein als die vorhin betrachtete, weil sonst 
Y = 0 dieselben co* Integral-M,° gemeinsam mit (1) haben wiirde 
als y® =. Indem wir eine andere Schaar von oo! Lésungen y = 0, 
welche die niimlichen zwei Gleichungen y® =0, y) =O enthalten, 
herausnehmen , finden wir eine andere Lisung Y’ = 0 als Umhiillungs- 
gebilde der Letzteren. So finden wir auch eine neue, eine dritte 
Integral- M,° von (1), — niamlich eine fiir (1) und ¥ = 0 gemeinsame 
Integral- M,°, — die durch den betrachteten Streifen hindurchgeht. 
In dieser Weise erkennen wir, dass durch jenen Streifen oo” Integral- 
M,° von (1) hindurchgehen, und der Streifen ist somit (Nr. 2.) eine 
Charakteristik von (1)***). 


*) Die Gréssen z, 2° sollen vermittelst (1) herauseliminirt gedacht werden. 

**) Ich bezeichne kurz die M,°-Elemente (zz cypqp'q’) (d. A. Bd. XVII, 
p. 287), die an eine M,° sich anschliessen, als Elemente eines an diese M,° sich 
schliessenden Streifens. . 

***) Weiter sehen wir Folgendes. Weil der nun betrachtete Streifen eine 
Charakteristik von (1) ist, so miissen die ersten Derivirten von (1) befriedigt 
werden von w! der Werthsysteme von (r,s, t¢, 1°, s’, t’), die durch die Gleichungen 
des Streifens: dp=rdx+sdy, dqgq=sdx-+tdy, dp =rdx-+ s‘dy, 
dq =sdx-+t'dy den Elementen desselben zugeordnet werden, nimlich von 
dem durch die zwei ersten Gleichungen bestimmten Biischel von (r, s, ¢), vereint 
mit den, den einzelnen Werthsystemen (r, s, t) dieses Biischels, eindeutig, ver- 


mittelst der Derivirten der Gleichungen (i), die auf Grund von [FO] xp" 


drei von einander unabhingige Gleichungen sich reduciren, entsprechenden 





= 0 auf 
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Kine vollstindige Lésung von Q=0 hat finf arbitrire Con- 
stanten. Sie ist also von der Form: 


v(x, ¥,P, 4; P, q; Ay, Aare As) — 0, 

und kann insbesondere linear in Bezug auf die 4 sein, wenn 2 = 0 
eine lineare partielle Differentialgleichung 1. O. ist. Ich betrachte 
jetzt eine in der hingeschriebenen vollstiindigen Lésung enthaltene 
Gleichung: (A,°, 4,°, ++ -, 4,°) == 0, nebst allen oo ihr unendlich 
benachbarten Gleichungen derselben Schaar, die ein und dasselbe 
Element (xypqp'q’) enthalten: 

(€) — W(Ay°, Ag, ++ 45°) + dA, Y'(A,°) +d, Y'(A,°) + «++ + dd, w (A5°) =0, 
und daneben eine Integral - M,° von (1) und von (A,°, 4,°, «++, 4;°) =0, 
die ebenfalls dasselbe Element (xypqp'q') besitzt. Nach dem eben 
Auseinandergesetzten muss ein jeder Schnitt zwischen dieser Integral- 
M,° und irgend einer Gleichung (c) eine Charakteristik von (1) bilden. 
Vom Elemente (z2’xypqp'q) gehen nur zwei Streifen aus, die auf der 
Integral- M,° verlaufen und den Gleichungen (1) als Charakteristiken 
zugehéren. (Nr. 2.) Simmtliche Gleichungen (c) miissen dieselbe 
Charakteristik ergeben; denn, wenn zwei dieser Gleichungen, etwa: 

(Ay, + +5 As°) + day? '(A,°) + +++ + dd,oy'(A;°) = 0, 
¥( Yt dayyv( )+---+dasv( )=0, 
verschiedene Charakteristiken lieferten, so miisste die Gleichung: 
dio+uda, _. 0194-8610 i, ye 

VC, + +, dg) + SAREE Wat. + SEES ya, —0 
einen dritten derartigen Streifen ergeben, und also wiirden von 
(eg zypqp'q), — den oo! Werthen von uw entsprechend, — oo! Streifen 








Werthsystemen von (7’, s',t’). Die Elemente (z2’xypqp'q’) des Streifens gehdren 
der Gleichung »") = 0 zu, und es geniigt daher, eine der Gleichungen 

dy” dy 

a ahaa Mihe 
— in denen fiir r’, s’, ¢’ ihre eben erwihnten, durch die ersten Derivirten von 
(1) gelieferten Werthe in r, s, ¢ eingefiihrt werden, — anzuwenden, um ein 
Werthsystem von (r, s, t, 7’, s’, t') zu erhalten, das den Gleichungen (1) und 
vy = 0 gleichzeitig geniigt. Aber dann muss nach Nr. 6., 7, d. A., Bd, XVII 
eine Integral-M,° von (1) und wy = 0 sich durch jenen Streifen hindurchlegen 
lassen. Indem wir in gleicher Weise mit den anderen Gleichungen der ersten 
(beliebig herausgewiihlten) einfach unendlichen Schaar von Lisungen 


w(x, Y¥, P, qd, PY, q; 4) =0 
verfahren, schliessen wir, dass die oben erwihnte Integral-M,° von ¥Y = 0 ein 
osculatorisches Umhiillungsgebilde von o! Integral-M,° der o! von ¥=0O um- 
hiillten Lésungen w(2) = 0 bilden miisste. 
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ausgehen, die simmtlich auf derselben Integral-M,° verliefen und 
Charakteristiken von (1) wiiren, was fiir ein beliebiges Element 
(22°xypqpq) von (1) unméglich ist*). Also schliesslich: durch die 
Gleichungen : 


VAY 459) =O, H(A, day + (A,") dd, +--+ + ¥'(A,") dd, = 0, 
wo drei der Verhiiltnisse i a ; at ; ae arbitrir sind, wird 
eine und dieselbe Charakteristik von (1) ausgedriickt. Oder, da die 
genannten Gleichungen eine Charakteristik von Q =O definiren, die 
Charakteristiken von Q = werden jetzt Charakteristiken von (1). 

Hieraus folgt weiter, dass vom Elemente (z2’xypqp'q') von (1) 
nur eine fiir Q = 0 charakteristische Reihe von Elementen (22 xypqp'q) 
ausgeht. Denn, betrachten wir irgend ein Integral »’ =0 von Q=0, 
eine Integral- M,° von (1) und von w~® = 0 und irgend einen Streifen 
dieser Integral-M,°, der keine Charakteristik von (1) bildet. Durch 
diesen Streifen kénnen wir co” andere Lésungen y =O von Q=0 
legen. Der Schnitt zwischen jener M,° und irgend einer zu y° = 0 
unendlich benachbarten der Lésungen y’ = 0 muss, nach dem 
Vorangehenden, ganz aus Charakteristiken von (1) und von Q=0 
bestehen. In demselben Schnitte ist auch der genannte Streifen ein- 
begriffen. Er ist aber kein charakieristischer Streifen fiir das 
Gleichungssystem (1). Darum miissen alle die durch die Elemente 
(22 aypqpq) des Streifens hindurchgehenden Charakteristiken von 
Q=0, die auf der M,° liegen, der letztgenannten Gleichung y’ = 0 
und sonach allen jenen Gleichungen yw’ =( zu gleicher Zeit zugehéren. 
Wir betrachten weiter irgend ein Element (z2'xypqp'q’) des Streifens, 
und eime Lésung y’ =O, die dieses Element, aber keine anderen 
Elemente des Streifens enthialt, und die zu ~® = 0 unendlich benach- 
bart ist. Auch ~” =O muss die von (22’ eypqp' q’) ausgehende Charak- 
teristik von Q 0, die auf der M,° verliuft, enthalten. Durch jene 
Charakteristik von (Q = und) (1) geht eine Integral- W,° von (1) 
und von ~” =—0**). Indem wir von dieser M,° in derselben Weise 
risonniren wie von der vorigen, sehen wir, dass alle Lésungen yy —0 
von Q2=0, die das niimliche Element (z2’ xypqp’'q’) besitzen, eine 
und dieselbe Charakteristik von (1) und Q = 0 gemeinsam enthalten. 
Wir finden also zu jedem Elemente (22 xypqp q') von (1) nur eine 
einzige Reihe von Elementen (22 xypqp qd), die eine fiir [(1) und] 
Q = 0 charakteristische Reihe wird. 





*) Ich sehe niimlich von den Fillen ab, wo in den Gleichungen (1) 
f = F(z, 2, x, y, p) ist, oder wo in den beiden Gleichungen f=0, op =O zu 
gleicher Zeit p,q oder p’, q’ fehlen., 
**) Siehe den Anfang der dritten Note dieser Nummer. 
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Ich habe von dem Falle absehen kénnen, dass durch das Element 
(ez xypqp q) unendlich viele Integral-M,° von (1) und von y® = 0 
hindurchgehen. Denn dies kann nicht fir ein beliebiges Element von 
(1) und ein beliebiges Integral ~° = 0 von 2 =0 eintreffen. Diejenigen 
Gleichungen y = 0 niimlich, die zu einem besonderen Systeme (1) in 
einer solchen Beziehung stehen wiirden, dass zu jedem Elemente 
(e¢ xypqp'q’) von (1) und von ~=O co! Werthe von », s, ¢ zu- 
gehéren, werden wenigstens zwei partielle Differentialgleichungen 1. O. 
befriedigen. 

Wenn aber die von irgend einem Elemente (22’xypqyp'q’) von (1) 
ausgehenden charakteristischen Streifen von 2 =O an eine und die- 
selbe einfache Reihe von Elementen (z2’xypqp'q’) sich anschliessen, 
die also bestimmt ist durch fiinf Gleichungen zwischen 

2,2,20,Y,P),9,P,¢:¥=C, Y=C,---, YP =C", 
so ist jene Gleichung 2 =0 eine lineare partielle Differentialgleichung 
1. O. Alsdann kann man durch eine beliebige vierfach unendliche 
Mannigfaltigkeit, dargestellt durch (1) und durch 

P(e, 2,2,9,P,9;P,7)=9, O4,2,2,y,p,9,P, 7) =9, 
ein ganz bestimmtes Integral: Funct. (y, v’, ---, y/”) = 0 von Q=0 
legen. Gelten nun fiir die vom Elemente (22’ xypqp'q’) ausgehende, 
fir (1) und fiir Q =O gemeinsame Charakteristik die Gleichungen: 
r+ms=yp, stmt=»v, r=—as+b, s=a's+J, t'=a's+0d’, 
so haben wir, indem wir fir r,s, t,7’,s',t’ diese Werthe und fiir 
dz, dz’, dp,---,dq die Werthe: dz=pdx+qdy, dz? =p'dz+q dy, 
dp =rdx + sdy, --+, dg=sdx+tdy in die Gleichungen 
dF =0, dd =0 einfihren, ganz bestimmte Werthe von 1, s, -- -, ¢’, 
dy: dz. Die Differentiale von (1) sind, wegen der obigen Werthe 
von 7,s,---,¢’, von selbst erfillt. Mit Anwendung der jetzt erhaltenen 
Werthe von 7,s,---, t’, dy: da bestimmt man zu jedem Elemente 
(2z’xypqp q) unserer vierfachen Mannigfaltigkeit: (1) und F = 0, 
® = 0, einen gewissen Integralstreifen von (1), dessen simmtliche 
Elemente der genannten vierfachen Mannigfaltigkeit zugehéren. So 
dass diese vierfache Mannigfaltigkeit in eine véllig bestimmte Schaar 
von oo® Integralstreifen von (1) sich zerlegen lisst. Die co* Integral- 
M,° von (1), die nach der 1. Nr. durch diese Streifen hiudurchgehen, 
befriedigen auch die Gleichung: Funct. (~, ’,---, ¥/”) = 0, von der 
vorausgesetzt war, dass sie ein Integral von 2 = 0 ist, und sie sind 
alle von Charakteristiken von 2 = 0 erzeugt. 

Wir erkennen an einem Beispiele die Méglichkeit eines solchen, 
durch eine lineare partielle Differentialgleichung 1. O. ausgedriickten, 
ersten Integrals der partiellen Differentialgleichung 2. O. fiir y. Eine 
partielle Differentialgleichung 2. O. in R, von der Form: 
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F(x, y,p, 9,7 8, t) =9 
ist ein specieller Fall eines Gleichungssystems (1) (d. A., Bd. XVII, 
Nr. 32). Wenn sie zu einer Gleichung 3. O. in einer solchen Be- 
ziehung steht, dass zu jedem Elemente (xypqrst) der Gleichung 2. 0. 
eine fiir diese Gleichung und die Gleichung 3. 0. gemeinsame Charak- 
teristik existirt, so bilden diese Charakteristiken ein System von genau 
der Kigenschaft des obigen Systems Charakteristiken von Q = 0. Die- 
jenigen Gleichungen der 2. und 3. O., die aus einem Gleichungspaare 
fi(z,y,p, 49,7, 8,t) = 90, fo(z,¥, p, a, 7, 8, 4) =0 mit gemeinsamen 
Charakteristiken und oo* gemeinsamen Integralfliichen vermittelst einer 
Flachentransformation: 


X= F(x, y,p, 49,7, $, 4), Y = F,(%,y,p,9, 7,8, 4), 
P=9,(z,y,p,9,7,8,%), Q = 9, (x, ¥, p,q, 7, 8, b) 


hergeleitet werden (siehe d. A., Bd. XIII, p. 76), bilden ein specielles 
System dieser Art. 


5. Wie beschaffen ist das Bild im Raume (#yz) der Gleichung 
Q=0? Durch Q=0 soll jedem Elemente (zz xypqp'q’) von (1) 
eine Charakteristik zugeordnet werden, also auch, wie friiher bemerkt, 
demselben Elemente eine bestimmte einfach unendliche Schaar (Biischel) 
von Werthen von (r, s, t, 7’, s’, t’). Durch die Gleichungen (1) werden 
p,q bestimmt in Function von 2, 2,2, y, p,q. Also wird, vermittelst 
Q=0, jedem Fliichenelemente (zxzypq) eine Schaar von einfach un- 


endlich vielen, den Werthen von 2’ entsprechenden, einfachen Biischeln | 


von (r,s, ¢) zugeordnet. Die Gesammtheit aller dieser, auf den co*® 
Fliichenelementen des Raumes (xyz) befindlichen Werthschaaren von 
(r, s, t) wird durch eine Gleichung F(z, «, y, p,q, 7, 8, t) =O repri- 
sentirt. Sie stellt, wenn r,s, ¢ als Punktcoordinaten eines Raumes R’ 
gedeutet werden, eine Linienfliiche in diesem Raume dar. Sie wird 
nun das Bild von Q = 0, 

Diese partielle Differentialgleichung 2. O. /’ =O muss iiberdies 
mit den zwei linearen partiellen Differentialgleichungen 3. O., fiir 
welche die einen Theile z = F(x, y) der Lésungen von (1) gemein- 
same Integrale werden, co” Integralflichen gemein haben, in der Art, 
dass von jedem Flichenelemente oo! fiir alle drei Gleichungen gemein- 
same Charakteristiken ausgehen. Wenn zwei Elemente (zzypqrst) 
zweier unendlich benachbarter Charakteristiken vereinigt liegen, liegen 
diese letzteren selbst in ihrer ganzen Ausdehnung vereinigt. 

6. Die Theile z= F(x, y) der Lésungen von (1) brauchen nicht 
immer ein System von zwei partiellen Differentialgleichungen 3. O. zu 
bilden. Wenn z. B. in den beiden Gleichungen (1) die Grosse 2’ fehlt, 
so stellen die Integrale der partiellen Differentialgleichung 2. 0, 
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[fp]e2p = 9, aus welcher man sich yp’, q’ vermittelst (1) eliminirt 
zu denken hat, eben jene Theile von Lésungen von (1) dar. Zu jedem 
Integrale = F(x, y) hat man jetzt oo! entsprechende Functionen 
a: f (pda + qdy)=2. 

Wenn sowohl 2’ als z in beiden Gleichungen (1) fehlen, werden 
sowohl die Theile = F (x,y) als die Theile 2 — M(x, y) der 
Lésungen von (1) Integrale von partiellen Differentialgleichungen 2. O., 
nimlich von den Gleichungen: [f@].2p7 =0, [f@]:2p =0, — aus 
der ersten p’, q’, aus der zweiten p, q vermittelst (1) eliminirt. Hine 
jede Lésung von (1) hat alsdann die Form: ¢ = F(a, y) + eine 
arb. Const., 2° = (x, y) + eine arb. Const. 


§ 2. 
Von der durch die zwei Gleichungen (1) begriindeten Transformation 
gewisser Flachenschaaren. 
7. Jede der zwei Gleichungen: z= F(az,y), 2 = O(a, y), die 
eine Lésung von (1) bilden, wird im Allgemeinen durch zwei lineare 
partielle Differentialgleichungen 3.0. dargestellt. Die beiden Gleichungen 


- einer Lésung repriisentiren zwei Flichen resp. der Riiume (xy 2), (wy2z’). 


Zwischen ihnen besteht ein eindeutiges Entsprechen (d. A. Bd. XVII, 
Nr. 22.), und noch mehr, es besteht zwischen den Elementen 
(exypaqrst), (2 xyp'q'r's't’) der beiden einander entsprechenden Flichen 
ein eindeutiges Entsprechen, nimlich so, dass jedem Werthsysteme 
von (2,2, ¥, p,q, 7, S, t) dasjenige Werthsystem von (¢’, x, y, p’, q', 7”; s’, t’) 
entspricht, das durch Elimination aus (1), [fg]. 2») = 0 und irgend 
drei der Gleichungen: Sf = (0), a = (), = 
tirt. Es existirt folglich jetzt eine Transformation vom Raume (xyz) 
zum Raume (xyz2’), die fiir alle Integralflichen eines gewissen Paares 
linearer partieller Differentialgleichungen 3. O. eine Flichentransfor- 
mation ist, und bei der ausserdem die Beriihrung 2. O. erhalten bleibt. 
Dass es keine specielle Beriihrungstransformation der 2. O. giebt, die 
fiir den ganzen Raum (xyz) eine Flichentransformation ist, habe ich 
im IX. Bd. d. A.*) bewiesen; ich habe auch daselbst angemerkt, dass 
es keine derartige Transformation giebt, die alle Integralfliichen einer 
partiellen Differentialgleichung héherer Ordnung**) wiederum in Flichen 
iiberfiihrt, und fiir den Fall einer partiellen Differentialgleichung 2. O. 
den Grund hierfiir nachgewiesen (a. a. O. p. 512, Nr. 10.). Dass aber 
fiir Systeme mehrerer Differentialgleichungen derartige Transformationen 


= 0, a =O resul- 








*) Siehe auch d, A., Bd. XI, p. 213. 
**) D. A., Bd. IX, p. 306. — (Betreffend die Transformationen der partiellen 
Differentialgleichungen 1, 0. siehe besonders § 5. der citirten Abh.) — Fiir Riume 
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stattfinden kénnen, haben wir jetzt gesehen. Ich will nun versuchen, 
diesen Umstand ausfiihrlich zu erkliren. 

Betrachten wir erstens eine partielle Differentialgleichung der m. 0. 
F’ = 0, und nehmen wir an, dass es eine Transformation giebt, welche 
die Integralflichen derselben wiederum in Fliichen, insbesondere Integral- 
fliichen , die in einem Punkte eine Beriihrung von der m. O. eingehen, 
wiederum in Fliichen mit Beriihrung von der m. O. iiberfiihrt, so sehen 
wir Folgendes: Wenn C eine beliebige Integralfliche und p irgend 
einen Punkt derselben bedeutet, und man bezeichnet mit p,, p, die 
Werthe der ersten, mit p,,z, diejenigen der zweiten, --+ mit px, x,...%, 
(ky, ky, +++, ke = 1 oder 2) diejenigen der n'* Differentialquotienten 
von’ z, die C im Punkte p zugehéren, so hat man ein Werthsystem 
VON Pi,k,...%,4, bestimmt durch die m + 3 Gleichungen 


ar 
dz ~ 0, 


wenn man mit py,x,...%,, + OPe,k,... x, die Werthe der m'‘* Differential- 
quotienten von z bezeichnet, die im Punkte (x + dz, y+ dy) einer 
Integralfliiche C’ zugehéren, die zu C unendlich benachbart ist und 
mit ihr in dem genannten Punkte (# + dz, y + dy) eine Berihrung 
von der m— 1. QO. hat. Dieses Werthsystem von (m-+ 1)'" Differential- 
quotienten von z gehdrt einer Integralfliche C” von F = 0 an, die 


aF 


ri) Pr, in, Pky hg. «kyl dx + Pr, ky. hyp, 2 dy ? dy Sai 9, 


von zwei Dimensionen gestaltet sich die Sache anders. Betrachten wir zum Bei- 
spiel das Gleichungssystem (d, A., Bd. XVII, p. 297): 


; dz dz Nes! ee 
fol 2, 2, 2, Ht s)=9, wo(2, 2,2, , i )= 0. 
Indem wir aus diesen Gleichungen und der Gleichung [f,9] 4, = 0 die Gréssen 
83 —— 
dx 
‘ rd eliminiren, bekommen wir eine Gleichung 2. O, fiir z. Eine zweite 
Gleichung 2. O., eine Gleichung fiir z, erhalten wir aus [fy qo] qe = durch 
dz Hh 
Elimination von ¢’, ie vermittelst f, =0, m)=0. Zwischen je zwei Integral- 


curven derselben Gleichungen: 2 = ®(a%), z= F(x), die zusammen eine Lisung 
von fe = 0, 9, = 0 bilden, besteht ein eindeutiges Entsprechen, und dies ist be- 


; , ae dz F : 
sonders mit den Elementen (« x S*), (cx a) der beiden Gleichungen 2, 0. 


der Fall. Hier existirt also eine Transformation, die keine 'l'ransformation von 
beliebigen Curven der Ebene (zx) wiederum in Curven ist, die aber alle Integral- 
curven der einen der genannten Gleichungen 2. O. eindeutig in die Integralcurven 
der anderen Gleichung 2. O, iiberfiihrt, (Vgl. d. A., Bd. IX, p. 300.) Sie ist 
aber eigentlich nicht als Beriihrungstransformation zu charakterisireu, da sie nur 
die w* Integralcurven der Gleichungen 2. O. betrifft, von denen im Allgemeinen 
keine zwei sich beriihren. 
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mit C im Punkte p und mit C’ im Punkte («+ dx, y+ dy) eine 
Beriihrung von der m. O. besitzt. Nun fihrt die angenommene Trans- 
formation unsere drei Flichen C, C’, C” tiber in drei Flichen [, f’, [”, 
von denen die letzte mit den zwei ersten, einander unendlich benach- 
barten Flichen [, [ in zwei unendlich benachbarten Punkten eine Be- 
rihrung von der m. O. eingeht. Jene zwei unendlich benachbarte 
Fliichen [, [’ miissen aber dann eine Beriibrung von der m — 1. O. 
mit einander eingehen, so dass die angenommene Transformation je 
zwei unendlich benachbarte Integralfliichen C,C’ von I’ = 0, die eine 
Beriihrung von der m — 1. O. mit einander haben, in zwei ihnliche 
Flichen [, [’ umformt. 

Nun kann man zwei Integralfliichen von /' = 0 construiren, die 
einander unendlich benachbart von der 2. QO. sind und Beriihrung von 
der m — 2. O. mit einander haben, und sodann eine dritte Integral- 
fliiche, die jenen beiden unendlich benachbart von der ersten Ordnung 
ist und mit ihnen in zwei unendlich benachbarten Punkten eine Be- 
riihrung von der m — 1. O. eingeht. Dies liegt darin, dass die Glei- 
chungen: Opp, 45... &, 5 == Dhike + ky UL Payky ebm CY, F = O fiir 
alle unendlich kleinen Werthe von 0),%,x,.,.% 


* *m—1 


durch Werthe von 
Pk,k,...k,, befriedigt werden kénnen. Nach der eben gemachten Be- 
merkung werden diese drei Fliichen in drei neue derartige Flichen 
verwandelt. Also muss unsere Transformation je zwei Integralfliichen, 
die einander unendlich benachbart von der 2. O. sind und in einem 
Punkte Beriihrung von der m — 2. O. besitzen, in zwei aihnliche Flichen 
verwandeln. Indem wir dasselbe Riisonnement weiter verfolgen, kommen 
wir schliesslich zu dem Satze, dass je zwei Integralfliichen yon F' = 0, 
die eine Beriihrung von der 1. O. besitzen und unendlich benachbart 
von der m — 1. O. sind, vermittelst der genannten Transformation in 
eben derartige Flichen umgeformt werden. 

Aber im IX. B, d. A. habe ich bewiesen, dass, wenn von den 
Flichen eines unendlichen Systems, das den ganzen Raum wenigstens 
viermal erfiillt, je zwei, die einander unendlich benachbart sind und 
eine Beriihrung von der ersten Ordnung eingehen, durch eine Trans- 
formation in aihnliche Flichen verwandelt werden, die Transformation 
eine gewohnliche (Lie’sche) Beriihrungstransformation ist, die fiir den 
ganzen Raum eine Flichentransformation wird.*) Zwar habe ich nicht 


*) Ich nehme die Gelegenheit wahr, eine Liicke in dem p. 311, Bd. IX d. A. 
gefiihrten Risonnement auszufiillen. Es wird dort bewiesen, dass die beiden 
Flichenschaaren f (2,21)... 50,5 Aqy-.+54y49) =O, (8 ,H'y.-05M yy Aty dps.) Ap gg) =0, 
die in der Art einander zugeordnet sind, dass je zwei Flichen f(4)=0, f(4-++-d2)=0, 
die sich beriihren, zwei ebenfalls sich beriihrende Flichen (4) =0, p(4+d4)=0 
entsprechen, vollstindige Lisungen (jetzt z, x, 2, x’ arbitriire Constanten) einer 
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besonders hervorgehoben, dass, wenn die sich bertihrenden Flachen 
unendlich benachbart von der r. O. sind, man durch meinen Beweis 
in erster Hand zu Paaren von Flichen gelangt, die unendlich benach- 
bart von der r — 1. O. sind und sich beriihren, und dass man sodann 
von den letzteren Paaren Paare von Flachen bekommt, die unendlich 
benachbart von der r — 2.0. sind und sich berthren, u. s. w.; — 
aber dies erhellt von selbst, wenn man (d. A. Bd. IX, p. 310) statt 
Flichensysteme, die den ganzen Raum erfiillen, Systeme von F lichen 
betrachtet, die alle einander unendlich benachbart sind. 

Die angenommene Transformation der partiellen Differentialglei- 
chung m.O. =O kann deshalb nichts Anderes sein als eine ge- 
wohnliche Beriihrungstransformation, die alle Flichen des Raumes 
umfasst und bei der schon Beriihrung von der 1. O. invariant bleibt. 

8. Betrachten wir aber ein System von zwei partiellen Differen- 
tialgleichungen der m.O. F=0, © =O, deren erste Derivirte auf 
nur drei von einander unabhiingige Gleichungen sich reduciren, und 
nehmen wir an, dass eine Transformation existirt, die siimmtliche co” 
gemeinsame Integralflichen der beiden Gleichungen in F lichen, ins- 
besondere Integralflichen, die eine Bertihrung von der m. O. haben, 
in Flachen mit Beriihrung wiederum von der m. O. tiberfiihrt, so finden 
wir erstens, dass wenn C eine Integralfliche bedeutet, (7, y) einen 
Punkt derselben, und C’ eine Integralfliiche, die zu C unendlich be- 
nachbart ist und mit ihr im Punkte (~ + dz, y + dy) eine Beriihrung 
von der m— 1.0. eingeht, man immer Werthe von pi, x,...:,, 41 be- 
stimmen kann, die die folgenden Gleichungen erfiillen: 
und derselben partiellen Differentialgleichung 1.0. (Ay, dese dnges My y+ +My 4 1) =O 
sind. Daraus wird weiter gefolgert, dass irgend zwei Flichen f= 0, die sich 
beriihren, zwei Flichen g = 0, die sich beriihren, entsprechen miissen. Um aber 
hieraus den Schluss zu ziehen, dass die Flichen f= 0, m = 0 in der Weise, wie 
dies durch eine gewdhnliche Beriihrungstransformation geschieht, auf einander 
bezogen sein miissen, ist es vielleicht am einfachsten, folgende Ueberlegung an- 
zustellen. Einer beliebigen Gleichung U (z,2,,...,%,) = 0 entspricht eine gewisse 
Iutegral-M,,, von ®=0, erzeugt von o” Charakteristiken dieser Gleichung. 
Dieselbe M,,,, ist ein Umhiillungsgebilde von «* Integralen g = 0. Die Werthe 
der fiir sie geltenden Constanten (z’, x’) sind bestimmt durch eine Gleichung 
V(z',a;,...,%,)=0. Die Flichenelemente (zx p), (z x’ p’) von U=0, V=0 
entsprechen einander eindeutig, nach dem was vorher bewiesen wurde, und des- 
halb miissen je zwei vereinigt liegenden Flichenelementen (z¢ x p) zwei ebenfalls 
vereinigt liegende Flachenelemente (2 x’ p’) entsprechen. Deswegen u. s, w. 

[Ich hatte friiher, statt dieses Risonnements , ein anderes, das dem auf p. 300 
der citirten Abhandlung gefiihrten véllig ihnlich ist, angewandt. Wenn man nim- 
lich eine (beliebige) Fliche in (¢ x) als Umhiillungsgebilde aller derjenigen Schaaren 
von Flichen f= 0 betravhtet, die sie stationiir beriihren, so ist leicht ersichtlich, 
dass die entsprechenden Flichen g =0 eine Fliche in (z’ 2’) umhiillen, deren 
Flichenelemente den Flichenelementen der Fliche in (z 2) entsprechen.] 
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ODE, ky. .-kyy, = Pik, ..km1 da + Phy ko. Bm 2 dy, 


aF aF Se 
dx dy dx 





= 0, f° —0, 


== 0, * 


= 0, 
80 Oft Priy...%, 7 OPee...%, die der Integralfliche C’ im Punkte 
(c+ dx, y+ dy) zgehbrigen Werthe der mten Differentialquotienten 
von z bedeuten, — denn dann ziehen sich die vier letzten der. eben 
aufgeschriebenen Gleichungen zu einer einzigen neuen Gleichung zu- 
sammen. Folglich muss auch in diesem Falle unsere Transformation 
je zwei unendlich benachbarte sich in der m— 1. O. beriihrende In- 
tegralflichen C, C’ in neue solche Fliichen umformen, 

Bezeichnen jetzt C, C’ zwei unendlich benachbarte Integralflichen, 
die im Punkte (w+ dx, y + dy) eine Beriithrung von der m — 2. O. 
besitzen, so muss man, wenn eine dritte Integralfliche existiren soll, 
die C im Punkte (2, y) und C’ im Punkte (a + dz, y+ dy) in der 
m— 1. O. beriihrt, Werthe von den m+ 1 Grossen p,,;,...x,, bestim- 
men kénnen, die den m-+-2 Gleichungen: Opy,%,...%,, 4 == Phko-. by —11 2 
+ Ph, by...bn—12 FY F=0, 0=0 gentigen. Aber fiir allgemeine Werthe 
von Op, da, dy ist das unméglich. Nun kann es geschehen, wie im 
Falle einer gemeinsamen ersten Integralschaar (mit einer arbitriren 
Constanten) von F —0, ®=0, dass eine vollstiindige Schaar von 
Integralfliichen in solche co! Gruppen von Flichen sich spalten lisst, 
dass die dp, die einer Integralfliiche C’ zugehéren, welche in derselben 
Gruppe wie C enthalten ist, die durch Elimination von p,,;,...%,, aus 


lie 
den oben aufgeschriebenen Gleichungen resultirende Relation befriedigen. 
Dann fiihrt unsere Transformation je zwei Integralfliichen einer und 
derselben Gruppe, die unendlich benachbart von der 2. O. sind und 
mit einander eine Beriihrung von der m— 2. O. haben, in zwei Flichen 
mit Beriihrung ebenfalls von der m— 2. O. tiber. Aber eine solche 
Vertheilung der Flichen einer vollstindigen Integralschaar findet nicht 
nothwendig fiir alle solche Systeme wie das yon ’ = 0, © =O ge- 
bildete statt. Demnach braucht unsere Transformation nicht noth- 
wendig die zwei vereinigt liegenden Elemente (2ryp, ... Pi, %,...%m_1)> 
(2+ dey... Dibyecky 1 HK ODeby..ckm—1) Von C in (x, y) resp. C’ in 
(7 + dx, y+ dy)*) in ebenfalls vereinigt liegende derartige Elemente 
zu tiberfiihren**), Unsere Transformation braucht daher um so weniger 
eine gewohnliche (Lie’sche) Beriihrungstransformation zu sein. 


*) Diese Elemente liegen vereinigt, weil sie auf einer und derselben Fliche, 
wenn auch nicht auf einer Integralfliiche, construirt werden kénnen. 

**) Dass es auch im Allgemeinen keine Integralfliiche giebt, die mit C’ im 
Punkte (a + da, y+ dy) und mit C in irgend einem Punkte (e+d'x, y+d'y) 
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Die Zahl der arbitriiren Constanten einer vollstiindigen Lésung 


des Systemes / —0, ®=O muss auf eine Zahl reducirt werden 
kénnen , die kleiner ist als die Zahl der ersten , zweiten, ... bis m— 1 sten 
Differentialquotienten von z, vermehrt um 2; denn es gilt folgender 
Satz: Wenn von den I'liichen zweier k-fach unendlicher Systeme je 
zwei Filiichen des einen Systems, die einander unendlich benachbart sind 


Beriihrung von der m—1. O. besitzt, erliutern wir am besten durch ein Beispiel. 
Seien zwei lineare partielle Differentialgleichungen 3. O. vorgelegt, deren erste 
Derivirte zu drei von einander unabhiingigen Gleichungen sich zusammenziehen, 
in welchem Falle die vorgelegten Gleichungen sich nothwendig auf die folgende 
Form bringen lassen miissen: 


u-+ Bvo+ Cw+ Ez =0, 
o+ Bw+t Co+ E’=0, 
(wo B, C, E, E’ Functionen von z, x,y, p, 4,17, 8, t sind) 
so ist die Bedingung dafiir, dass die folgenden Gleichungen: 
dr = udx-+ vdy, 
és = vdx+uwdy, 
dt =wdx-+ Bdy, 
u+ Bv+Cw+ EH =0, 
o+ Bw+ Cao+ H’=0 
zusammen bestehen, ausgedriickt durch die Gleichung: 
| dr—dr dx dy 0 Oo | 
| ds—ds 0 da dy 0 
|\dt—dt 0 0 dx dy |=0, 
Ce ‘he ok ae, 
| 0 2-3 C 
wenn dr, ds, dt irgend welche fiir das Stattfinden jener Gleichungen mdgliche 
Werthe von dr, ds, dt bedeuten, Nach Wegschaffung eines gemeinsamen Factors 


Cdaz? — Bdxdy + dy® nimmt aber jene Bedingungsgleichung die einfache 
Gestalt an: 





dr — dr+ B(és — ds) + C(dt — dt) =0, 
welche Gleichung unabhingig ist von da, dy. 

Dies beweist, dass, wenn C, C’ zwei unendlich benachbarte Integralfliichen 
sind, die sich im Punkte («+da, y-+dy) beriihren, und (r+dr, s+ds, t+dt) 
die der Fliche C zugehérigen zweiten Differentialquotienten von z in jenem Punkte, 
(r+dr, s+ds, t+ dt) die der Fliche C’ zugehérigen in demselben Punkte 
bedeuten, nur fiir specielle Flichen C’ der fraglichen Relation geniigt werden 
kann. Hieraus folgt weiter, dass es im Allgemeinen keine Integralfliche giebt, 
die mit C’ im Punkte (2 + da, y+ dy) und mit C in irgend einem unendlich 
benachbarten Punkte eine Beriihrung von der 2. O. hat. Irgend zwei unendlich 
benachbarte Integralfliichen C, C’, die sich beriihren, werden daher von einer 
Beriihrungstransformation 2, O., welche die Integralfliichen der partiellen Glei- 
chungen 3, O. betrifft, im Allgemeinen nicht wiederum in sich beriihrende Flichen 
verwandelt. 
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und eine Beriihrung der r. O. mit einander eingehen (k—=2-+- der Anzahl 
der ersten, zweiten, ...bis r-ten Differentialquotienten von 2), durch 
irgend eine Transformation in zwei Fliichen von eben derselben Be- 
schaffenheit des anderen Systems umgeformt werden, so ist sicher die Trans- 
formation eire gewidhnliche (Lie’sche) Beriihrungstransformation. — 
Der Beweis dieses Satzes ist ganz analog dem Beweise des oben 
citirten Satzes im IX. B. d. A. p. 311 zu fiihren. 
Ziehen wir besonders den Fall der zwei Gleichungen 3. 0O.: 


[Fi re)| = 0, [etre] wD 
cap sup 
(d. A. B. XVII, p. 290] in Betracht. Wir haben, wie oben angemerkt, 
eine ‘Transformation, bei der Beriihrung 2. O. erhalten bleibt, und 
welche die Integralflichen der Gleichungen wiederum in Flichen iiber- 
fiihrt. Nun ist diese Transformation durch die Gleichungen: 2 = a, 
y =y zusammen mit den Gleichungen: z= F(a, y, A, uw, v, @), 
# = (x, y, 4, w, v, @) einer Lésung von (1) vollstiindig bestimmt. 
Aber jene zwei vierfach unendlichen Flichenschaaren sind allgemeiner 
Art, und zwei sich beriihrende Fliichen der Schaar: z= /'(a,y,A,u,v,0) 
entsprechen demnach nicht zwei sich beriihrenden Fliichen der anderen 
Schaar, wie es sein miisste, wenn die Transformation eine Beriihrungs- 
transformation wiire. 

9. Nunmehr erledigt sich leicht die Frage, ob es méglich ist, 
dass die beiden partiellen Differentialgleichungen der 3. O. 

[Perel] =0, [ele] = 
sap sap 

ein gemeinsames erstes Integral mit einer arbitriiren Constanten zu- 
lassen. Sollte dies eintreffen, so miisste die vorhandene Transformation 
zwischen jenen Gleichungen und den zwei: 


[rtre]] =o, [elfel] =o, 


o ap’ 
nach dem eben Auseinandergesetzten, eine solche sein, die je zwei 
unendlich benachbarte sich beriihrende gemeinsame Integralfliichen 
eines der ersten Integrale der zwei ersten Gleichungen in zwei einan- 
der beriihrende gemeinsame Integralfliichen der zwei letzten verwandelte. 
Oder es miissten auch die letzteren Gleichungen ein gemeinsames erstes 
Integral mit einer arbitriiren Constanten, entsprechend dem vorher 
fiir die zwei ersteren Gleichungen angenommenen derartigen Integrale, 
besitzen, also miisste die in Frage stehende Transformation eine ge- 
wohnliche Beriihrungstransformation sein. Nun lauten zwei der fiir 
diese Transformation geltenden Gleichungen so: # — 2, y =—y, und 
es muss demnach eine dritte Gleichung der Transformation von dey 
27* 
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Form sein: 2 = F(z,a,y). Dies zeigt an, dass die beiden Glei- 
chungen (1) sich jetzt in die Form: - 
f@,2,%,y)=9, 9,2, 2,y,P,9, 7,7) = 0 
bringen lassen miissten. Aber dann ist [fp].2» = $c yp (p)+ a 9 (q’), 
und in der Gleichung [/9].2)' 0 fehlen also die Gréssen r,s, ¢. Die 
Gleichungen [Fre] =0, | ere] = 0 kénnen also jetzt zu keinen 
aap sap 

Gleichungen 3. O. Anlass geben. Niemals kinnen daher die in Frage 
gestellten zwei partiellen Differentialgleichungen der 3. O. ein erstes In- 
tegral mit einer willkiirlichen Constanten gemein haben. 

10. Eine eindeutige Transformation zwischen den beiden Riumen 
(xyz), (eye) wird nur dann durch die Gleichungen (1) bestimmt, 
wenn diese auf zwei Paare partieller Differentialgleichungen 3, O. in 
(wy2) resp. (wyz’) fiihren. Wenn eines der in Nr. 6. betrachteten 
Systeme (1) vorliegt, gestaltet sich die Transformation anders. Sie 
kann keine eindeutige Transformation werden, denn entweder fiihri 
sie eine jede Integralfliiche einer gewissen partiellen Differentialglei- 
chung 2. O. ([f@)z2p)—= 9) in eine einfach unendliche Schaar von 
Integralfliichen eines Systems zweier partieller Differentialgleichungen 


3. 0. ([flfo1] — 0, E [fe] = 0) , eine jede der letzteren Fliichen 


in eine bestimmte Fliiche der ersteren iiber, oder sie ergiebt zu jeder 
Integralfliche einer gewissen partiellen Differentialgleichung der 2. 0. 
({f@].2» == 0) oo! entsprechende Integralfliichen einer anderen _par- 
tiellen Differentialgleichung 2. O. ({/p].2»—= ©), und vice versa. Man 
hat nun auch, im Falle dass in den Gleichungen (1) die Variable ¢ 
fehit, fiir jedes Element (¢ x y pq rs t), das der-Gleichung | fo], » = 0 
geniigt, co' entsprechende Elemente (2 x y p’ q’), jedes mit einem be- 
stimmten Werthsysteme von (?’, s’, t); jedem Elemente (2° xyp'q'r's't’) 
entspricht dagegen ein einziges Werthsystem von (2, 2, y, p, q, 7, 8, t) 
(oder einige Werthsysteme derselben). Im Falle dass in (1) sowohl 2’ 
als z fehlen, entsprechen jedem Elemente (¢zypqvrst) einer par- 
tiellen Differentialgleichung 2.0. [fq]. 2»; 0 oo! Elemente (¢ xyp'q'r’ s't) 
einer anderen partiellen Differentialgleichung der 2. 0. [/].2) = 0, 
und umgekehrt, jedem Elemente (2 2 yp’ q' 1 st) der letzteren Glei- 
chung oo! Elemente (¢ x ypqrst) der ersteren. 

Die jetzt von den Gleichungen (1) begriindete Transformation ist 
in dem Bezirke, in dem sie eine Flichentransformation ist, cine mehr- 
deutige (unendlich-deutige) Flichentransformation. Von einer Verall- 
gemeinerung derselben soll in Nr. 15. gehandelt werden, 
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§ 3. 
Herleitung einiger specieller Systeme von partiellen Differentialglei- 
chungen zweiter Ordnung. 


11. In der 23. Nr. meiner Abhandlung im XVII. B. d. A. ist die 
durch drei allgemeine Gleichungen: 


F,(2,2,y,p,9,2,2,y,p,q7)=0, 
(3) F,( )=0, 
F,( )= 0, 


definirte Fljichentransformation besprochen worden,*und in der 24. Nr. 
besonders der Fall behandelt, wo die Transformation jeden Streifen 
einer vorgelegten vierfach unendlichen Schaar in eine einfach unend- 
liche Flichenschaar verwandelt. Es kann aber auch die Transformation 
so eingerichtet werden, dass sie jeden Integralstreifen des Paares von 
Gleichungen : 


(4) f(z, x, Pg) =C, 
9 j= C,— 
wo C, C’ arbitriire Constanten bezeichnen, — in eine Fliichenschaar 


umformt. Die Integralstreifen von (4) sind dargestellt durch die 
Gleichungen: 


(5) de—pda—qdy=0, “4 ae+ of dy= 0, $2 de+5 2 dy=0. 


Ein beliebiges Fliichenelement (¢ x y pq) bestimmt hen gewisse 
Werthe von C, C’ in (4) und weiter co! Richtungen (dy: dz), deren 
jede in Verein mit dem genannten Elemente, auf Grund von (5), einen 
Biischel von (7, s, ¢) liefert. Die Gleichungen desselben haben die 
Form: rdx + sdy = uda, sdx + tdy = vdz, wo udz, vdz, selbst 
von dx, dy abhingen. Dieser Biischel giebt zu einem Flichenelemente 
(¢+ pdx+qdy, «+dz,..., p+ udz, q+ vdz) Anlass, welches 
einem von (¢xypq) ausgehenden Integralstreifen von (4) zugehért. Fiihrt 
man jetzt in die Bedingungsgleichung fiir die Involution der zwei dem 
Streifen entsprechenden partiellen Differentialgleichungen 1. 0. [d. A. 


Bd. XVII, p. 307, Gl. (19)}: 


F, 7 an dF. ¥y : 
[FL Ps]. 2p’ ++ (PF; Fy Jeep’ oes : 2 LP Pilven = 0 


‘i x 
fiir - ‘ “ die Werthe uw, v, die in Bezug auf dy: dz von der Form 
sind: @ + pay “Y | ein, und verlangt, dass dieselbe unabhiingig von den 


besonderen Werthen von dy: dz bestehen soll, so miissen F’,, F,, I’, 
zwei Gleichungen erfiillen. J’, darf beliebig genommen werden, /’,, F, 
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sind dann durch jene zwei Gleichungen zu bestimmen, damit die 
Transformation (3) alle Integralstreifen des Systems (4), (5) in Flichen- 
schaaren umformt. 

Fragen wir, wie die Figur in r’ beschaffen ist, die ‘aus jenen 
Flichenschaaren besteht, so brauchen wir uns nur Folgendes aus 
Nr. 24. d, A., B. XVII zu vergegenwiirtigen. Jedem Elemente (2xypq) 
entspricht eine Schaar von oo! Streifen in ’, die kurz mit S’ bezeichnet 
sein mégen. Ebenso wie von jedem Fliichenelemente in r oo” Integral- 
streifen von (4) ausgehen, so gehen durch jeden Sireifen S’ coz 
Fliichen unserer Fliichenschaaren in r’. Zu jedem Flichenelemente in 
yr gehéren co! Biischel (5) von (r,s, ¢), die auf ebenso vielen mit dem 
Elemente vereinigte liegenden Fliichenelementen von Integralstreifen 
von (4) fiihren. Dementsprechend liegt jeder Streifen S’ vereinigt mit 
oo' anderen solchen Streifen. Bemerken wir weiter, dass jedem 
Flichenelemente in + oo? Fliichenelemente in r entsprechen, unter 
denen nur einige gewisse die Gleichungen f= C,, p= C,, 
wenn C,, C, (irgend welche) bestimmte Werthe der willkiirlichen 
Parameter C, C’ in (4) bezeichnen, — befriedigen, so sehen wir ein, 
dass co* Streifen S’, entsprechend den verschiedenen Werthen von 
C, C’, durch ein beliebiges Element (¢’ z’ y' p’ q’) hindurchgehen. Die 
Figur, die aus denjenigen Bischeln von (r’ s' ¢’), die diesen S’ zuge- 
héren, zusammengesetzt ist, wird daher durch zwei Gleichungen: 


(6) Fé, z, y; P; q; , s; t) — as 
( i 


ausgedriickt. C, C’ sind hier dieselben wie in (4). Weil, wie schon 
bemerkt, durch jeden Streifen S’, der einem Elemente von f = (C,, 
y = C,' entspricht, oo” Flichen hindurchgehen, die den Integral- 
streifen dieser Gleichungen f= C,, m» =,’ entsprechen, und die also 
Integralflichen unserer Figur (6) sind, so werden jene Streifen S’ ge- 
meinsame Charakteristiken der beiden Gleichungen 2. 0. in (6). 

Wir gewinnen diese Gleichungen (6) einfach so: Durch Differen- 
tiirung von (3), 2,2, ¥, p, q dabei als Constanten betrachtet, und 
durch nachherige Elimination von dz, dy’ werden zwei Gleichungen 
in 2,2,y,p,9q,2,2,y,p,q7,17,8,¢ gewonnen. Indem wir aus diesen 
zwei Gleichungen, den Gleichungen (3) und (4), z, 2, y, p, q eliminiren, 
bekommen wir die fraglichen Gleichungen (6). Diese zwei partiellen 
Differentialgleichungen der 2. O. sind, nach dem eben Auseinanderge- 
seteten, so mit einander verbunden, dass von jedem Elemente (2' x’ y' p’ 
qr st) ein Streifen ausgeht, der zur selben Zeit eine Charakteristik 
einer Gleichung F = C, und einer Gleichung 2 = C, bildet. Diese 


Streifen ordnen sich zu co* gemeinsamen Integralflichen von F = C,, 





®=C,' zusammen. Von den ersten Derivirten von F und ® in Bezug auf 
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a’, y ist daher die eine eine algebraische Folge der drei anderen. Noch 
mehr, jene Charakteristiken, die eben die obigen Streifen S’ sind, werden 
Beriihrungsstreifen von der 1. O., so dass es 00” gemeinsame Integral- 
Fliichen zweier Gleichungen F = C, 0 = C’" giebt, — wo C, C’ ganz 
beliebige Constanten bedeuten, — die liings eines Streifens S’ eine Beriihrung 
von der 1. O. besitzen. Die gemeinsamen Integralflichen von F' = (,, 
= C, ordnen sich zu Schaaren von je oo! Fliichen zusammen, jede 
Schaar einem Integralsteifen von f(z, x,y,p,q)—=C,, 9(2,2,y,p,q)—=Cy 
entsprechend. 
12. Die drei Gleichungen: 


F (2, 1 Lo) yy D4, Poy Dy, % Ly’) Ly, Ly Dy, P,', ps) = 9, 
(7) F,( )=9, 

F, ( ) = 0 
einer Mannigfaltigkeitstransformation eines Raumes von vier Dimen- 
sionen kénnen in einer solchen Beziehung zu einander stehen, dass 


sie eine Transfoymation begriinden, die einen jeden Integralstreifen 
(Integral-2/7,) des Systems: 


(2, 1) Ly Uy, Py, Poy Py) = C, 


8 9( )= Cc", 
( ) v( ) aes Cc", 
x( )=c 


in eine fiir zwei involutorische partielle Differentialgleichungen 1. O. 
gemeinsame zweifach unendliche Integralschaar verwandelt. Denn 
hierzu hat man nur zwei partiellen Differentialgleichungen fiir F’,, F,, 
F, zu geniigen. — Diese Gleichungen gewinnt man so: Die Bedingung 
dafiir, dass die beiden partiellen Differentialgleichungen 1. O., die 
einem Streifen entsprechen, involutorisch sind, hat eine mit der Glei- 
chung (19) in d. A. B. XVII, p. 307 ahnliche Form. Nun fiihrt man 
blos fiir dx,, dp,, dp,, dp, ihre aus (8) herzuleitenden Werthe in 
dx,, dx, |dz = p,dz, + p,dx, + p,dax, gesetzt] ein, und setzt sodann 
die Coefficienten fiir dx,, dx, einzeln gleich Null. Damit hat man 
die beiden gesuchten Gleichungen fiir F',, F,, F,. — Die Figur in 2’, 
d. i. in dem Raume (z,’ 2,’ x,’ 2’), die aus jenen Flichenschaaren be- 
steht, die also dem Systeme (8) entspricht, lisst sich folgendermassen 
charakterisiren. Jedem Fliichenelemente (2 x p) entspricht eine Schaar 
von oo? M,*) und deren Enveloppen, alle diese M, erzeugt von ge- 
wissen (charakteristischen) M,. (Siehe d. A. B. XI, p. 430.) Weil 
einem beliebigen Fliichenelemente (2’z’p’) ein gewisses F'lichenelement 





*) Diese M, Mannigfaltigkeiten von je *% vereinigt liegenden Flachen- 
elementen (2’ x’ p’) bildend. 
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(sap) der vier Gleichungen: f=—=C,, p= C,, y=C,", y= C,” 
entspricht, und in diesem Elemente sich oot Richtungen (dz, , dx,, dz;) 
fiir Integralstreifen derselben Gleichungen: f= C,, etc. finden, so 
muss eine jede dem Elemente (¢ 2p) entsprechende M,, die das 
Element (2 x p’) enthalt, mit jeder von oo! unendlichen benachbarten 
M, auf je einer M, liegen. Nun wird jedem Elemente (2' x’ p’) durch 
diejenigen M,, die dem Elemente (¢ zp) entsprechen, eine Schaar 
von oo* Werthsystemen von p;, zugeordnet, und weil, wie eben be- 
nierkt, irgend eine M, zusammen mit co' unendlich benachbarten auf 
je einer M, liegt, miissen alle diese co? Werthe von pj;, aber nur 
diese, derjenigen Figur in +’, die dem Systeme f=C,, p= C,, 
wv = C,", y= CC,” entspricht, zugehdren. Deshalb muss diese Figur 
durch vier partielle Differentialgleichungen der 2. O. algebraisch definirt 
sein. Wir haben durch die folgenden Gleichungen diejenigen Werthe 
von p;, gegeben, die eine der dem Elemente (z # p) entsprechende M, 
einem ihrer Fliichenelemente zuordnet: , 

oF; oF; P Oxy 

at + (Far tir Get) Sz +95 
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erated * (pi +i 22°) —0 

vat es +p, mi ce +P; 5 +s ibe oui ‘) 
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CX; Ox, Cf , 
OF, 
- ( pss pir ——s 
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— 


é F; . 
+ op (1 D23 + Pri oe : 


(¢= 1, 2. '3). 
. Ga Ox, it ins 2 . . i 
Indem wir Oa"? Ban,’ eliminiren, erhalten wir vier Gleichungen, 
2 we 


die fir diejenigen Werthe der p;; gelten, die vermittelst der M,, die 
dem Elemente (zzp) entsprechen und ein und dasselbe Element (z' 2’ p’) 
enthalten, dem letzteren Elemente zugeordnet werden. Folglich be- 
stimmt man einfach durch Elimination von z,z,p aus diesen vier 
Gleichungen in 2, %,, %_,%3, Py, Po, Py, 2%) Uy +++, Pity Piz, +++, P33» 
den Gleichungen (7) und (8) diejenigen Gleichungen, welche die dem 
Systeme (8) entsprechende Figur in +’ definiren. Diese Gleichungen 
werden vier partielle Differentialgleichungen der 2. QO. fiir 2’: 


7, 0 i , , 
FS, Xy, +++) Diy + +) Piz» + +) = C, 


( )= C", 
¥( )=C", 
X( )=c”, 


unter C, C’, C’, C” die friher in (8) eingehenden arbitriren Constan- 
ten verstanden. 
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Je vier Gleichungn: F=C,, 0=C,, ¥=C,", X=C,” 
besitzen co” gemeinsame charakteristische M, und unbegrenzt unendlich 
viele gemeinsame intermedidre Integrale, jedes durch zwei involutorische 
partielle Differentialgleichungen 1. O. ausgedriickt. Diese intermediiren 
Integrale entsprechen den Integralstreifen von je vier Gleichungen (8): 
f=C,, p= Cy, v= CG", x= C,”. 

13. Wir betrachten schliesslich eine solche durch vier Gleichungen: 


’ , td , , , , 
Fy, (2, 215 Lqy Lqy Py y Por Dy) 2, Ly Loy Vey Pi» Poy Py) =O, 


F,( )=0, 
vole Le )=0, 
a )=0 


hestimmte Transformation, die eine jede Integral- M, des Gleichungs- 
systems : 

(2, XX, 3» Py» Po» Ds) =C, 
(10) P( yu, 

v( =O 


in ein involutorisches Paar von partiellen Differentialgleichungen 1. O. 
in * tiberfiihrt. Die Bedingung hierfiir driickt sich durch drei Glei- 
chungen fir F',, F,, F, F, aus. — Diese Gleichungen gewinnt man 
so: Man stellt die Bedingung auf dafiir, dass die beiden partiellen 
Differentialgleichungen 1. 0., die einer M, entsprechen, in Involution 
liegen. Diese Bedingung hat eine mit der Gleichung (26) in d. A., 
Bd. XVII, p. 312 ahnliche Form. Man setzt fiir die in den Symbolen 
(12) etc. eingehenden se, etc., ihre Werthe in jae an aus (10) 
ein, und driickt alsdann aus, dass die fragliche Gleichung unabhingig 
OX, Ox, 
Oa,” 


von — stattfinden soll. — Die Figur in 7’, die dem Systeme 
3 


(10) entspricht, ist aus denjenigen M, zusammengesetzt, die nach (9) 
den Integral- JZ, von (10) entsprechen. Zu einem beliebigen Flaichen- 
elemente (2p) werden durch diese M, oo*- co? Werthsysteme von 
pix zugeordnet. Also umfasst unsere Figur nur oo* der oo® einem be- 
liebigen (¢’ x’ p') zugehérenden Werthsysteme (2'2'p'p;;) des Raumes P’. 
Man findet sie niher bestimmt durch vier partielle Differentialgleichungen 
dey 2.0.: F=0, O=C, V=C’, X=C", die jene co” involu- 
torischen Gleichungspaare, die den Integral-M, von (10) entsprechen, 
zu gemeinsamen intermedidren Integralen besitzen. 
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§ 4, 
Von der durch vier Gleichungen zwischen z, x, y, p,q, 2, x,y, p, 4 
zu begriindenden Transformation. 


14. Die Transformation, die durch vier Gleichungen: 


Fy (2, 2,Y,Ps 4) s', x, y;, Pp, 7) _ 0, 


F,( = (), 
ad Fy( )=0, 
F,( )=0 


definirt ist, ist im Allgemeinen nur fiir ein von gewissen zwei partiellen 
Differentialgleichungen 3. O. bestimmtes Gebiet ejne Flichentrans- 
formation. Dies habe ich an p. 313d. A., Bd. XVII bewiesen. Unter 
Umstiinden kann jedoch dieses Gebiet enger werden. Aber, ehe ich 
hierauf eingehe, will ich meinen friiheren Beweis des erwihnten Satzes 
in einer etwas umgestalteten Form kurz reproduciren. 

Wir denken uns zunichst die Transformation (11) durch Auf- 
lésung nach 2, y', p,q auf die Form gebracht: 


= he; 2,2,Y,P~P, q); 


12 y¥ = f.( ); 
” p = 9,( )) 
gq = 92( ); 


und nachher jedes Paar von einander entsprechenden Flichen, z= F(a, y), 
2 = (2',y’) durch z,2,2,y dargestellt, etwa so: 2 = F(z, y), 

= (x,y). Die Differentialquotienten ’(x), ®'(y) bezeichne ich 
mit z, x. Man hat dann: 
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Die Gleichungen (13) pant at in « folgenden iiber : 


| f= x(1 eg oh — Po oh) — 71 Sf a Dy Sh =0, 
(14) | 
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und die Béstimmung der Flaichenpaare: = F(z, y), ¢ = (2',y) 
wird fquivalent mit der Bestimmung von Liésungen: z = F(z, y), 
¢ = O(x, y) dieses Gleichungssystems f = 0, p = 0. 

Fiir die Herstellung dieser Lésungen verfahren wir ganz, wie wir 
in der 5. Nr. der Abh. im XVII. Bd. d. A., p. 285, in Betreff der 
Herstellung der Lésungen eines Systems von zwei Gleichungen zwischen 
2, @,Y, p, @, #, p, q verfahren haben. Wir miissen durch die 
fraglichen Lésungen die Gleichung [fq].22 =O befriedigen. Diese 
Gleichung wird, wegen der speciellen Form der vorliegenden Gleichungen 
(14) in Bezug auf r,s, ¢, frei von den dritten Differentialquotienten 
u,v,w,@ von z. Desshalb werden die zwei Gleichungen: 


[Fife]] =0, [etre] 0 


vxn 2 
partielle Differentialgleichungen nur von der 3. O. in Bezug auf 2, 
und eine Elimination von 2, 2, x zwischen den Gleichungen (14), der 
Gleichung [f()]/22 = 0 und den zuletzt aufgeschriebenen Gleichungen 
fiihrt also auf zwei partielle Differentialgleichungen 3. O. zur Be- 
stimmung der Gleichungen z = F(x, y). Diese Gleichungen 3. O. 
sind so beschaffen, dass ihre ersten Derivirten in Bezug auf x,y sich 
auf nur drei von einander unabhingige Gleichungen reduciren. [Dies 
geht in derselben Weise hervor wie der ihnliche Satz in Bezug auf 
die Gleichungen (7) auf p. 290 d. A., Bd. XVII.] Aber darum ge- 
statten jene Gleichungen 3. O. oo” gemeinsame Integralflichen. Alle 
diese Integrale gehéren unserem Gleichungssysteme (14) als die einen 
Theile ¢ = F(a, y) der Lésungen z = F(z, y), 2 = O(a, y) desselben 
an. Jedes der Integrale: ¢=—= F(x, y) ergiebt durch Elimination von 
2,m,x aus den drei Gleichungen f=0, p=0O, [fQ]r2n=—0 die- 
jenige Gleichung: 2 = O(a, y), die zusammen mit ¢ = F(z, y) eine 
Lésung von (14) bildet. Vermittelst (12) verwandelt man sie leicht 
in eine Gleichung 2 = (z’,y’). Alle solche Gleichungspaare wie 
e=F (x,y), 2 =O(x',y’) repriisentiren zwei Fliichen, die von der 
Transformation (12) in einander verwandelt werden. Jene Flaichen 
entsprechen einander eindeutig. Es existirt auch eine eindeutige Be- 
ziehung zwischen den Elementen (zxzypqrst), (¢a'ypaq rst’) der- 
selben. Desshalb miissen nicht nur, wie gezeigt, die Fliichen z= F(z, y) 
zwei partiellen Differentialgleichungen 3. O. geniigen, sondern auch 
die entsprechenden Flichen 2 = (z’, y’) miissen zwei partiellen 
Differentialgleichungen ebenfalls von der 3. O. als Integrale zugehéren. 
Die erwihnte Beziehung von Elementen (2vypqrst), (¢a'y'p'qr's't’) 
ist als gegeben aufzufassen durch eine Bertihrungstransformation 
der 2. 0., die jene zwei Paare von Gleichungen 3. O. in ein- 
ander iiberfiihrt. Sie ist aber keine Beriihrungstransformation der 
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1. O., keine gewdhnliche (Lie’sche) Beriihrungstransformation (nach 
Nr. 8.). 

Sie wiirde aber eine Berthrungstransformation 1. O. werden, falls 
eines der Paare von Gleichungen 3. O. ein erstes Integral mit einer 
arbitriiren Constanten gestattete (vgl. Nr. 8.). Aber in solchem Falle 
wiirde die Transformation (12), — die jetzt eben die Beriihrungs- 
transformation wiire, eine jede Fliiche in eine Fliche iiberfiihren, und 
von einem Systeme von partiellen Differentialgleichungen, das die 
Flichen definirte, die sich wieder in Flichen transformiren lassen, 
kénnte nun keine Rede sein (vgl. Nr. 9.). 

15.. Wenn 2 in den Gleichungen (12) fehlt, so fehlt 2’ auch in 
den Gleichungen (14) und in der Gleichung [fg]vzx =. Die Be- 
stimmung der Gleichungen z= F(x, y) wird alsdaun durch eine par- 
tielle Differentialgleichung der 2. O. bewirkt, die sich durch Elimi- 
nation von 2, x zwischen den genannten Gleichungen (14) und der 
Gleichung [{f@]222 = 0 ergiebt. Jeder der Integralfliichen dieser par- 
tiellen Differentialgleichung 2. O. entspricht vermége (12) ein invo- 
lutorisches Paar von partiellen Differentialgleichungen der 1. O. in 7’, 
oder deren Integralflichen: z2—(z',y’,C). Jedem Elemente (¢xypqrst) 
jener partiellen Differentialgleichung 2. O. entspricht nunmehr eine 
Schaar von oo! Elementen (2’2’y'p'q'r’s't’). Dagegen brauchen nicht 
einem der letzteren Elemente oo! der ersteren zu entsprechen. Liner 
Fliche 2 = ®(2’, y’) entspricht im Allgemeinen nur eine Flache 
z2=F(z,y). Die Flichen 2 = ®(2’, y’) befriedigen im Allgemeinen 
ein System von zwei partiellen Differentialgleichungen der 3.0. Wenn 
aber in den Gleichungen (12) nicht nur 2’ sondern auch ¢ fehlt, so 
hat man nicht nur fiir die Flichen z= F'(z,y) eine partielle Differential- 
gleichung von der 2. 0., sondern auch fiir die Fliichen 2 = 9(z’, y) 
eine partielle Differentialgleichung derselben 2. O. Jedem Elemente 
(exypqrst) bez. (2 a’ y'p'q'r's't’) einer dieser Gleichungen 2, O. ent- 
spricht eine ganze Schaar von oo! derartigen Elementen der anderen 
Gleichung. Jeder Integralfliche z= F(z, y) entsprechen oo! Integral- 
flichen 2 = (2, y'), und jeder der letzteren Flichen oo! der ersteren. 

16. Wenn in unseren Transformationsgleichungen 2’ fehlt, so er- 
halt man die Flichen in 7’, die einer Integralfliiche 2 — F(x, y) der 
beziiglichen Gleichung 2. O. entsprechen, durch blosse Quadraturen. 
Man fihre nimlich in die Gleichungen (12) fiir z, p, q die Werthe 
F(a, y), F(x), F’(y) resp. ein, und erhilt alsdann zuerst nach Elimi- 
nation von z,y:p = v,(x,y'), ¢ = v,(z, y), und hierauf die 
Gleichung der entsprechenden Flichenschaar durch Ausfiihrung der 
Quadratur: 


£ = f WW, y) de + vale, 9) dy). 
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17, Aber, im Allgemeinen, wenn die Transformation (11) irgend 
eine Fliiche z = f(x, y) des Gebietes r in oo! Fliichen des Gebietes 7’ 
verwandelt, so werden die letzteren Flichen nicht durch blosse Quadra- 
turen erhalten. Man hat nimlich in erster Hand, wenn man in (11) 
z=f(x,y), p =f (x), g=f' (y) substituirt und z, y eliminirt, zwei 
partielle Differentialgleichungen der 1. O.: 

(15) A(?¢,z’,y,p,7)=9, Be, x, y,p, 7) =0, 

die der Fliche z =f (a, y) entsprechen und nach der fiir die Trans- 
formation gemachten Voraussetzung involutorisch sind. Ihre gemein- 
samen Integralflichen mégen fiir den Augenblick mit C,C’,C”,... 
bezeichnet werden. Einem jeden Elemente (¢zypq) der Flache 
2=f(a, y) entsprechen oo' Elemente (¢ 2’y' p'q’), von denen eines 
auf C, eines auf 0’, u. s, w. liegt. Diese letzteren Elemente kénnen 
nun als einander entsprechende Elemente der Fliichen C, C’, C” u. s. w. 
aufgefasst werden. Zwei unendlich benachbarten Elementen der Fliche 
z= f(a, y) entsprechen oot Paare von vereinigt liegenden Elementen 
halb miissen je zwei vereinigt liegenden Elementen von (15) co! Paare 
von vereinigt liegenden Elementen derselben Gleichungen (15) ent- 
sprechen. Eine infinitesimale Beriihrungstransformation des Gleichungs- 
systems (15) in sich selbst, die eben als Punkttransformation betrachtet 
werden kann, muss sich also folgenderweise ergeben: Indem man 
die Gleichungen (11) differentiirt, und dabei die Gréssen 2, x, y, p,q 
als Constanten betrachtet, erhilt man 62’, dy’, dz’, dp’, dg’ proportional 
gewissen determinirten Functionen von 2’, x, y', p’, q', 2, %, y, p,q. Es 
werden 4, 2, ¥, p, 9, p,q vermége (11) und der Gleichungen: z—/(a,y), 
p=f (x), a=f'(y) eliminirt. So bekommt man die fragliche Trans- 
formation ausgedriickt durch Gleichungen der Form: 


Oa =evA, dy =ev~B, de =—eyC’, dp =eyD', dg — ey, 
wo A’, B’,..., E’ die eben aus (11) und ¢ = f(x, y) hergeleiteten 
ganz bestimmten Functionen von 2’, y', 2; ~ eine noch unbekannte 
Function derselben Gréssen und « eine unendlich kleine Constante 


bedeuten. y hat man aber folgenderweise zu bestimmen. Die fragliche 
Transformation soll (d, A., Bd. XV, p. 51) durch eine Function 9: 





(16) o=7(4'p + Bd —C’) 
bestimmt sein, und man muss 
, ao , 0® , o® - 0® 
haben, Die zwei Gleichungen: 
ao 1 O® , oo 1 O® a 
ja +P a7 = — UD, by 11 og = UE 
Mathematische Annalen, XIX. 27 
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in die man sich fiir p’, q’ ihre Werthe aus (15) oder (11) eingefiihrt 
zu denken hat, werden zwei partielle Differentialgleichungen 1. O. 
fiir y. Wird @ statt log » gesetzt, so nehmen diese Gleichungen die 
Form an: 


“-o +v Bs +w B. =i, 
(17) 0x oy dz 

, 0B 1 0B 1 6B 

wa +v Dy’ +w yo 3. 


wo u, v, w, u, v', w ganz bestimmte Functionen von 2’, y’, 2’ sind. 
Diese zwei Gleichungen miissen eine Lisung @ gemein haben, denn 
es muss nach dem niichstvorher Erérterten eine durch (16) charakteri- 
sirte infinitesimale Punkttransformation der Gleichungen (15) existiren. 
Und eine solche Transformation giebt @ stets in der Form: 0 =@ (x’,y’,2’) 
+ eine arb. Funct. von mo, wenn g=C die Gleichung der Schaar 
von Integralfliichen von (15) bedeutet. 

Desshalb, wenn die erste der Gleichungen (17) durch A(@) = 1, 
die zweite durch B(@) = 1 kurz bezeichnet wird, muss von den drei 
Gleichungen 


A(w)=1, B(@)=—1, A(B(@)) — B(A(@)) =—0 
die letzte mit den zwei ersteren stets zugleich erfiillt sein. 
Demnach erbilt man einen Werth von @ und hierauf von y, ver- 


mittelst der Formel @ = log y, erst durch Integration einer Diffe- 
rentialgleichung (mit einem arbitriiren Parameter) 


a(a,y)dx + B(x,y) dy = 0. 

Die Bestimmung einer infinitesimalen Beriihrungstransformation, 
welche die Integralschaar unserer involutorischen partiellen Differential- 
gleichungen 1. O. in sich iiberfiihrt, ist somit im Allgemeinen mit 
denselben Schwierigkeiten behaftet wie die Bestimmung jener Integral- 
schaar selbst. Auch ist unsere Frage in keiner wesentlichen Weise 
verschieden von der von der Bestimmung der Lésungen von irgend- 
welchen zwei involutorischen partiellen Differentialgleichungen 1. O., 
da man ja immer zwei Gleichungen: 


F,(2,2,y, 2,2,y,p,¢)=90, F,(2, 2, 9,p,9,2,2,y', 9,9) = 9 
beliebig hinschreiben kann, die mit den vorgelegten partiellen Diffe- 
rentialgleichungen eben ein System (11) ausmachen. 

18. Die Involutionshedingung fiir die beiden einer Fliche z=/(z,y) 
vermittelst (11) entsprechenden partiellen Differentialgleichungen 1. O. 
lautet nach d. A. Bd. XVII, p. 312, Gleichung (26), so: 

(34) (F Pyje ey + (42) (FP Pylea'n + (23) [P Pyle en’ 

+ (12) (FP; Fleer + (13) [Fy PyJeay + (14) [F, Fy]eep = 9, 
wo [FF ,]. 2» das gewohnliche Involutionszeichen, (mn) der Kiirze 
wegen statt 
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hrt dF, aF, dF, aF, 


dz dy dy dx 





(m, m = 1, 2, 3, 4) geschrieben ist. Ist die Transformation (11) von 
der Form: 


die 


a =f\(2, 2, YP, q), 


¥ = fr )» 
18 boy 
d ( ) a fs( )s 
ests: {= fy( )» 
nn 
eri- so nimmt jene Bedingungsgleichung die einfachere Gestalt an: 
e (13) + (24) = 0. 
f . . . . . . . 
ae Sie wird eine partielle Differentialgleichung der 2. O.: 
(19) Ar+Bs+Ct+ D(ri—s)+E=0, 
de wo A,B,--,E Functionen von 2, Y,2,p,q sind. Sie ist die all- 


gemeinste Gleichung. 2. O. jener Form, denn wenn A, B, ---, E ge- 
geben sind, so hat man, was fiir Functionen von @, y, 2, p, q sie auch 
B 
FE 
. oa. citi : ‘ : 

er- yr Sind, zur Bestimmung der vier Functionen fj, /,, fy, /,. Das 
fe- Fliichensystem in »’, das den Integralflichen jener partiellen Gleichung 
2. O. entspricht, wird durch zwei partielle Differentialgleichungen der 
3. O., von deren ersten Derivirten in Bezug auf 2’, y’ die eine eine 


sein mégen, nur vier Gleichungen, deren bekannte Glieder a 


on, algebraische Folge der drei andern ist, gegeben. Das Integralsystem 
al- dieses Gleichungspaares wird folglich, nach der 16. Nummer, durch 
nit Lisung einer partiellen Differentialgleichung 2. O. (19) und Ausfiihrung 
al- von Quadraturen erhalten. 

ise 19. Fehlt 2 in den Functionen f der Gleichungen (18) so fehlt z 
1d- auch in den Functionen A, B,---+, E der Gleichung (19), und statt 
0., des erwihnten Paares von Gleichungen 3. O. hat man, wie in Nr. 15. 


bemerkt wurde, eine partielle Differentialgleichung von der nimlichen 
Form wie (19). Sie wird insbesondere mit der Gleichung (19) selbst 
Fo. identisch ausfallen, wenn das Gleichungssystem (18) bei Vertauschung 
der accentuirten und unaccentuirten Buchstaben mit einander unver- 
) iindert bleibt. Dann ist jene Gleichung (19) in der Weise ausge- 
0. zeichnet, dass durch die genannte Transformation (18) jede Integral- 
fliche derselben in oo! andere Integralflichen umgeformt wird. Die 
Integralflichen der Gleichung ordnen sich in Folge dessen zu Paaren 
von je oo! Flichen zusammen, wo die beiden Schaaren eines Paares 
so auf einander bezogen sind, dass sie durch die vorliegende Trans- 
‘ze formation in einander tibergehen. Die Transformation ist, in so weit 


sie eine Klichentransformation bildet, eine eindeutige Transformation 
* 
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zwischen Werthsystemen (7 y pq), (x y' pq’), ebenso wie. zwischen 
(cypaqrst), *ypqdrst), us. w. 

20. Einen anderen Fall, in dem die Flichen, fiir welche eine 
Transformation (11) eine Flichentransformation wird, eine partielle 
Differentialgleichung 2. O. erfiillen, muss ich auch erwihnen. Er be- 
zieht sich auf die Theorie der Flichen von constanter Kriimmung, wie 
diese neuerdings von Bianchi und Lie*) entwickelt worden ist. 
Bianchi’s und Lie’s Theorien verdanken ihren Ursprung dem Satze, 
dass die Flaiche der Kriimmungscentra (die Centrafliche) irgend einer 
Fliiche, deren Hauptkriimmungsradien in einem Punkte eine von der 
Lage des Punktes unabhingige constante Differenz besitzen, eine Fliche 
von constanter Kriimmung ist, oder richtiger, aus zwei Flachen von 
derselben constanten Kriimmung besteht. Nun wird durch die Glei- 
chungen : 

( —z)p+(¥—y)q —(’ —a—=—0, 
(20) (¢ — x) p+ —y)g —/ —2)=0, 
1+pp +qq=9 
der Zusammenhang zwischen einer Fliche = f(x, y), p= f(x), 
q=f'(y) und der allgemeinsten anderen Flache 2’ = (2’,y’), p'’ =’ (2’), 
q = (y) ausgedriickt, die zusammen mit der vorigen eine Centra- 
fliche (irgend einer Flaiche) bilden kann. Denn jene Gleichungen 
sagen nur aus, dass die Punkte der beiden Flaichen z= /(z, y), 
2 = (x',y’) so zusammengeordnet werden kénnen, dass sie Beriihrungs- 
punkte einer gemeinsamen Tangente der beiden Fliichen werden, und 
dass die Tangentenebenen der beiden Flichen in jenen Punkten auf 
einander senkrecht stehen. Je zwei zusammengehérige Punkte werden 
die beiden Hauptkriimmungscentra eines Punktes einer Fliche, welche 
die beiden Flichen z = f(z, y), 2 = y(a’, y’) zur Centrafliiche hat. 

Jene Gleichungen (20) reprisentiren eine Flichentransformation 

(3)**). Figen wir die Gleichung: 


(21) @—2P + y—yP+e@—“¥= 4 


hinzu, so haben wir durch (20), (21) die Bedingung dafiir ausgedriickt, 
dass das Flichenpaar z = f(a, y), 2 = g(a’, y’) die Centrafliche einer 


*) Lie: Zur Theorie der Flichen constanter Kriimmung. Archiv for Mathe- 
matik og Naturvidenskab. Bdd. 4, 5 (Hefte 3), Kristiania, 1879, 1880. Bianchi’s 
Untersuchungen kenne ich meistens nur aus den Arbeiten von Lie. — Die folgende 
Transformation (20), (21) ist von Lie als der analytische Ausdruck von Bianchi’s 
Transformation der Flichen von constanter Kriimmung angefiihrt. 

**) Die Gleichungen, die den Zusammenhang zwischen einer Fliche und ihrer 
Centrafliche ausdriicken, bestimmen eine Flichentransformation von der von mir 
im XI, Bde. d. A. p. 199, § 3. besprochenen Art. 
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Fliche bildet, fiir welche die Differenz der Hauptkriimmungsradien in 
einem Punkte constant = - ist [e —¢ =3\" Die vier Gleichungen 


(20), (21) sind von der Form (11). Um zu erkennen, fiir welche 
Flichen in r(ayz) sie eine Flichentransformation begriinden, haben 
wir erst die fiir den vorliegenden Fall geltende Form der am Anfange 
der 18. Nr. hingeschriebenen Involutionsgleichung aufzustellen. Man 
hat zu setzen: 


[FL Fy ]s2'p =0, [F, Fy} ¥ 2'p’ =1+ p* + q’; [F, Fvey =0, 
Al 2 
[F 1 F3)y 2p’ — 0, [F, y OAT — oe [F; Fy |e 2p’ =0, 


a? 

(24) = 20 +p +9) (I+ ?+q)$—, 

(13) = —(rt—8) 1 +p? +9) 5, 
und die fragliche Bedingungsgleichung nimmt dann folgende Form an: 
(22) rt— P+ aX +p? + FP =O. 
Sie ist unabhiingig von 2’, 2’, y', p’, q’. Alle Integralflichen derselben 
werden daher durch die Transformation (20), (21) in Schaaren von 
je co' Flaichen verwandelt. Und weil das System der Transformations- 
gleichungen symmetrisch in Bezug auf die accentuirten und nicht- 
accentuirten Buchstaben ist, so miissen die transformirten Flichen, die 
in r’, dieselbe Gleichung (22) erfiillen. Sie stellt aber die allgemeinste 





Fliche von der constanten Krimmung REO a? dar. Deshalb 


werden die Flichen von dieser constanten Kriimmung durch die Trans- 
formation (20), (21) in einander iibergefiihrt; — wie gleich aus dem 
anfangs citirten Satze zu schliessen war. 

Somit folgt (Nr. 17.), dass man durch Integration einer gewodhn- 
lichen Differentialgleichung mit zwei Variablen (und einem arbitrdren 
Parameter) die oo! Fliichen zu bestimmen hat, die einer gegebenen 
Fliiche von der constanten Kriimmung — a? in der Art entsprechen, 
dass jede derselben mit der gegebenen Fliche eine Centrafliche einer 


Fliche g9—¢ = 4 bildet. Aus jeder dieser oo! Flichen gewinnt man 


in derselben Weise neue Flichen von constanter Kriimmung, u. s. w. 
So dass man durch fortgesetzte Integrationen von Differentialgleichungen 
mit zwei Variablen aus einer Fiche von constanter Kriimmung un- 
endlich viele andere als die oo' erstgenannten Flichen von derselben 
constanten Kriimmung muss herleiten kinnen.*) 


*) Nach Lie (siehe die oben citirten Arbeiten) erhilt man in dieser Weise 
aus einer gegebenen Fliche «®” Flichen von constanter Kriimmung. — Sind die 
geoditischen Curven der gegebenen Fliche bekannt, so erhilt man, nach Bianchi 
und Lie, die neuen Fliachen durch blosse Quadraturen. 
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Durch eine jede Transformation (11) wird ein Streifen in r in 
oo! Streifen in x’ umgeformt, welche die gemeinsamen Integrale der- 
jenigen drei partiellen Differentialgleichungen 1. O. sind, die durch 
Elimination von x, y, 2, p,q aus (11) und den Gleichungen des ge- 
gebenen Streifens entspringen. Ein Streifen einer Fliche der con- 
stanten Kriimmung — a? wird also vermittelst der Transformation (20), 
(21) zu co! Streifen ftihren, die auf je einer der oo', der vorgelegten 
Flaiche entsprechenden Flachen verlaufen. Demzufolge wird jede Cha- 
rakteristik von (22) in co! andere Charakteristiken derselben Gleichung 
verwandelt. Diese anderen sind aus der ersteren durch blosse Elimi- 


nationen zu gewinnen, falls die oo' Flichen bekannt sind, die einer . 


durch jene erste Charakteristik zu legenden Fliche von der constanten 
Kriimmung — a? entsprechen. 

Nun sind die Charakteristiken von (22) die Haupttangentencurven 
der Integralflichen der Gleichung. Folglich: Aus einer Fliche von 
constanter Kriimmung, deren Haupttangentencurven bekannt sind, leitet 
man durch die oben erwdhnten Operationen oo andere Flichen derselben 
Kriimmung mit ihren Haupttangentencurven her. 

21. Eine Consequenz des Vorangehenden, welche die Bestimmung 
der geoditischen Curven einer Fliche von constanter Kriimmung an- 
betrifft, méchte ich nicht unberiihrt lassen. Aus einer Flache von 
constanter Kriimmung leitet man, wir oben gezeigt, oo' andere Fliachen 
von derselben constanten Kriimmung ab. Ich wiihle eine von ihnen 
beliebig aus. Sie bildet mit der ersten Fliiche die Centrafliche einer 
Schaar von Parallelflichen. Dieselben werden durch zwei involuto- 
rische partielle Differentialgleichungen 1. O. bestimmt. Aber fiir dic 
Integrale dieser Gleichungen ist eine infinitesimale Beriihrungstrans- 
formation bekannt, nimlich die Paralleltransformation. Deshalb werden 
jene Integralflichen durch blosse Quadraturen erhalten. Entsprechend 
den oo! Flichen, die durch die Transformation (20), (21) aus der 
ersten Flaiche von constanter Kriimmung abgeleitet werden, erhiilt 


man in dieser Weise co? Flichen (0 — = -), welche die erstere 


Flache zur einen Schale ihrer Centrafliichen besitzen. Sie bilden eine 
volistindige Lésung der partiellen Differentialgleichung 1. O., welche 
die allgemeinste Fiche definirt, fiir welche jene Fliche von constanter 
Kriimmung einen Theil der Centrafliiche bildet. Nun gilt aber stets 
folgender Satz: Wenn die Normalen einer zweifach unendlichen Schaar 
von Flachen einen Liniencomplex bilden, und wenn f(z, y, 2, 4) =0 
co' von diesen Fliichen darstellt, und dieselben keine Parallelflichen 
sind, so werden die auf diesen Flaichen verlaufenden Charakteristiken der 
partiellen Differentialgleichung 1. O., welche die supponirte zweifach un- 
endliche Flachenschaar zu Integralen hat, durch die Gleichungen bestimmt: 
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Zur Theorie der Flichentransformationen. 


f(z,y,2,4)=0, [F@P+AOP+@O? = Cr MP, 
wo C eine arbitrire Constante ist*). 

Und weiter wissen wir, dass die Charakteristiken der partiellen 
Differentialgleichung 1. O., deren Integralflichen eine gegebene Flache 
zam einen Theil ihrer Centraflichen haben, so dass die Normalen jener 


421 





*) Ich habe diesen Satz aus meiner Abhandlung iiber Kugelcomplexe in der 
Jahresschrift der Universitat Lund T. IX. entlehnt. Da er aber dort nur bei- 
liufig, ohne Beweis angegeben worden ist, so schreibe ich hier den Beweis hin. 
Sei f(x, y, z, 4, w) = 0 die Gleichung einer Schaar von m*® Flichen, deren Nor- 
malen einem gegebenen Liniencomplex zugehéren, und seien 2, w 80 gewahlt, 
dass bei constantem 4 jene Gleichung eine Schaar von Parallelflichen repriisen- 
tirt, Die einer Fliche f(a, y, 2,4, u)=0 unendlich nahe liegende Parallelflache 
wird durch Elimination von x, y,2 zwischen f(x, Y,%, 14, u)=0 und den Glei- 
chungen: 














F f’ (a) 
x — a. <a. 8 
‘VF @r+if (yWE+IFar 
Pas tee i oe Tew 
‘Vif @r+iror+rer ’ 
4 +e- a tS — : 
Vif (@e +f OP+ or 
oder 
c= ae — §§ a 
‘Virei + or + ene ’ 
rene moa te f(y’) en 
‘Vir@eir + fOr +P evr ’ 
f'(@) 








‘“VFr@er+ror+renr 


(e eine unendlich kleine Constante) 
erhalten, Demnach hat man jene Parallelfliiche ausgedriickt durch die Gleichung 
f—eViF@PrFPOr+@r=o, 


wenn die Accente der Buchstaben x,y, 2 weggelassen werden. Andererseits ist 
die Gleichung dieser Parallelfliiche von der Form: 


f+ duf'(u) =o. 


du f' (wv) = — VF (@ PP OP+f OF. 


Die Charakteristiken der partiellen Differentialgleichung 1. 0., die unsere 
zweifach unendliche Flichenschaar zum vollstiindigen Integralsysteme hat, werden 


durch die Gleichung: : , 
f' (4) + ef (u) =0 


bestimmt, Hier ist c eine arbitrire Constante. Wird nun fiir f’(w) sein obiger 
Werth gesetzt, so nimmt diese Gleichung die Form an: 


VF OPFOR +P!) = CF, 


womit der fragliche Satz bewiesen ist. 





Daher: 
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Flichen simmtlich die gegebene Fiche beriihren, also einen speciellen 
Liniencomplex bilden, Kriimmungscurven auf den Integralfliichen sind. 
Diese werden also in der genannten Weise aus den Integralfliichen 
der partiellen Differentialgleichung 1. O. durch Differentiationen und 
Eliminationen erhalten. 

Folglich leitet man aus den anfangs gewonnenen oo! Flichen- 


schaaren 9g — Q' = - durch rein algebraische Operationen die eine 


Schaar der Krimmungscurven derselben ab. Hierauf erhilt man weiter 
durch ebenfalls rein algebraische Operationen die ihnen entsprechen- 
den oo? geodiitischen Curven der zuerst gewahlten Fliche von con- 
stanter Kriimmung. Die geodétischen Curven einer Fliiche von con- 
stanter negativer Kriimmung lassen sich also durch Integration einer 


Differentialgleichung F(a, Y, “s ) = eimer arb. Constante (und nach- 
herige Quadraturen) finden. 

[Ich verdanke es einer zufalligen Bemerkung von Lie iiber 
die geoditischen Curven der Flichen von constanter Kriimmung, dass 
ich eine im Manuscripte eingeflossene darauf beziigliche Irrung hier 
habe beseitigen kénnen. | 
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Ueber die Modulargleichungen der hyperelliptischen Functionen 
erster Ordnung. 


Von 


Martin Krause in Rostock. 


Wihrend die Theorie der Modulargleichungen der elliptischen 
Functionen durch eine Reihe werthvoller Arbeiten eine grosse Aus- 
dehnung erfahren hat, ist die Theorie der Modulargleichungen der 
hyperelliptischen Functionen erster Ordnung bisher fast ganz unbe- 
riicksichtigt geblieben. Dem Verfasser des vorliegenden Aufsatzes 
sind nur gelegentliche Bemerkungen itiber dieselben bekannt worden, 
wihrend eine eigentliche Theorie derselben seines Wissens noch nicht 
gegeben ist. Im Folgenden soll ein Versuch zu einer ersten Theorie 
gemacht werden. Dabei beschriinken wir uns auf den einfachsten Fall, 
dass der Transformationsgrad eine ungerade Primzahl ist, wir suchen 
ferner nur die Theorie derjenigen Gleichungen zu entwickeln, welche 
die naturgemiisse Verallgemeinerung der von Legendre, Jacobi, 
Hermite, Schréter u. a. in die elliptischen Functionen eingefiihrten 
Gleichungen sind, wihrend wir einstweilen von einer Verallgemeinerung 
der reichhaltigen Theorien, die in neuester Zeit auf dem Gebiete der 
elliptischen Modulfunctionen entstanden sind, absehen. 

Ferner sollen die Betrachtungen unabhingig von der Substitutions- 
theorie, wie sie Jordan in seinem bekannten Lehrbuche giebt, an- 
gestellt werden. 

Als Moduin wihlen wir nicht die von Rosenhain und Richelot 
gebrauchten, sondern die von Hermite in die Analysis eingefiihrten, 
auf deren Bedeutung neuverdings Borchardt aufmerksam gemacht hat, 
und zwar legen wir ein ganz bestimmtes System zu Grunde, dasjenige, 
welches aus den vier Thetafunctionen (5) (23) (4) (01) entspringt. 

$1. 4 

Simmtliche Transformationen n»'** Ordnung — m eine ungerade 
Primzah] — lassen sich in 1 + n + n? + mn? nicht diquivalente Classen 
theilen, die so beschaffen sind, dass sammtliche in einer Classe 
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befindliche Systeme durch Transformationen auseinander abgeleitet 
werden kénnen, deren Determinante die Einheit ist. Als Reprisen- 
tanten kénnen und wollen wir folgende definiren: 


nw SS CN. é 0 O |n i(am+1) O #(an+1) 
10 1 0 0| |0 » sen)\+1 0 |0 1 0 0 
eOn O60 1 O10 © - ‘w—tenaD 
0 00n//00 oO wlio oo 0 ti 

n O t(an+1) i’(an+1) | 

10 n i” (anm-+-1) i(an+1) | 

0 0 1 Roca 

i0 O 0 1 
wobei 

an = — 1 mod.8 

ist. 


Wir beschaftigen uns im Folgenden lediglich mit den auf diese 
Weise definirten Transformationen. 
Seien v, und v, die Argumente der urspriinglichen Thetafunctionen, 
Tit) Ty2) To2 die Meduln derselben, ferner: 
My G, Gy Gy | 


1d, 0d, by d,| 


i 


dg dy dy dy 


| 
| 
Co % Cy C3 | 
| 


ein beliebiger der vorhin definirten Repriisentanten. 
Wir setzen: 


, M (Cy — Gy Te, — Dy To9) 


@,” ims n (dy — Gy Ty — by t42) 
— N 


ee 


__ _(— 3 + Ay Top + Ds To) m (— ds + dg ty + D3 ty) 
eS osoneneuert . eden ts Vy. 


Nii =(€d)yg+ (AC)og Tj) 2(be)oo Ty. + (dd)o, T.9+(a b)oa(t12 —T44T 29) 
N12 = (Cd) 4 + (AC) 441 +(2(be) 91) 4)-+(db) 19% 29+ (4b) 9 (t12 — 7) Tre) 
Ntz2= (Cd)5, + (a¢)34%4, + 2(e)s4 Tz + (Ab)g, Toe + (ab) 55 (412 — Thy Tet) 
N =(€d)o3+(ae)o37 + 2 (bC)o3T22 + (dd) o3 Ty + (ab)o3 (t12 ——T41T»)) 
endlich: 
- IT (Y%, V»)a = enio F(v,', Vy’, T11 ? T12, T22)a 
wobei: * 
@ = (4g 0 + by Va) (430, + D502) + (4, 0,40, v,) (a, 0, +b, 02) 

+ 411 (30, +0302)? +2 ti (a, 04 + D3 02) (@qv, + b, Vy) + T22 (40, +-0,02)? 


ist. 

















TT(e 


we 





leitet 


asen- 


-1) 
-1) 


diese 


nen, 


T,) 
T 2»), 
T); 


Ty), 


22)" 











Modulargleichungen hyperelliptischer Functionen. 425 


Wir greifen eine bestimmte TT-Function heraus, die Function 
TI(v,, %);, Wir nehmen ferner zunachst nur den Reprasentanten: 


|\n 0 0 O| 
| On 0 0 
| 001 0 
i0 0 0 1 
Fiir denselben wird: 
0; = NY, Ve = NVQ, T= MNT, Tig = NT, Tee = NT. 


Dann folgt aus den Untersuchungen von Hermite, dass TT(v,, v,); 
eine homogene ganze Function n' Grades der Gréssen #(v,, v,);, 


F(L;, Vo)og, H(Yy,, Vo)y, H(0, Yoo, ist, welche “+1 willkiirliche Con- 


stanten linear enthilt. Eine Bestimmung dieser Constanten hat 
Brioschi gegeben (Comptes rendus des séances de ]’Académie des 
sciences tome 47, pag. 310 seq.) Es blieb bei derselben eine Liicke, 
welche von Kénigsberger ausgefillt wurde. (Crelle 67, pag. 109 seq.) 
Wir setzen an Stelle von v,, v, in der soeben definirten Gleichung 
der Reihe nach resp.: 

m m’ 


t=) HP“ 


wo m und m’ die Werthe annehmen kénnen: 


° n—1_ , < n—1 
mas 1b, 2,020, 3-5 we I, 2,---, > 

F n—1 , F n—1 
m= 1,2, © 0 ty eee 5 n= — 1, — 2, it ots 


» 
~ 


- , 55 e—i. ‘ n 
m=Q0, m =—1,2,---,- 3 3 m=1,2, ree, 





iia - 
et ee QO. 
Dann aindern die Argumente der linken Seite sich lediglich um ganze 
Perioden. Hieraus folgt, dass die Verhiiltnisse der Constanten sich 
ausdriicken lassen als rationale Functionen der Gréssen: 


nn’? Mn 


a(™, ™) G=5, 23, 4, 01) 


oder auch der Gréssen 
m- m 
(5) 
———,—. (¢ == 23, 4, Ol). 
m m 
(> ast 
n n 5 
Nach einem Satze von Brioschi dndern sich die Verhiltnisse der 
Constanten in den Functionen TT(v, , v2).5, T1(v; , ¥2)4, T1(%;, Y2)o, nicht, 
nur die Reihenfolge wird eine andere. 
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Setzen wir daher: 
(0,0, ty, Te, T22), 
# (0,0, Tits Thay Tae), = P(Fi1y Trey Tre) 





so ergiebt sich: 
1. Die Functionen g(nt,,, nt,,, To1)e (e=23, 4,01) lassen sich dar- 
stellen als rationale Functionen der Gréssen 


m m' 
Cre ow), 
me m 
or? Ww), 
wo zu den vorhin definirten Werthen von m und m’ noch das Werthe- 
paar m= 0, m’ = 0 hinzukommt. 
Um die iibrigen repriisentirenden g-Functionen g (r,!, sf, t®), 
zu erhalten, stellen wir folgende Betrachtung an. 
Simmtliche lineare Transformationen der hyperelliptischen Func- 
tionen erster Ordnung zerfallen nach dem Modul 2 in 720 Classen. 
Unter diesen 720 Classen giebt es zwei und nur zwei, fiir welche die 
Functionen ®(v;, U2);, P(%, Vz Jog, F(Y,, Va)y, By, Ve)o, VON gewissen 
Factoren abgesehen in sich selbst iibergehen (siehe des Verf. Arbeit 
iiber die Multiplication der hyperelliptischen Functionen erster Ord- 
nung Math. Ann. Bd. XVII). Es sind dieses die Classen, deren Trans- 
formationen 


(e = 23, 4, OL) 


Uy UA A, Ay 
b, 0, by by 
to Cy Cy ts 
Dd 


7 


0 Ds 


die Eigenschaft haben, dass entweder ist: 


1) w = b, Cy d; 1 mod. 2 wiihrend die anderen Zahlen 
durch zwei theilbar sind, oder aber: 
2) » =b, =e = d, = a, = b, = 1 mod. 2 wihrend die anderen 


Zahlen durch zwei theilbar sind. 

Fiigen wir noch die erfillbaren Bedingungen hinzu, dass 

Mg dy + by ty = O mod. 8, 

a,d, + b,c, = 0 mod. 8, 

cy b, == 0 mod. 4 

ist, so folgt, dass die Quotienten OE ‘ at wet, ret na 
fiir diese Transformationen in sich selbst tibergehen. (Siehe d. V. Arbeit 

iiber die lineare T'ransformation d. Annalen Bd. XVII.) 
Wir wollen nun in den Gleichungen, die wir fiir p(t,,, WT ,., %T9)e 
fanden, links und rechts setzen an Stelle von 1,,, Ti), To. resp. ty, 
tho, ty. wobei ist: 
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Mtyy—=(CD)o2  (AC)o2 Mi 2(We)y2T2 + (Ob)y2 Toe-+ (boo (t12— T 11 T9); 
N tyo= (Cd) go (MC) Ty  (2(He) 12 —1) Tyo (06) 2 Toa + (0) 1 (t13 —T11To9), 
Ntyo=(Cd)31 + (MC)gi tir 2(Be)gi Ty2_— + (DD)g4 To2 + (0b) 5, (t13 — T1129), 
dar- N= (Cd)ag (Ac)og ty 2(Be)og tie + (Db)o3 Toa + (06), 3) t13— T 1 T22) 
und zuniichst die linken Seiten betrachten. Eine einfache Betrachtung 
zeigt erstens, dass die Repriisentanten (mt,,,T,., %T29)e dann tiber- 


gehen in andere repriisentirende g-Functionen, sie zeigt ferner, 
dass durch richtige Wahl der Transformationszahlen die Gréssen 





mi! (WT 4, NT, NT) in beliebige reprasentirende g-l'unctionen iiberge- 
fiihrt werden. Wir deuten dieselbe nur an. 
(®) Seien: 
22 Je , , , , 
| Hy By, Hy My Hy he Me 
ne- | % % Vy 3 | Vy % Vy O, 
| und 7 : . . 
en. | Wy W, Wy Ws | Wy UW, Wy Wy 
. | » ‘ 
die |X Ly Ay Hs | Uy &y Wy ay | 
sen ee fe ; ‘ : 
belt zwei beliebige Repriisentanten, so findet stets eine Gleichung von der 
rd- Form statt: 
ls- o Nw ly ly tly Uy Uy Us 
by by by ds % % % % 
fo ty te ey Wy W, Wy Ws | 
Dy dy dy ds vy ty Hy HX, 
~~ & & * Me @ Ge & 
Vy Y Vy vs by by by by 
| Oy Wy" we’ Ww,’ fm tty ty 
len Rafe alee ae bicece cae 
| wy %y' hy ay dy =D, dy Ds 
ren wo die zweite Determinante rechts wiederum eine lineare Transformation 
darstellt, deren Zahlen den Zahlen der ersten Determinante links nach 
dem Modul 2 congruent sind, fiir welche ferner: 
Mp Dy + by cy’ = 0 mod, 8, 
ad,’ + b,'c,° = 0 mod. 8, 
ty 6,° = 0 mod. 4 ist. 
rt Damit ist der Beweis geliefert. 
- Aehnlich einfach gestaltet sich die Untersuchung der rechten Seite. 
eit 8 
Nehmen wir ganz allgemein die Function: 
Mm + M, Ty + Me Tip mn’ + my Toy + Me T29 
a o(Stmatmte, tment mee) 
. re, Catal Bh. JE BA 
‘11? ¢ = fe My Ty My Tie Mm + my Toy + Mg Te ) 
? 
n n 5 
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und setzen an Stelle von 1,,, t,., T.. die vorhin definirten Ausdriicke, 
so ist dieses gleichbedeutend damit, als ob auf die Function: 
(0, V), 


Ce Pee Ws 
die lineare Transformation: 


| Xo ay My lg 


en 
1 Dg By dy 2, 


angewendet wird, vorausgesetzt, dass: 


M+ Myr, + Met. M’ + M, ta + Mz tx 


hn n ite ists n 
und: 
M = md; — m,d) — m,d, + m’d,, 
M’ = = mes — Mey — MC, + MD, 
M, = — ma; + m, a + Ma, — Moy, 
M, = — mb, + m,b, + m,b, — md, ist. 


Hieraus folgt: 
Il. Eine jede reprisentirende Function g (r;\’, 1:4’, 4’), ist eine 
rationale Function der Gréssen 


Ps ( M + My Ty MyTyq «= My Tay + Mo TQ 
ie mh ee ee 
’ 





2 n g 
Ss Oh =a ee) 
n . n 5 


Hierbei kénnen die Zahlen m, m,, m,, m zu gleicher Zeit Null sein. 
Ebenso folgt der: 
Lehrsatz. Stimmtliche Potenzsummen 


@® .@ Wye 
Dd'olek ? T2 > T23 ) 
sind rationale Functionen der Grissen 
a (a Tut matin mb my tart Me ‘) 
n a 


n 
o(mtm Tip-t MyType’ + My Tey + My tee y 
nn . n 5 


Dieselben bleiben fiir eine jede lineare Transformation wngedndert, fiir 
welche die Functionen 9(t,,, Ti.) To). ungedndert bleiben. 
Dieser Lehrsatz bildet die Grundlage weiterer Betrachtungen. 


Rostock, den 1. September 1881. 
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Ueber besondre Lagen zweier Tetraeder. 
Von 


Friepricu Scuur in Leipzig. 


Der bekannte Satz von Desargues iiber perspectivische Dreiecke, 
welcher aussagt, dass die Schnittpunkte entsprechender Seiten zweier 
als entsprechend gesetzten Dreiecke auf einer Geraden liegen, wenn die 
Verbindungslinien entsprechender Ecken durch einen Punkt gehen, und 
umgekehrt, ist auf den Raum in zweierlei Form iibertragen worden. 
Die erste von Poncelet*) herriihrende Uebertragung: 

Wenn zwei Tetraeder einander. so entsprechen, dass die Ver- 
bindungslinien entsprechender Ecken durch einen Punkt laufen, so 
liegen die Schnittlinien entsprechender Seitenflichen der beiden 
Tetraeder in einer Ebene; und umgekehrt , 

kommt zwar in der fiusseren Form dem Desargues’schen Satze am 
niachsten, ist jedoch eigentlich nur ein specieller Fall des allgemeineren, 
von Chasles**) herriihrenden Satzes: 

Wenn zwei Tetraeder einander so entsprechen, dass die Ver- 
bindungslinien entsprechender Ecken einem Hyperboloide angehoren, 
so gilt dasselbe von den Schnittlinien entsprechender Seitenflachen 
der beiden Tetraeder; und wmgekehrt. 

Von diesem letzten Satze existiren nun verschiedene analytische 
Beweise ***); aber aus allen diesen geht, wie mir scheint, das eigent- 
liche Wesen dieses Satzes nicht recht hervor. Dieser Satz ist namlich, 
wie ich gefunden habe, ein specieller Fall des folgenden umfassenden 
Satzes : 

Jeder Geraden, welche die vier Verbindungslinien entsprechender 
Ecken zweier als entsprechend gesetzten Tetraeder gleichzeitig schneidet, 


*) S&S. Poncelet, traité des propriétés projectives, art. 582. 
**) §. Chasles, apercu historique, Note XXXII. 
***) §. Cayley, Quarterly Journal of Mathem. Vol.I, p. 10. Ferrers, ibid. 
p. 191. Salmon, ibid. p. 241. Weddle, Cambridge and Dublin mathematical 
Journal, Vol, VI, p. 123. Hermes, Borchardt’s Journal fiir Mathematik, Bd. 56, 
p. 218, wo der Satz zuerst in obiger Form ausgesprochen ist. 
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entspricht eindeutig eine Gerade, welche die vier Schnittlinien ent- 

sprechender Seitenfliichen der beiden Tetraeder gleichzeitig schneidet, 

und umgekehrt. 

Zu diesem Satze muss man kommen, wenn man erwiigt, dass der 
Desargues’sche Satz mit der centrischen Collineation der Ebene zu- 
sammenhingt, und demgemiiss ein analoger Zusammenhang der rium- 
lichen Analoga dieses Satzes mit gewissen speciellen Collineationen 
des Raumes zu erwarten ist. Fiir den Poncelet’schen Satz nun ist 
dieser Zusammenhang natiirlich derselbe wie fiir den Desargues’schen, 
nimlich der mit der centrischen Collineation des Raumes. Wie ver- 
halt es sich aber in dieser Beziehung mit dem Chasles’schen Satze? 

Nun hat von speciellen Collineationen des Raumes ausser der 
centrischen bisher wohl nur die sogenannte geschaarte*) die besondere 
Aufmerksamkeit der Geometer erregt. In einer solchen Collineation 
giebt es bekanntlich zwei Axen, deren siimmtliche Punkte und Ebenen 
sich selbst entsprechen, so dass alle Verbindungslinien entsprechender 
Punkte und Schnittlinien entsprechender Ebenen der beiden Réiume 
diese beiden Axen schneiden. Eine solche Collineation aber ist ein- 
deutig bestimmt, wenn drei Punkten A, B, C des einen Raumes drei 
Punkte A,, B,, C, des andern Raumes als entsprechend zugewiesen 
sind. In dieser Collineation muss nimlich das durch die drei Geraden 
AA,, BB,, CC, gehende Hyperboloid sich selbst entsprechen, und 
eine Collineation, welche ein gegebenes Hyperboloid in sich selbst 
iiberfiihren soll, ist dadurch bestimmt, dass drei Punktepaare desselben 
als entsprechend gesetzt sind**). Sind also A, B, C, D wid 
A,, B,, C,, D, die Ecken der beiden hyperboloidisch liegenden Tetraeder 
(Chasles’scher Satz), so entspricht in derjenigen geschaarten Colli- 
neation, in welcher den Punkten A, B,C die Punkte A,, B,, C, ent- 
sprechen, dem Punkte D wohl ein Punkt der Geraden DD,, aber im 
Allgemeinen nicht der Punkt D, selbst. Die hyperboloidische Lage 
zweier Tetraeder lisst sich also mit einer geschaarten Collineation im 
Allgemeinen nicht in Zusammenhang bringen. 

Nun ist in der That die geschaarte Collineation des Raumes nicht 
diejenige, welche der allgemeinen am niichsten steht. Dies ist viel- 
mehr diejenige, in welcher es nur eine Punktreihe (g) sich selbst ent- 
sprechender Punkte und demgemiiss auch ein und nur ein Ebenen- 
biischel [h] sich selbst entsprechender Ebenen giebt; offenbar schneiden 
alle Verbindungslinien entsprechender Punkte die Axe h und alle 
Schnittlinien entsprechender Ebenen die Axe g, so dass der dieser 
Collineation zugehérige Reye’sche Complex in zwei specielle lineare 

*) S. Reye, Geometrie der Lage, 2. Aufl, II. Bd, p, 132. Salmon- 


Fiedler, Raumgeometrie, 3, Aufl, I. Bd., p. 44. Staudt, Beitrige, p. 63. 
**) S. Zeuthen, Mathemat. Annalen, Bd. XVIII, p. 41. 
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Complexe zerfallt. Wir wollen diese Collineation die aziale nennen. 
Dann liisst sich zeigen, dass es im Allgemeinen zwei axiale Collineationen 
giebt, welche vier gegebene Punkte A, B, C, D in vier andere A,, B,,C,, D, 
iiberfiihren; dieselbe Collineation fiihrt dann gleichzeitig die Ebenen 
a=BCD, B=CDA, y=DAB, 6=ABC in die Ebenen 
ae, = B,C,D,, 8B, =C,D,A,, vy; =D, A,B,, 9, — A,B,C, itiber. 
Die Axe h einer solchen Collineation muss namlich eine der beiden 
Geraden sein, welche die Geraden AA,, BB,,CC,, DD, gleichzeitig 
schneiden, und ebenso die zugehérige Axe g eine der beiden Geraden, 
welche die Geraden aa,, BB,, yy,, 90, gleichzeitig schneiden. Sind 
nun x und 4 irgend zwei Ebenen durch h, welche nicht durch A und 
A, gehen, so ist dadurch, dass man den Ebenen 8, y, 0, x, 4 die Ebenen 
B,,71,9,, %, 4 als entsprechend zuweist, eine der gesuchten axialen 
Collineationen bestimmt. Zunichst nimlich entspricht in dieser Colli- 
neation die Gerade h = x sich selbst; da ferner der Punkt A, = £,y, 4, 
dem Punkte A = Syd entspricht, so entspricht auch die Ebene 
hA=hA, sich selbst, so dass es in dem Biindel [h] drei sich selbst 
entsprechende Ebenen giebt. Es entspricht also jede Ebene des 
Biischels [h] sich selbst, unsere Collineation ist also eine axiale. Weiter 
aber entsprechen den Geraden By = DA, yO = BA, OB =CA die 
Geraden 6,7, = D, A,, y, 9, = B,A,, 9,8, = C,A,, es entsprechen 
also, da die Ebenen hD=hD,, hB=hB,, hC=hC, sich selbst 
entsprechen, den Punkten D, B, C die Punkte D,, B,, C,. Die Colli- 
neation ist alse in der That eine der gesuchten; bei der Bestimmung 
derselben sind wir nun von einer Axe ) auégegangen, welche die 
Geraden AA,, BB,, CC,, DD, gleichzeitig schneidet, und wir wissen 
dann, dass die Schnittlinien entsprechender Ebenen, also auch die 
Geraden aa,, BB,, yy,, 00, die zweite Axe g der definirten axialen 
Collineation gleichzeitig schneiden. Es ist evident, dass der duale 
Ausgang von dieser Axe g zu derselben Collineation fiihrt. Hiermit 
ist also das oben behauptete eindeutige Entsprechen der Geraden, 
welche AA,, BB,, CC,, DD,, und derjenigen, welche aa,, BB,, yy,, 00, 
gleichzeitig schneiden, nachgewiesen. Je zwei einander dieser Art 
entsprechende Geraden sind die beiden Axen einer axialen Collineation, 
welche die Punkte A, B, C, D in die Punkte A,, B,, C,, D, oder die 
Ebenen a, 8, y, 6 in die Ebenen «@,, 6,, 7,, 9, tiberfiihrt; solehe Colli- 
neationen giebt es demnach im Allgemeinen zwei, einfach unendlich 
viel fiir die hyperboloidische Lage der beiden Tetraeder und doppelt 
unendlich viel fiir die perspectivische Lage derselben. Uebrigens er- 
giebt sich auch noch folgender besondere Satz, der insofern dem 
Desargues’schen Satze am meisten entspricht, als er, wie dieser 
fiir die beiden Dreiecke, fiir die beiden Tetraeder nur eine Bedingung 
erfordert, niimlich: 
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Wenn zwei Tetraeder einander so entsprechen, dass es nur 
eine Gerade giebt, welche die Verbindungslinien entsprechender 
Ecken derselben gleichzeitig trifft, so giebt es auch nur eine Gerade, 
welche die Schnittlinien entsprechender Seitenfliichen der beiden 
Tetraeder gleichzeitig trifft; und wmgekehrt. 

Allerdings kann keiner dieser Sitze in jeder Beziehung als Ver- 
allgemeinerung des Desargues’schen Satzes gelten. Denn es kénnen 
%. B. zwei Tetraeder in keine der erwahnten speciellen Lagen auf alle 
mégliche, d. h. auf 24 Arten gebracht werden*). Immerhin aber 
diirften die vorstehenden Betrachtungen insofern von Interesse sein, 
als sie das eigentliche Wesen dieser Siatze, welches im Zusammen- 
hange mit der axialen Collineation des Raumes besteht, hervortreten 
lassen. 


Leipzig, Mitte October 1881. 


*) S. Rosanes, Mathem. Annalen, Bd. II, p. 549. Schréter, ibid. p. 553. 
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Bestimmung der Doppelpunkte einer rationalen Curve 


re vierter Ordnung*). 
™. Von 
K, Nagev in Ossenheim. 
er- neers 
-_ Sind 2,|2,|2, die homogenen Coordinaten eines Punktes der ratio- 
lle nalen Curve vierter Ordnung, deren Gleichung gegeben ist durch: 
er f 
in, @, =f, (Aya); Ly = fay de)s %y = fg(A1 42), 
wo 
re fi(Ay Ay) = a 4,4 + BA, Ay + C:A,2A,2 + GA,a.8 + 64,4, i= 1,2,3, 


so entspricht ein Doppelpunkt der C4 jedem Parameterpaar (x4), das 
dem System der 3 Gleichungen 

fy (Ay A.) fo(%4 #2) | = | fs (Ay a2) £5 (%1 2) —_ 

f3(Ay ae) fy (1 %2) | if (Ay 42) fy (%, #2) 
53, fi (ar ae) Fy (41%) | = 0 

f(Ay Ae) fo(%1%2) | 
geniigt, von denen die eine von den beiden andern nicht unabhingig ist. 
Der Werth (x = 4) ist illusorisch. Nach Division der Gleichungen 
durch (A, x, — %,4,) erhilt man, wenn man nach symmetrischen Fune- 
tionen von (x4) ordnet, sodann die Coefficienten 
a:b, — ayb; = (aby) (6 = 1,2,3; & —1, 2, 3) 
und die Gréssen 
Ady =H, HyAy + HA, =Y, HAs 

setzt: ” 
(ayb,)a° +-(aye,)a°y+ (aydy)ay?+-(ayey)y*-++ { (b,¢3)— (ads) }x?2-+ { (bds)—2 (aes) }a yz 
+ (bees)y?2+ { (Cys) — (by ey) }x2-+-(Coes)y 2?+-(d2e,)2° =0, 


(dtyb,)a>+-(age,)a*y+- ++ =0, 
(4,b,)a°+-(a,¢p)a?y+- --- =0. 
Componirt man das System dieser Gleichungen nach einander mit: 
(1) M4, A, 43, 
(2) C1» C2, &%, 
(3) d,, d,, ds 
| a, b, & 
und bezeichnet die Coefficienten: dy by Cy 
ay bs ¢, 
mit (abc) = — (ach) = (bea) = — (bac) = (cab) = — (cba) ~ 


*) Man vergleiche die Arbeit von Brill: Ueber rationale Curven vierter 
Ordnung, Math. Ann., Bd. XII, p. 90 ff. 
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so erhailt man nach Division durch ¢ die Gleichung: 

(I) (abe)a* + (abe)y® + (ade)z* + (ace)yz + {(acd)—(abe)} 2x 
+ (abd)xy = 0, 

nach Division durch x die Gleichung: 

(IIT) (abe) a* + (ade)y* + (ede)a* + (bde)yz + {(bee)—(ade)\ 2x 
+ (ace)xy =0, 

schliesslich : 


(2) (abd) x —(ade)y’—(bde)y’z — (ede)yz*+ (bed)a*z + (bde)xz 
+ (acd) x*y + 2(ade) xyz = 0. 
Dureh Addition der mit y multiplicirten (III) zu Gleichung (2) 
ergiebt sich nach Division der Summe durch x die Gleichung: 


(II) (abd)x* + (ace)y® + (bde)z* + {(bce) + (ade) yz + (bed)ex 
+ {(acd) + (abe)} ay = 0, 

Ich lése das System der drei Gleichungen (I), (IJ), (III) nach 
x,y,z auf folgende Weise. 

Wiren x\y|z die Coordinaten eines Punktes und den Gleichungen 
unseres Systems unterworfen, so wire die Aufgabe, das obige System 
nach x\y\z aufzulésen, gleichbedeutend mit der Aufgabe, die Schnitt- 
punkte dreier Kegelschnitte zu finden. 

Eine Gerade, welche durch den Punkt x| y,2 geht, hat die Gleichung 
(IV) uxz+vy+wez=—0; 
soll «\y|z ein Schnittpunkt der 3 Kegelschnitte sein, so muss er auch 
den 3 Gleichungen (I), (II), (III) geniigen. 

Das Resultat der Elimination der 6 Potenzen und Producte der 
x,y, 2 aus (I), (11), (HI) und aus den durch successive Multiplication 
mit «,y,2 aus (IV) erhaltefflen 3 Gleichungen ist die Determinante 
Stee Grades in u,v, w: 


| (abe) (abe) (ade) (ace) (acd) — (abe) (abe) 

| (abd) (ace) (bde) (bee)+ (ade) (bed) (ace) 

| (abe) (ade) (ede) (bde) (bee)— (ade) (ade) | 0 
u 0 0 0 w v | ’ 
0 v 0 Ww 0 u | 
0 0 w v u 0 | 


welche in 3 lineare Factoren zerfaillt, da Determ. = 0 die Gleichung 
des Strahlenbiischels der 3 Geraden ist, welche die gemeinschaftlichen 
Punkte der drei Kegelschnitte enthalten. Da die Coefficienten von u,v, w 
einer jeden Geraden die Coordinaten x\y|z eines Schnittpunktes unserer 
Kegelschnitte sind, so liefert die eben aufgestellte Gleichung 3'°" Grades 
durch Zerlegung in ihre Factoren die 3 zusammengehérigen Werthe der 
symmetrischen Functionen der Parameterpaare (x,4,, %,4, + *,4,, #49) 
eindeutig und auf einmal. 


Ossenheim bei Friedberg i. H., im October 1881. 
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Das Integral J ae und die linearen Differentialgleichungen. 


Von 
Enno Jircens in Halle a. d. Saale. 


Wenn man die Function J2% nach fallenden Potenzen der 
unabhingigen Verinderlichen x entwickelt, so wird der Coefficient von 


f 
nt das Integral J yz"-1 dz, welches dann durch partielle Integration 
«x 


mm 
in einen von der Integration freien Theil und in . <i pte dz 


umgewandelt werden kann, so dass also umgekehrt jedes Integral von 


der Form f ee ae dz einem Coefficienten der genannten Reihen- 
entwickelung vermehrt um einen Ausdruck, welcher nur von den 
Werthen der Function y und ihrer m — 1 ersten Ableitungen an den 
Grenzen der Integration und diesen Grenzen selbst abhingt, gleich 
wird. Geniigt nun die Function y einer linearen homogenen Differen- 
tialgleichung nter Ordnung, so erhilt man zwischen jenen Coefficienten 
eine recurrente Beziehung, indem man die Differentialgleichung mit 
einer Potenz von z multiplicirt und nach z zwischen den Grenzen « 
und # integrirt. Diese Beziehung enthalt ausserdem nur noch einen 
Theil, der verschwindet, sowie die Werthe a und 6 zusammenfallen 
und der dann geschlossene Weg die Function y ungeindert lisst. Da 
aber bekanntlich unter dieser Voraussetzung, wenn noch gewisse Neben- 


2 
’ bedingungen erfiillt sind, der Ausdruck | cS die auf die unab- 


hingige Veriinderliche 2 bezogene Function y wieder erzeugt, so gentigt 
Mathematische Annalen. XIX. ‘ 29 









436 


E. Jineens. 


er derjenigen Differentialgleichung, welche aus der obigen durch Ver- 
tauschung von ¢ und ~ entsteht; folglich werden auch in dem allge- 
meinen Falle des beliebigen geschlossenen oder nicht geschlossenen 
B 

“yde 


Integrationsweges beim Einsetzen der die Function J ~ _, darstellenden 


Reihenentwickelung in die linke Seite dieser Differentialgleichung alle 
Coefficienten sich wegheben, sobald die erwihnte recurrente Beziehung 
in Kraft tritt, und nur die ersten Coefficienten nebst einem von der 
Integration freien Ausdrucke iibrig bleiben. Bei niiherer Priifung stellt 
sich das ganze Substitutionsresultat als eine rationale Function von « 
heraus, deren echt gebrochener Theil keine Integrale mehr enthiilt, 
wihrend in der ganzen Function allerdings noch Integrale, jedoch nur 
als Constanten vorkommen. é 

Nachdem dieser Satz, welcher fiir die Differentialgleichung zweiter 
Ordnung bereits Heine (Borch. Journ. Bd. 60, pag. 259) als Aus- 
gangspunkt interessanter Untersuchungen gedient hat, im § 1. dieser 
Abhandlung, wie angedeutet, und in § 2. auf einem anderen Wege 
hergeleitet worden ist, wird gezeigt, unter welchen Umstiinden das 





Substitutionsresultat der Null oder doch dem einfachsten Bruche — 


gleich wird. Auf diese Weise ergeben sich einerseits Differentialglei- 
chungen, welche wie die Differentialgleichung der Kugelfunctionen 
die bemerkenswerthe Eigenthiimlichkeit besitzen, dass der Ausdruck 


J ri , wenn ein Integral der Differentialgleichung bekannt ist, sofort 
ein zweites liefert; andererseits erhilt man ftir eine ausgedehnte Classe 
von linearen Differentialgleichungen ein bequemes Integrationsverfahren, 
wenn auf der rechten Seite eine rationale Function von 2 steht. Also 
kann auch diese Abhandlung als ein Beitrag zur Behandlung der 
linearen Differentialgleichungen, deren zweites Glied eine rationale 
Function ist, angesehen werden; denn die sonst iiblichen Methoden 
der Variation der Constanten und der Darstellung durch ein vielfaches 
Integral leiden, wie es ihrer allgemeinen Giiltigkeit wegen auch nicht 
anders mdglich ist, an erheblicher Umstindlichkeit und verwickelter 
Form des Resultates, und darum hat es Interesse, wenn fiir die ein- 
zelnen Classen von nicht homogenen Differentialgleichungen noch be- 
sondere Methoden abgeleitet werden. 
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Ueber lineare Differentialgleichungen. 


§ 1. 


e 
ay — fey dz 


ergiebt sich durch wiederholte partielle Integration die Formel 
» 


(1) fo Sra) swe— lee ee — m+ 1+ dyin 


Bei der Bezeichnung 








—3 
a” y gu—2 


ad”, . on - 
+|‘ Steet tp esl ae 


dz” dz m—2 


eee (Tt bee — mp2 yermn]! 


Geniigt nun die Function y einer homogenen Differentialgleichung 
mit rationalen Coefficienten 


(2) (ey + (2) 4 ae tt + On () = = 


welche, wenn 


Pm (2) = Amo + Ami # + eer + Umr & + At 


ist, kurz in der Form 
q™ 
> >’ Amr a an e == 0 
dz” 
m r 


geschrieben werden kann, so erhilt man, indem man die Differential- 
gleichung mit 2*-'!dz, wo k eine positive ganze Zahl bedeutet, multi- 
plicirt und nach zg zwischen den Grenzen @ und # integrirt, unter 
Benutzung von (1) fiir die Gréssen a, die folgende Recursionsformel: 


@) B- 1" D) dure k= 1- rk—2---rk—m-anpa—m 


,) d -¥ r-k—-1 __ Roden eae r+k—2 
+ ag mr [=~ m— & r +k 1. - m—2 & 
8 
f---+(—1)"-'r+hk—1-r+h—2---r+hk—m+1-4 yerten | 0. 
Mit Hilfe der Gréssen a, werde nun die Reihe 


a 


¢é= 


v=1 


2” 


gebildet; sie stellt fiir grosse Werthe von x die Entwickelung von 
folgender Function dar: 





c= f a$t : 
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Es soll untersucht werden, welches das Substitutionsresultat ist, 
wenn man in die Differentialgleichung (2) nach Vertauschung von ¢ 
mit x die Function o einsetzt. Wird dasselbe mit D(o) bezeichnet, 
so ist 


D(s) “a Gm(at) 


da —<. 
oder 
D (6) ->>'> AOnrV:>vV + 1---» + m—1- pans. 
oder hase 


D (6) “2 5 a (—1)" am Amr PEK—1 -r+-k—2 + +r k— Mm: apy p—m 


Der Index k durchliuft hier alle ganzen Zahlen von dem kleinsten 
Werthe an, den m—r-+ 1 dberhaupt annimmt; fir alle positiven 
Werthe gilt die Gleichung (3), folglich geht D(o) tiber in: 


D@)—G)— 15 >> an [get r+k—1. ca 


eet (— 1)" r+k— Lerfh—2erpk—m4lysrtin]), 


wo G(x) eine ganze rationale Function von x, niamlich denjenigen 





ganzen rationalen Bestandtheil, welcher beim Einsetzen von aa 
statt 7 in die linke Seite der niscayning 


(4) 9(2)n + (0) g++ +++ 


auftritt, bedeutet. 
Die beiden Summationen nach & und r lassen sich leicht aus- 
fiihren; dadurch wird 





©) D@=G@)+ DS Thong, — S24 £ (onl gt) 





+ 3 (9a(@) g=5) +--+ (-)> — (mm e= =) 


Diese Gleichung zeigt, dass das Substitutionsresultat D(o) eine 
einfache rationale Function von x ist. 

Wir haben damit folgenden Satz bekommen: 

Wenn man in die linke Seite der snGwwticigicicinng (4) fiir die 


abhdngige Verinderliche den Ausdruck fs —;» in welchem die Function 
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y ein Integral der Differentialgleichung (2) bedeutet, einsetet, so ist das 
Resultat eine rationale Function von x. 


Es mag noch bemerkt werden, dass statt der Reihe >: jede 
v=1 

andere Reihenentwickelung der Function o hitte benutzt werden kénnen; 
die Beschrinkung, welche sich fiir die Lage der unabhiingigen Ver- 
iinderlichen 2 dabei anfangs ergiebt, fillt zum Schlusse immer fort, 
weil ja, wie Herr Weierstrass in seinen Vorlesungen lehrt, eine 
analytische Function fiir ihren gauzen Giiltigkeitsbereich einer Differen- 
tialgleichung geniigt, wenn sie es fiir irgend ein zweifach ausgedehntes 
Stiick desselben thut. Uebrigens wird im niichsten Paragraphen noch 
eine neue, von Reihenentwickelungen giinzlich unabhingige Herleitung 
gebracht. 


§ 2. 
Einen anderen Beweis erhalt man durch Zusammenstellung des 
Differentialausdruckes 


qa” 
D(y; 2) = > ym (2) —¥ 


mit seinem adjungirten 





D(n3 2) = >) (-1)" < (m (x) 0): 


Dann ist bekanntlich (vgl. Jacobi, Math. Werke, Bd. I, pag. 367) 
fiir unbestimmte Functionen y und » der Ausdruck 4 D(y; x)—yD(y; 2) 
ein vollstiindiges Differential, niimlich 
d 
nD(y; %) — yD(n; %) = Ge Ply. 052); 
wenn man setzt 


q”™-1 q” d 
Pty, 0; 2) => <4 Pu(X) 9 —— ae (Pn (x) n)++-- 


_ da” 0 a“ 
: q”™—1 
+ (—1)"y <= (on (@) 0): 


Folglich ist, wenn die Function y der Differentialgleichung D(y; 2) =0 
geniigt, 
d 
—y D(n; %) = a Ply, 0; 2) 


und im Besonderen 


(1) —y® (G3 2) = P(y, 1; ). 
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Andererseits ist 








I ae ym Pn (@) 
D G55 #)— 2 Gas )— Dm Game (OW Gas ae 
oder da 
m mm 
d - = = (—1)" d P t . 
dz™ 2 x da®™ %*—x 
ist, 


Pt Mls) Zor SME 


Multiplicirt man diese Gleichung mit y und fiihrt der Kiirze halber 
die Bezeichnung ein 
= a” Pm (2) — P(X) 
= 2-1 FZ a” s—-s ’ 


so erhailt man unter Beriicksichtigung von (1) 


y D(z paij=--H P(y, z=pi *) +9: 


Aus dieser Gleichung erhilt man durch Integration 
8 


JyPGhs ; ax —| Ply, =) ae y¥ dz. 


Indem wir noch die Buchstaben 2 und zg mit einander vertauschen 


1 ° : ° 
iar nos x) dz nichts anderes ist als die 


und beachten, dass fy v( 


Qa 
Grésse, welche in der vorigen Nummer mit D(o) bezeichnet wurde, 
kénnen wir das hergeleitete Resultat folgendermassen aussprechen: 
Wenn die Function y der Differentialgleichung 


(2) oy toe) ae +--+ me) “= 


geniigt, und man setzt in die aus ihr durch dileidein von 2 und 
x hervorgehende Differentialgleichung 


(3) (x)y + @, (x) ae 4+ .++4+ (2) : pee 





fiir die abhiingige Veriinderliche das Integral fui yds ein, so ist das 


a 


Substitutionsresultat gleich 
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( [Py tes M+ faves 


wo 


(5) PYy, 53 ?) = 99, (2) = 


+4 dz PG , a—e 9 de ip (m0) == =) 


aq"? y 


av Pn (2) oh ~~ ggn—2 dz ‘(y, (); © — iy = 


+ a? 
+(-1y S454), 


(6) ym PAK 9) A wel) +... 4 (— typ HP nl 

Der erste Theil. ist eine echt gebrochene Function von 2; der 
andere Theil ist eine ganze rationale Function von x, wenn die Coefficien- 
ten der Differentialgleichung ganze rationale Functionen von ~ sind, 
und triigt bei der allgemeineren Annahme, dass gle Coefficienten der 
Differentialgleichung in der Niihe des Nullpunktes den Charakter ganzer 
Functionen von x haben, ebenfalls diesen Charakter. 


§ 3. 


Wir untersuchen, unter welchen Umstiinden der zweite Theil 


B 
G (x) = fy¥ de 


weg fallt, 

Zuniichst ist klar, dass derselbe nicht vorhanden ist, wenn der 
Grad von 9,,(x), den wir durch k,, bezeichnen, nicht grésser als m 
ist. Ueberhaupt erkennt man unmittelbar, dass der Grad der Function 
G(x) nicht grésser als der grésste Werth, den fiir m=1,2,---,n 
die Zahl k,, — m — 1 annimmt, sein kann. 

Wir setzen wieder 


Pm (x) = Ano + Ami & + ac + Gmr &” + Nye 


Dann ist 
a 





also, wenn m! das Product 1-2---m bezeichnet, 
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a” Pm (a) tied Pm (2) m+ 1! 
— ee =n mpi Mm! + dmmte (m! z+ n ) +.:- 





= . 
+ Gin mes (m! ae? eth x—?2+- mee tat eee 


m+s—1! 
+eteu att)... 


Folglich ist 


f 
(1) fovae= foae Saw fam nti + Anmyx( + e+. 


m-+ 1 : m 7 2 : 
+ Gmms(a°— tt - as F aie 22-4 - a 8 ors ~gs—3¢ ie 


eth mp teombat = att) ose}. 


Wenn nun Jy Wdz ganz unabhiingig davon, was £ und z ist, 


verschwinden soll, so miissen alle Coefficienten des nach Potenzen von 
z und z geordneten Ausdruckes Y Null sein. Denn durch Differen- 
tiation nach 6 ergiebt sich y-¥ = 0 fiir jedes z bei beliebigem 2, 
also ¥Y = 0 fiir jedes x und z. Folglich miissen dann fiir s = 1, 2, 3--- 
die Gleichungssysteme bestehen: 


Gos — Gis 41 + 2! dos+e —-+--+(— 1)"2! Gants =(), 
Qos — 2! di s44 + 3! dasze — see (—1)"*m+ 1! Gangs ==(), 
3! 4! n% +2! 
(2) Gos — Fy Fis+1 + gy F2s+2 ae oon fo ae: Ants =, 


s! 


s+1! caeet 
Qos — i tit 5 ete +(—1)" 


—— Onn+s=0. 
Das sind s lineare homogene Gleichungen in den » + 1.Grdssen 


Gos, Ms+ty ***> Gants; fassen wir die s ersten von ihnen als die Un- 
bekannten auf, so ist die Determinante des Gleichungssystems von Null 


8-s—1 
verschieden, denn sie hat den Werth (—1) '* -1!2!3!.--s—1}; 
folglich lassen sich die Gleichungen simmtlich nur befriedigen, so 
lange s < n ist. 


Setzt man der Einfachheit wegen 


X= As3 Vo = — A415 °° * Map = (—1)"n! Ann+s5 


so geht das System, wenn /; als Zeichen eines Binomialcoefficienten 
gebraucht wird, iiber in 
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m+%, +2, feeb nyt =0, 
%+22, +32, + ssf mt1- ay =0, 
HF Bate t 4a as + (wt2), Ya tat =(Q, 


2, Pong nite acta: i ohare Sh chit — 0. 

Dasselbe ist aquivalent, wie man erkennt, wenn man jede Glei- 
chung von der auf sie folgenden abzieht und dieses Verfahren wieder- 
holt, dem Systeme 


+e, +2, foes t te = =0, 
L, + 22, + 3a, +++ ty. =, 
ty + 3 2s nn ws bie Bi. Potinrs == (), 


Xs Pee 1). Pes y" Ns —1% ni = 0, 


welches unmittelbar aufzulésen ist und fiir x; den Werth liefert: 
(—1Ijt+" . a, = Da »(A—%),~4 Mayr, 


A =S, § -+- ms 
Folglich ist 


Q@i-1 i-i4+s = 2 (—1) “a —§4;_1(A—7),— ij St aa2te; 
wofiir bequemer noch geschrieben werden kann: 


y» en - (—1)-#42 . (A—i)! (A—i— Das args, 
wo 
A=s,s+1,--+,n 

und der Index i jeden der Werthe 0,1,2,--+-+, s— 1 annimmt. 

Wenn wir in dieser Formel der Zahl s der Reihe nach die Werthe 
1,2,--+, ertheilen, so erhalten wir die allgemeinste Differentialglei- 
chung, fiir welche ganz unabhdngig von der Wahl des particuldren In- 
tegrales y und der beiden Integrationsgrenzen « und B die ganze Func- 
tion G(a) identisch verschwindet; sie enthdlt n(n +- 1) willkiirliche Con- 
stanten. 

Gehért aber die zu Grunde liegende Differentialgleichung nicht in 
die eben betrachtete Classe, so muss man, um die ganze Function G (a) 
zum Verschwinden zu bringen, entweder das particulire Integral y 
geeignet wihlen oder statt der einen Grésse o ein lineares homogenes 
Aggregat solcher Gréssen einfiihren. 

Die grésste unter den Zahlen k,, — m—1 habe den Werth K 
und der Grad von G(x) sei k; im Allgemeinen stimmen K und k 
tiberein, in sehr vielen Fallen jedoch ist & erheblich kleiner als K; so 
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lange freilich die Integrationsgrenzen « und B unbestimmt bleiben, 
kann die Differenz, wie die Gleichungen (1) und (2) lehren, nicht 
iiber » hinausgehen, wiihrend dieses bei besonderen Werthen von « 
und 6 méglich ist. 
Es sei 
G(x) = gt aet---+ ges. 


Dann ist 


B 
Yi =fy dz bm 1)" m! {Gin mpi + (m+1); Gmm+pipe 2 


oe (m+ 2). Gin m+i+3 2 a 7 ® 4 (Kin Pa i— 1) m An kn gin — " . 


Im Falle k < »— 1 kann man das Integral y so wihlen, dass G (z) 
wegfallt. o 

Denn wenn 7, %,***, 4. ein Fundamentalsystem von Integralen 
bedeutet und zu » die Function 


GO (2) = 9 +. +--+ gat 
gehért, so braucht man nur die Constanten ¢,, ¢,, +--+, ¢, als Lésungen 
des Gleichungssystemes : 
I FI tes +g", = 9; 
Oe, +9 ++ + +950, =, 


nr |b + +9{P¢, =0 
zu bestimmen, damit fiir das Integral 
Y = CN, 1 CM. +++ + Cntr 
die Function G(x) verschwindet. 

Man sieht: 

Mindestens fiir n —k —1 particuldre Integrale y féllt der Aus- 
druck G(x) fort. 

Eleganter und bequemer ist noch das folgende von Heine an- 
gewandte Verfahren (l. c., pag. 263), welches dafiir aber den Mangel 
hat nicht immer simmtliche Integrale der gesuchten Art zu liefern. 

Man ordne den Ausdruck Y nach Potenzen von ¢ in die Reihe 

Yoh the+t---+hee*, 
in welcher die h von z unabhingige Gréssen, die aber noch ganze 
Potenzen von x enthalten, bezeichnen. Es ist naimlich 


b= > (— 1)" mM! {Gin mits + (M+ 1), Ammpite” + +++ 
+ (kin —t— 1);,,-i-1—m sain im} . 
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en, 
cht 
1 @ 





G (2) = yi frye 


7=0 
Setzt man daher 


8 
a, = fends 
a 





und bestimmt » Gréssen C,, C,, ---, C, gemiiss den Gleichungen 
pa + C,a +.---+C,a,% =0, 
. a Se OO Ae in pitiaetn 
(2) r . ; i 
Ca 4 C. agit 5 iv C, af == (), 
len so wird G(x) identisch Null, wenn man 
y = Cn, + Cyn, +-++ + Cat 
wiihlt, 
gen Kin letztes Mittel die Function G(x) zum Wegfall zu briugen 
besteht darin, statt 6 den Ausdruck 
V1.9) + 72% + +++ + Pepe Sete 
einzufiihren , wo 
Bi 
dicks [ yas 
. J “£2 
ist und die in Bezug auf x constanten Gréssen y,, 7., ++ *, Yepe passend 
bestimmt werden miissen. Dieses Mittel ist dann von Werth, wenn 
es Systeme «;, B; giebt, fiir welche der bei der Substitution von 
Bi , 
' J 28 in die linke Seite der Differentialgleichung (3) des § 2. auf- 
us- . Sat 
tretende echt gebrochene Theil fortfallt. 
an- 
igel 
1. § 4. 
. Ordnet man den Ausdruck P(y, — eet 2) des § 2. nach Potenzen 
von = 7» 80 wird, wenn gp (z) die Kk Ableitung von g,(2) be- 
inze ms 
deutet, 
1 1 1 2! 
(1) Ply, 3x3 2) = 1 @) oy — Pr era t Ps 6) aoa + 
‘ oo n—1 bah 4 1) 
+ ( 1) Pn(2) (ae — #)" ? 
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pi(Z) = y(9: (2) — a, pigs (2) + + Loita (s) + 
> -(— 1y-*(n — Diiugt” (2)) 

+ 5¥ (wiss(e) — iy 9e42(2) + G+ Ne peis(e) + 
ee Ba «) 


+ Set (om) — 49n “@) 


+ 2 - ga(2). 


d =e 


Fiir ¢ kommen nur die beiden Werthe @ und 6 in Betracht. 

Wenn zuniichst @ ein endlicher Werth ist, so sind die beiden 
Fille, dass fiir denselben (2) von Null verschieden oder gleich Null 
wird, zu unterscheiden. 

(1) ,(«@) ist nicht Null. 

Da von der Differentialgleichung vorausgesetzt wird, dass ihre 
Coefficienten ganze rationale Functionen sind, so ist der Punkt @ kein 
singulirer Punkt der Differentialgleichung. Jhre saimmtlichen Inte- 
grale sind daher in der Nahe des Punktes « eindeutig und stetig, 
und es giebt Integrale, die im Punkte « von der 0%, 1'™.-- 


m — 1 Ordnung Null werden. Damit die Glieder mit 





a2 — a)” : 
—*. fortfallen, st erforderlich und_hin- 


(a—a)*— ’ oe ‘(a — a) 





reichend, dass y, oY. rey <: fiir 2 =a Null sind.* Die grésste 
4 


Vereinfachung tritt fiir dasjenige particulire Integral y ein, welches 
neben seinen (nm — 2) ersten Ableitungen’ fiir ¢— a Null wird; der 


Ausdruck P liefert fiir z= «a dann bloss das eine Glied —_, wo 





oft 
die Constante A gleich dem Werthe von i 


dz" i 
2) ga(a) ist Null. 
Um beurtheilen zu kénnen, ob und welche Glieder jetzt fortfallen, 
muss das Verhalten von y an der Stelle « untersucht werden. Ist y 


enthaltende Glied 


- @n(2) fiir za wird, 


endlich, so sieht man z. B. sofort, dass das 








— a)" 
wegfallt. 

Wir wollen nun die Annahme machen, dass die Differential- 
gleichung sich an der Stelle « wie die von Herrn Fuchs behandelte 
Classe von Differentialgleichungen (Borch. Journ., Bd. 66, pag. 148) 
(2 — a)’ - @,_;(2) 
P, (2) 


verhalt, nimlich dass 


fir z= «a endlich bleibt. 
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Setzt man 


(3) bo ee he sali 


und bildet die Gleichung 


(4) r(r—1)--+- (v—n+1)4+ r(r—I)--- (4¥—n+2) 1+ r(r—1) 
+2 (7—N+3) Grete -++r(r—1) a, + ra, +a =—0, 

so giebt es nach den Untersuchungen des Herrn Fuchs ein Funda- 
mentalsystem, fiir dessen Elemente die Wurzeln dieser Gleichung die 
Exponenten sind; d. h. zu jeder Wurzel r gehért ein Integral y, das 
an der Stelle @ die Form annimmt: 

(5) y= (e—ay {¥(2)-+¥, (@)log(e—a) + «+--+ da(2) [log(e—a)}*} , 
wo die Functionen y,(z), ¥,(2), «++, ¥a(2) im der Nahe von a@ ein- 
deutig, endlich und stetig sind und fiir «@ nicht simmtlich ver- 
schwinden. 

Damit steht fest, von welcher Ordnung die Function y an der 
Stelle « Null wird: (¢— @)?-y wird fiir za Null, wenn die reell 
zu nehmende Zahl q grésser als der reelle Theil von — r ist. Ebenso 
erkennt man ohne Miihe, dass die 7'* Ableitung von y im Allgemeinen 


zum Exponenten r —i gehdrt, in allen Fallen aber (¢ — a)s+. oy 
an der Stelle « Null wird. Da nimlich 
dy 


tY — (2— ay! fridge) +2) +Ird(2) +20, (¢)]log (¢ — a) --- 
+[rdxa(2) +4 vu(e)] log (e—e) +-r yale) log'(e—a)} 
+ (@— ay {bp (2) +4 (e) log (e—a) +--+ Wr’ (2) log? (e—a)}, 


so gehért, wenn r nicht Null ist, fy. zum Exponenten r — 1; ist 


aber x gleich Null, so gehért 4. nur dann zum Exponenten r — 1, 


wenn Potenzen von log(¢ — «) wirklich vorkommen und ihre Coeffi- 
cienten w, (2), ¥.(#) +++ da(¢) nicht simmtlich fiir ¢ = a verschwinden, 


wihrend sonst ay wie y zum Exponenten Null oder gar zu einem 


noch grésseren gehért. Fir das Folgende ist die Bemerkung wesentlich : 
wenn in y keine Potenzen von log(z — «) vorkommen und der Expo- 


nent r eine positive ganze Zahl ist, so gehért <%. zum Exponenten 


U 
r —i, so lange i <r ist; fir i >, aber bleibt “ endlich. 


Es moége die positive ganze Zahl » die Ordnung angeben, von 
welcher p, (2) fiir @ Null wird. 
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Die Functionen g,—1 (2), Pn—2(2), + + +; Pa—v4i(2) werden dann fiir 
a bez. mindestens von der Ordnung v — 1, » — 2, ---, 1 Null. 
Ferner sind a, @,, +++, @»—»-1 Null; die Gleichung (4) hat daher die 
n—v Wurzeln 
0, 1,-+-,n—v—1 


und ihre iibrigen vy Warzeln sind, indem man r —n-+ vy gleich 9 
setzt, einfacher durch die beiden Gleichungen 


r=e+n—y, 
(6) e(e—1)---(e—v+1) + e(e—1)-+-(e—v + 2)a,1+4--- 


+ e(e = 1) On—v+2 + QO &n- 41 + Op» = 0 
zu bestimmen. 


Wir sind jetzt in der Lage die Bedingungen dafiir aufzustellen, 
dass P(y, +38) fiir ¢ = @ verschwindet, indem fiir y entweder 


ein besonderes particulires Integral genommen wird oder aber, was 
fir unsere Zwecke von hauptsichlichem Werthe ist, indem die Wahl 
des Integrales y ganz beliebig bleibt. 

Am einfachsten und giinstigsten liegen die Verhiiltnisse im Falle 
vy=*n. Dann ist erforderlich und hinreichend, damit bei beliebiger 


Wahl von y P(y, ; ; 2) fiir z= «a wegfalle, dass die Wurzeln 


ea—s? 
der Gleichung (4) ihrem reellen Theile nach simmtlich grésser als — 1 
sind; wir erhalten also weiter keine Bedingung als diejenige, welche 





schon von vornherein in der Einfiihrung des Integrales J yes liegt. 
Im Falle v =m — 1 ist ein Exponent, niimlich der Exponent 
Null, bekannt; die iibrigen sind durch (6) zu bestimmen. Ergeben 
sich dabei Exponenten, deren reeller Theil grésser als Null ist, so 
fillt fir die zugehérigen Integrale P ganz fort, wiihrend dieses fiir 
alle Exponenten, deren reeller Theil kleiner als Null ist, nicht statt- 
findet. Fiir das zum Exponenten Null gehérige Integral bleibt bei 


dem Werthe «, den z hat, von P blos p, (2) - = ; 


—; tbrig. Um nicht 
zu umstindlich zu werden, discutiren wir das Wegfallen auch dieses 
Gliedes nur unter der Annahme, dass das Integral keine Potenzen 
von log(¢ — «) enthilt; dann ist niimlich das Unendlichwerden der 
Ableitungen von y ausgeschlossen und p,(2) wird einfach gleich 
Y + (Pi (2) — Ge (#) + 95" (2) +--+ + (— 1)" gl (2), 80 dass auch 
hier P ganz wegfallt, wenn 


Ps (%) — py (a) + s"(@) + +++ + (— 1 ty—V(a) = 0. 
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tir Diese Gleichung hat aber zur Folge, dass der Exponent Null 
ll. zweimal vorkommt. Denn da fiir i <n» — 1 
lie 
Me (@) — (m—1)! 
ON eal 
0 ist, mithin die Gleichung 
Gt, — My + 2! a, +--+ (—1)"-?(n—2)! @y_s + (— 1)" (n—1)! = 0 
besteht, so wird den Gleichungen (6) durch 9 = — 1 oder r=0O 
geniigt. 
Weil der Exponent Null noch ein zweites Mal auftritt, so wird 
0 in dem zweiten zu ihm gehérigen Integrale nothwendig ein Logarithmus 


zum Vorschein kommen und fiir dasselbe das Glied p, (a) soy im 





” ‘ Allgemeinen nicht fortfallen. Dies ist z. B. unmdglich, wenn die 
er Differentialgleichung von der 2'" Ordnung ist. Denn dann hat man 
as das Fundamentalsystem 
hl = %,(2), 
le Yr = Vo(2) + % (2) log(s — a), 
mei wo (2) und #, (2) den Exponenten Null haben. 
In Bildet man nun fiir y gleich y, und z gleich « den Ausdruck 
1 p, (2), so hat man von =. nur den unendlich werdenden Theil 
“9 wu at _ beizubehalten und erhilt fur p,(@) den Werth yw, (a) - o,'(@), 
‘bila von Null verschieden ist. 
Ganz iihnlich verhilt es sich allgemein, wenn v irgend einen von 
nt m verschiedenen Werth hat. 
n Bekannt sind die Exponenten 0, 1, ---,»—v— 1; die tibrigen 
30 werden durch (6) geliefert. Sind unter diesen solche, deren reeller 
ir Theil grésser als mn — v +1 ist, so fallt fiir die zugehérigen Inte- 
t- grale P ganz fort. Soll dieses auch fiir die zu den Exponenten 
el n—v—1,n—v—2,---,1,0 gehdrigen und zugleich vom Loga- 
it rithmus freien Integrale stattfinden, so ergeben sich als nothwendig 
und hinreichend folgende Systeme von Bedingungsgleichungen: 
28 
n Pr—v(@)—  Pn—v4(@)+  Pn~v42(@) +++ + (— 1)” of («) = 
h eo — 2 Pn—v41 (a@)+ 3 Pn— v2 (0) + ito +(— 1)’ (v+ 1) gy (a) — 0, 
h (7) 4 n—y vials 1 Pn—r1 said Pn—mt2 ak ” er (ek “as ae =0, 
()— (n ae i eal + (o— v ie 1s Pn—v42 () irs 
+t ip 1-96 (e) = 0; 











(10) 
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Pr—r1(@)— Pao) Panga (@) +--+ (1) pal (@) = 0, 
Po-n-1(@)— 26-0(@) + Be" ata(e) +--+ (— I+) GMa) = 


(8))- 


Pn—v— (a) = (n se ia 1), Pn—» @ + (n = vex" v2 aie 
+ (DH Depa? (@) = 


P,(@) — gs (a) + g,"(a@) +--+ (—1) gi"-*) (a) = 0, 
Nox(e) —29y(@) + 891") 4-4 (1G — 1) g-*(@) = 0; 


Py () — pa (@) HF H3"(@) +++ + (— I ty %(@) = 0. 
Unter Beriicksichtigung von 


oP) »! 
Cy 4 == ———— - 
e— ito @) 
erkennt man, dass das erste System (7) mit dem doppelten Vor- 
kommen der Exponenten 0, 1,---, »m — v*— 1  gleichbedeutend 


ist, woraus sich weiter noch ergiebt, dass v nicht kleiner als > 
sein darf. 

Die Annahme, dass es vom Logarithmus freie, zu den Exponenten 
0, 1, --+,%—v—1 gehorige Integrale giebt, ist im Allgemeinen 
erfiillt; insbesondere ist sie stets erfiillt (siche meine Inauguraldisser- 
tation, Heidelberg 1873), wenn die Gleichung (4) keine ganzzablige 
Wurzel grésser als m — v — 1 besitzt. Andererseits bringt das Auf- 
treten gleicher Exponenten nothwendig fiir einen Theil der Integrale 
Logarithmen mit sich. 

Es gelten mithin die beiden Sitze: 

I) Wenn die Gleichung (4) die Wurzeln 0, 1, ---, n—v—1 
stimmtlich mehrfach besitet, sonst aber nur Wurzeln, welche keine ganzen 
Zahlen sind und einen grisseren reellen Theil als n — v —1 haben, 
suldisst, wenn ausserdem die Gleichungen (8), ---, (9), (10) bestehen 
und fiir y eins der zu den Wurzeln der Gleichung (4) gehirigen Inte- 
grale gewahlt wird, so fillt beim Einsetzen von a der ganze Ausdruck 
P immer fort ausser fiir die Integrale, welche zu den ganzzahligen 
Exponenten gehiren und zugleich mit Logarithmen behaftet sind. 

Il) Im Falle v =n fallt bei beliebiger Wahl von y P ganz fort, 
wenn der reelle Theil einer jeden Wurzel von (4) grésser als — 1 ist. 

Es bleiben nun noch diejenigen singuliren Punkte, in deren Nahe 
die Differentialgleichung nicht den vorausgesetzten Charakter hat, zu 
betrachten iibrig. Da man aber fiir das Verhalten der Integrale an 
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Ueber lineare Differentialgleichungen. 451 


solchen Stellen noch keine geniigend einfachen Kriterien kennt, so 


) = 0g mogen hier nur einige allgemeine Bemerkungen Platz finden. 
a Der Ausdruck P fallt fiir 2—=—« ganz weg, wenn y und seine 
n — 1 ersten Ableitungen an der Stelle a Null sind. 
Wenn in der Niihe des Punktes a die Function y in eine unendlich 
) viele negative Potenzen von z — a enthaltende Reihe entwickelt werden 


kann, so kommt es darauf an, den von @ ausgehenden Theil des 
Integrationsweges passend zu bestimmen, damit sowohl das mit o be- 
zeichnete Integral einen Sinn behalte, wie auch der Ausdruck P ver- 
0, schwinde. 
= (); Das einfachste Beispiel hierfiir bietet die Differentialgleichung 


d 
(2 — a)? “ —y=0. 
1 
Sie hat e *~“ zum Integrale, und man braucht den Integrations- 
weg nur so zu wiihlen, dass im Anfang z¢ — a positiv ist. 


§ 5. 
Vor- 
beni Ist @ unendiich, so muss, damit 6 einen Sinn behalte, y im Un- 
“ endlichen entweder den bestimmten Werth Null haben oder doch fiir 
7 den ins Unendliche sich erstreckenden Theil des Integrationsweges 
Null werden, Der Ausdruck P wird dabei, wenn y von gentigend 
nten hoher Ordnung Null wird, wegfallen; die Bedingungen sollen dafiir 
inen aufgestellt werden. 
we Zur Untersuchung des Verhaltens einer Function im Unendlichen 
lige dient, wie bekannt, die Substitution 
Auf- 1 
Tale on ye 
bei welcher 
= 1" wy 
nzen = se +m,(m— 1), 2"! _ —¥ ge _ =F ee 
ben 
hen Hm, (m— lpi? 7 +: mints 4 a 
nte- 
an ist. Dadurch geht die Differentialgleichung m des § 2. iiber in 
j a” 1 1 
ugen (1) = (—1)"- a [ pn(+) — (m+ 1), m, 2° +H Qn (+) 
fort, 1 
r. + (m+2)_ (m+ 1),218™2 page (4) +++ 
: 1 
ithe + (=1)?(m+P)p (m+ P— ppl"? Pmt» (F)+- 
a $+ (= 1" Mg (1 — 1a nmin, (1)] — 
Mathematische Annalen, XIX, 30 
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Bezeichnet man den Grad von @,(z) mit »-+ s und nimmt an, 
dass s eine positive ganze Zahl oder Null bedeutet, ferner dass q,,(2) 
hdchstens vom Grade m+ ist, so hat die Differentialgleichung (1) 
dieselbe fiir die Feststellung der Natur der Integrale bequeme Form, 
die wir im vorigen Paragraphen zu Grunde legten, was unmittelbar 
in die Augen springt, wenn man die Differentialgleichung mit t* multi- 
plicirt und folgendermassen schreibt: 


“a (—1)"t" “Y [em Pm ( ; ) — (m+ 1) my, tH! pings ( ! ) es -|=0. 


Man kann daher ein Fundamentalsystem so wihlen, dass seine 
Elemente zu Exponenten r, welche die Wurzeln einer leicht zu bildenden 
Gleichung sind, gehéren; diese Gleichung lautet: 

(2) (—1)" doors + (— 1)" # [tgs — 2 Gaags ss (— 1)" mM! Ginn gs] 

+ (—1)"*r(r—1) [arape— 6 aaspe + 

+ (—1)"-?m, (m—1), (m — 2) !@immos***] 
+(- 1)" r(r— 1)(r—2) [@s34s— 12 dya4s+ tee 
+(— 1)" m, (m — 1). (m — 3)! dm+s***] 


—r(r— 1)-++(r—+4-2) [Gn—1 n—14s — 2(M — 1) Ann+s] 
+r(r—1)---(r —n+1) Gangs = 0. 


Das zum Exponenten r gehdrige Integral y hat fiir kleine Werthe 
von t die Form: . 


y = t {vo(t) + v(t) log(t) +--+ + da(t) [log(t)}. 


Fihrt man wieder z ein, so geht es iiber in 
1 1 
3) y={(5)—% (4) beget: +(— 1? ma (;) fog Ft, 


wo die Functionen 7%, ¥,, +--+, Ya nach fallenden Potenzen von ¢ 
entwickelt keine positiven Potenzen enthalten, mindestens eine unter 
ihnen aber mit einem constanten Gliede beginnt. 

Da der Fall, dass r Null oder negativ ist, tiberhaupt nicht in 
Betracht kommt, weil sonst, wie schon bemerkt, o seine Bedeutung 


verliert, so gehért ay zum Exponenten r + 7, 
Zz 
Fasst man nun den Ausdruck P, wie er in § 4. hingeschrieben 
ist, und insbesondere sein letztes Glied (— 1)" Late Y * Pn (2) ins 


(w — 2) 
Auge, so erkennt man ohne Miihe, dass er dann und nur dann weg- 
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fallt, wenn der reelle Theil des Exponenten, zu dem y gehért, grésser 
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als s ist. 

Mithin gelten die beiden Siitze: 

I. Ist fiir m=n der Grad von 9,,(2) gleich n+ s, fiir 
m=0, 1,-+-, »—1 aber hichstens gleich m+-s, so fillt fiir ein 
unendlich grosses « der Ausdruck P bei beliebiger Wahl von y ganz 
weg, wenn die Wurzeln der Gleichung (2) ihrem reellen Theile nach 
stimmtlich grésser als s sind. 

Il. Wenn die eben fiir alle Wurzeln der Gleichung (2) gemachte 
Voraussetzung nur fiir einen Theil derselben zutrifft, so verschwindet 
P nur fiir diejenigen particuliren Integrale, welche entweder selbst zu 
jenen Wurzeln gehdren oder sich doch aus derartigen Integralen linear 
und homogen zusammensetzen. 

Bemerkenswerth ist der Umstand, dass einige Wurzeln von (2) 
von vornherein gegeben sind, wenn die Differentialgleichung zu der 
in § 3. eingefiihrten Classe gehort. 

Wenn némlich die Gleichungen (2) des § 3. bestehen, so hat die 
Gleichung (2) dieses Paragraphen die s Lisungen 1, 2, +--+, s. 

Denn da in diesem Falle nach der in § 3. hergeleiteten Auf- 
lésungsformel (3) 


As=S ! Qs23— (s+1) 1S, Qs419s44 + — + (—1)"— m ! (M—1)m—s@mm+s+ — 
oder 


a 8 

Ge (SA-1), 8; @szrzsgi-e+-(—1)"—-*m,(m—1),-1(m—S) ! mamas» 
also das s+ 1'e Glied der Gleichung einfach (— 1)"-*r(r—1) --- 
(r—s+1) = ist und dieselbe Rechnung offenbar auch fiir alle 


vorhergehenden Glieder gilt, so wird dann der erste Theil der Gleichung 
sehr einfach; sie lautet, wenn man noch mit (— 1)” dividirt: 
doops(1—r 4+ r(e—v) — frau c—*) . Eiht 1) ren. 24) 
FT — 1 +++ (r—8) [ds412541 —(8-+2), (8+ ren: 
FOF CTs Mersaete”: I 


+(—1p-*r@—1)--- 049) lain as —O—D meen 
+ (—1)"r(r—1) +++ (r7— 4-1) Gangs = 0. 

Es ist aber leicht einzusehen, dass dieser Gleichung in der That 
die Lisungen 1, 2, +--+, s zukommen. Nach dem Satze (II) bleibt fiir 
die zugehérigen Integrale das Wegfallen von P ausgeschlossen. 

Der Bedingung kann auch noch eine andere Fassung gegeben 
werden; wie aus der Art der Herleitung der Gleichungen des § 3. 
hervorgeht, sind sie damit gleichbedeutend, dass beim Einsetzen von 

. 30* 
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= in die linke Seite der Differentialgleichung keine mit den 
=1 


Gréssen dos, Gisti, ** *) Gan4s multiplicirten ganzen Potenzen von x 
auftreten. 

Dass auch dann, wenn die den Betrachtungen dieses Paragraphen 
zu Grunde liegende Annahme nicht stattfindet, dennoch in vielen 
Fallen der Werth Unendlich geeignet ist fiir @ oder 6 oder gar fiir 
beide Gréssen genommen zu werden, dafiir mégen als Beleg die beiden 
Differentialgleichungen 


d 
ss +a=8 
und 
dy < 
A tL 2ey == () 
dienen. 
Die erste von ihnen hat das Integral e~*; nimmt man £p = o, 
so ist 
* e-*dz 
ss -/ a2—2? 
a 
a 
1 pee 
Do) =|5; ¢ |- ene 
Also ist 





ein Integral von 


dy a hy 
da t¥—Z—e” 
und der Differentialgleichung 


d A 
ie tt 


@2@—a 
wird geniigt durch 


e *dz 
y = ae f = —- . 


Die andere Differentialgleichung hat das Integral e~*; nimmt man 


—@ 


wo der Integrationsweg ganz auf der reellen Axe verlaufen moge, 
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so ist, da P offenbar ganz wegfallt und G(a) gleich 2a, oder gleich 
+o 
2 f e~* dz wird, D(o) dieser Constanten gleich. 


—-@ 


+a 
Mithin ist J <. ein Integral der Differentialgleichung 


+a 
d 2 
dg t2ey = 2 fem dz, 


also auch von der aus ihr durch Differentiation entstehenden Differential- 
gleichung 


a 9, 4 
dat +22 Gy +2y =0, 


+a 
deren zweites Integral e~* +- J = durch blosse Abiinderung 


des Integrationsweges aus dem ersten entspringt. 


§ 6. 

Diejenigen singuliren Stellen der Differentialgleichung, fiir welche 
bei beliebiger Wahl von y der Ausdruck P wegfillt, mégen mit 
£;, 2, ** +, Zu, und diejenigen, an welchen dieses nur fiir einzelne 
particuliire Integrale y stattfindet, mit €,, €,---, §& bezeichnet werden. 

Sind solche Stellen wirklich vorhanden, wofiir in den beiden letzten 
Paragraphen Kriterien angegeben worden sind, so giebt es, indem y 
ein beliebiges Element eines Fundamentalsystems von Integralen und 
peine der Zahlen 1, 2, ---, w —1 vorstellt, (u — 1) - nm Ausdriicke 


Spt 


ydz 
z—ez?’ 


*p 


welche in die linke Seite der Differentialgleichung eingesetzt eine 
ganze Function von x héchstens vom Grade K liefern (siehe § 3.); 
dieselbe Eigenschaft kommt unter Beschrinkungen, welche sich auf 
die Wahl von y beziehen, den Ausdriicken 

bq 


_yda 
z2—2 





*p 
zu, 
Besonderes Interesse erweckt der Fall, wo auch die ganze Func- 


tion entweder von vornherein wegfiallt, wie dieses bei der in § 3. ein- 
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gefiihrten Classe von Differentialgleichungen eintritt, oder doch durch 
die in demselben Paragraphen angegebenen Mittel zum Verschwinden 
gebracht werden kann. Denn dann ergiebt sich zwischen den Inte- 
gralen der Differentialgleichung derselbe merkwirdige Zusammenhang, 
welcher, wie bekannt, bei der Ditferentialgleichung der Kugelfunctionen 


(1) (l— at) 9 — 22 4% + n(n Dy =0 


besteht und fiir diese unter Anwendung der in dem Handbuche von 
Heine gebrauchten Bezeichnungen das zweite Integral Q*(z) in der 


zuerst von Herrn F. E. Neumann aufgestellten Form (siehe das ge- 
nannte Handbuch, 2. Aufl., pag. 141) 


+1 
are) =f Pe 


durch das erste P*(z) auszudriicken erlaubt. 
Hier ist nimlich G(#) nicht vorhanden, und es ist 


a 1 1 
pm 4-2) 1. -yti-) ats 


x “2—z? 


so dass, wenn y, und ys die Werthe von sy fiir a und B be- 





zeichnen . 
, 1 1 
Q@ D@=—(-«)y +--d-«) me gig 
, 1 1 
— (L— 6?) ys =e—p + (1 — B) ue jw— Br 
wird, 


Setzt man nun als bekannt voraus, dass der Differentialgleichung 
(1) eine ganze Function von z geniigt und wihlt diese zur Function y, 
ferner fiir « und B bez. die Werthe — 1 und + 1, so wird fiir das- 
jenige o, welches man dann erhilt, in Uebereinstimmung mit dem 
Satze (I) des § 4. D(o) offenbar Null, d. h. dieses o ist wieder ein 
Integral der Differentialgleichung (1). 

Aus unserer Untersuchung geht hervor, dass auch fiir manche 
andere Differentialgleichung aus einem Integrale sofort ein zweites 
oder sogar eine gréssere Anzahl neuer Integrale vermittelst des Aus- 


druckes J mite , welcher durch seine sonstige Stellung zur Functionen- 


theorie das héchste Interesse beansprucht, abzuleiten ist; dabei kommen, 
soweit es sich nicht um die ganze Function G(x) handelt, nur de 


Eigenschaften der Integrale, ihr Verhalten an den singuléren Stellen 
in Betracht. 
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Eine andere Verwendung unserer Siitze liegt auf der Hand. Die- 
selben liefern in vielen Fallen bequeme Mittel um nicht homogene 
Differentialgleichungen, auf deren rechter Seite eine rationale Function 
steht, zu integriren. 

Wir gehen hier nur auf den fiir die Discussion geeignetsten Fall 
ein, wo die ganze Function G(x) fehlt und mindestens ein’ Werth 


von der Art der Gréssen z,, 2, --+, 2, vorhanden ist. 
Um dann ein Integral der Differentialgleichung 
d a” A A 
(3) p(x) y + 9, (2) 9% +--+ + palo > ae 
2! Ay m—1!A,_, 


ar +-+-- 4+ ip (« — a)" ? 


in der die Gréssen A, A,, «++, Ans beliebige Constanten bedeuten, 
zu erhalten, bestimme man zuerst dasjenige Integral y der reducirten 
Differentialgleichung, welches fiir s =a den Bedingungen 


An-1 = YPn(2), 
A,2=y (rs (x) —(n—1) gn me) +4 5% on (2), 


a) Amina fot (- Ip peo) 
ae (% 8 Ps (4) +--+ (— Se sities ') 


+ oy Pn(Z), 


oder aber der das Bildungsgesetz dieser Gleichungen zum offenen 
Ausdruck bringenden Bedingung 


(5) Avi =y(pile) —i, pa (@) + G41). pire@)+-° 
+ (—1)-!(n— 1-1 9x9 (@)) 
+ 2 (pins (@) 4, 9442 (@) +641). phs@) 4° 
+ (= 1-4 (n= 2)-1 pal (@)) 


+ 22 1 @ — ios @) 
anty 
+ — Pn (2) 


(i= 1, 2, +--+, n) 


geniigt, und setze darauf, wenn f(x) dieses Integral ist, 
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’ fade (2) 7 
oJ -a—s” 
a und Vv 
so ist 6 ein Integral von (3). (3) 
Insbesondere erhalt man ein Integral der Differentialgleichung 
d i” 1 
pe) y+ (2) Ge ++: +(e) tao, 
wenn man diesen Ausdruck mit Hiilfe desjenigen Integrales der redu- 1 ; 
cirten Differentialgleichung, welches an der Stelle a@ nebst seinen _ 
n — 2 ersten Ableitungen verschwindet, wihrend die » — 1 den 
Werth = on annimmt, bildet. Durch Differentiation nach a erhiilt dass 
man dann aus ihm ein Integral der Differentialgleichung : - 
er 7 
" ' dy thee a ile ee d 
o(@) 9 + 1%) Zo +: - +o@) Goer folgl 
und wiederholte Differentiation nach a liefert, wenn mw irgend eine deute 
positive ganze Zahl ist, ein Integral von 
dy ‘ a” —1)! 
(22) + 9; (@) SY 4 -+- + gala) 54 = GU 
dz (% — a) ‘od 
wied 
so dass man im Stande ist iiberhaupt den Fall, wo auf der rechten 
Seite eine beliebige echt gebrochene Function steht, zu erledigen. 

Die fir die Integration von (3) angegebene Methode hat einige dere 
Aehnlichkeit mit der ganz allgemein giiltigen und darum compli- Diff 
cirteren, welche sich in Sturm’s cours d’analyse (leon 47) findet. nicl 

neb; 
§ 7. vers 
Zum Schlusse mége ein Beispiel Platz finden. at(c 
Die Differentialgleichung 4'" Ordnung 
enti 
d‘y 
a' (a — 1)! —= 
‘i - : die: 
6 + 23(@ — 1) (f+ 162) 5% + a%(e@—1) (9+ 9fx+ 122%) SY Sek 
bel: 

+ «(x —1) (h-+ 4ga + 18f2% + 962%) $Y off 

+ (k + hau + 2gx* + 6fa* + 242) y¥ =0 7 

w 
ist gemiiss den Gleichungen (2) des § 3. gebildet, in der Weise also, 
dass die Function G(~) von vornherein wegfallt. Sie gehdrt ferner nat 
in die von Herrn Fuchs eingefiihrte Classe (siehe § 4.) und hat im die 
Endlichen die beiden singuliren Punkte Null und 1. Die zu diesen an 
beiden Punkten gehdrigen Exponenten sind bez. die Wurzeln von 
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(2) r(r—1)(r — 2) (r—3)—r(r— I (r—2)f+rr—lg 
—rht+k=0 


459 


und von 

(3) (7%, — 1) (4 — 2) @, — 3) — (1 — 1), — 2) F + 16) 
| + rs(r, — 1) (g + 9f + 72) + r,(h + 4g + 187 + 96) 
+k+h+29g+6f+ 24=0. 


aa Kine leichte Rechnung ergiebt zwischen beiden Gleichungen den 
3 Zusammenhang 

nen gh tden 2 

den : : 


Wahlt man nun, was mdglich ist, die Constanten f, g, h, k so, 
dass fiir alle Wurzeln der ersten Gleichung der reelle Theil zwischen 
0 und — 1 liegt, so sind, da dasselbe dann auch fiir die Wurzeln 
der zweiten Gleichung stattfindet, sowohl fiir den Punkt Null wie fiir 
den Punkt 1 die Voraussetzungen des Satzes (II) des § 4. erfiillt; 
folglich ist, wenn f(x) ein Integral der Differentialgleichung (1) be- 
sine deutet, der Ausdruck 


halt 


: 
f@ as 
w—2 


0 


wieder ein Integral derselben Differentialgleichung. 


a Kin Integral derjenigen nicht homogenen Differentialgleichung, 
‘ige deren zweites Glied aus dem Bruche — besteht und fiir welche die 
pli- Differentialgleichung (1) die reducirte ist, erhilt man, indem man zu- 


nichst dasjenige Integral f(a”) der Differentialgleichung (1), welches 
nebst seinen beiden ersten Ableitungen fiir den besonderen Werth a 
verschwindet, wihrend die dritte Ableitung an dieser Stelle den Werth 


tc- ie annimmt, bestimmt und vermittelst desselben nach Belieben 


Z—s 


0 1 
entweder den Ausdruck ffnse oder S@)as bildet. Ist aber erst 


. diese Aufgabe fiir ein unbestimmtes a gelést, so bietet es weiter keine 
as Schwierigkeit mehr den allgemeinen Fall, dass das zweite Glied eine 
beliebige echte gebrochene Function von wz ist, zu erledigen; dazu ist 
offenbar nur die Partialbruchzerlegung der betreffenden rationalen 


0 
Function und wiederholte Differentiation des Ausdruckes / Lees 


lso, 

ner nach a erforderlich. Nach dem vorigen Paragraphen lisst sich dabei 
im die Differentiation noch umgehen, wenn die echte gebrochene Function 
sen an keiner Stelle von hdherer als der vierten Ordnung unendlich wird; 


man gewinnt dadurch den fir die Rechnung unter Umstiinden sehr 
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erheblichen Vortheil, dass bei der Bestimmung des Integrales f(x) die 
Grosse @ einen festen, etwa numerisch gegebenen Werth besitzt, also 
das zu benutzende particulire Integral f(x) durch gegebene Werthe 
seiner ersten Ableitungen an der einen Stelle a charakterisirt ist. 

Wie sich die Integrale der Differentialgleichung (1) im Unend- 
lichen verhalten, lehrt § 5.: es giebt ein Fundamentalsystem, dessen 
Elemente fiir den Punkt co zu den Exponenten 1, 2, 3, 4 bez. ge- 
héren. Die Summe simmtlicher zu den drei Punkten 0, 1 und oo ge- 
hérigen Exponenten betrigt also a (2 — 1) in Uebereinstimmung 
mit einem allgemeinen Satze des Herrn Fuchs (vgl. Borch. Journ, 
Bd. 66, pag. 145). 


Halle, im November 1881. 
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Ueber die reciproke und mit ihr zusammenhingende 
Verwandtschaften. 


Von 


Rupoir Srurm in Minster i/W. 





I. 


1. Gemeinhin versteht man unter der quadratischen Verwandt- 
schaft zweier (ebenen) Felder diejenige Beziehung ihrer Punkte, bei 
welcher einem Punkte jedes der beiden Felder im Allgemeinen ein 
Punkt im andern entspricht derartig, dass, wenn der Punkt des einen 
Feldes eine Gerade durchliuft, der entsprechende einen Kegelschnitt 
beschreibt. Herr Reye*) erzeugt diese Verwandtschaft dadurch, dass 
er die beiden Felder in zwei Weisen reciprok auf einander bezieht; 
jedem Punkte des einen Feldes, gleichgiiltig welches, entspricht dann im 
andern der thi in beiden Beziehungen conjugirte Punkt, der Schnitt- 
punkt der beiden Polaren. 

Greift man 7 beliebige Paare entsprechender Punkte der quadra- 
tischen Verwandtschaft heraus, so bestimmen diese als 7 Paare con- 
jugirter Punkte ein einfach unendliches System von reciproken Beziehungen 
(Correlationen), zu denen die beiden gegebenen gehéren. Nach den 
Untersuchungen des Herrn Hirst**) sind die Charakteristiken uw, v 
dieses Systems (mit der Signatur [0070]), die Zahlen der Correlationen 
des Systems, fiir welche noch ein weiteres Paar von Punkten, bez. von 


*) Schlémilchs Zeitschr. Bd. XI, S. 280 (hierauf bezieht sich ,,a. a. 0.'‘); 
Geometrie der Lage 2. Abth. 18. Vortrag in der ersten, 16. Vortr. in der zweiten 
Auflage. 

**) On Correlation of two Planes, Proc. London Math, Soc. vol V. S. 40 
(und Annali di Mat. ser. II, t. VI, S. 260); ferner Forts.: Proc. L. M.S, vol. VIII 
(oder: sur la corrélation de deux plans, Transunti dell’ Accad. dei Lincei ser. III, 
t. I), In der erst genannten Abhandlung ist das obige System in Nr. 37 behan- 
delt. Die Signatur [aw fy 6] des Systems bedeutet, dass fiir alle Correlationen 
desselben a gegebene Punkte, B gegebene Geraden des ersten Feldes a gegebenen 
Geraden, 8 gegebenen Punkten im zweiten entsprechen und y Punkte, d Gerade 
des ersten bez, je y Punkten, d Geraden des zweiten conjugirt sind. 
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Geraden conjugirt sind, gleich 1, 2. Aus dem ersten Werthe: u = 1 
folgt, dass die Polaren, welche irgend einem Punkte des einen Feldes 
in den verschiedenen Correlationen im zweiten entsprechen, einen 
Strahlbiischel bilden ; also ist derselbe Punkt, der Scheitel dieses Strahl- 
biischels, der dem ersten Punkte in den beiden gegebenen Correla- 
tionen gleichzeitig conjugirt ist, ihm auch in allen andern conjugirt. 
Dies hat schon Herr Reye bewiesen, doch in anderer Weise als Herr 
Hirst, und beide schliessen daraus, dass jede zwei von den Correlationen 
des Systems [0070] zur Erzeugung der quadratischen Verwandtschaft 
dienen kinnen, und dass diese durch 7 Paare entsprechender Punkte ein- 
deutig bestimmt ist. 

Man kann auch, wie Herr Hirst und, wenn man dessen Siatze 
etwas anders ausspricht, auch Herr Reye (ausser bei [1130]) bemerkt, 
von den Systemen [1050], [2030], [11 30], [80 10], fiir welche ebenfalls 
u = 1 (und auch v = 2) ist, ausgehen; doch sind dies eigentlich nur 
Specialfille von {0070}. 

2. Jedes einfach unendliche System*) von Correlationen besitzt 
im Allgemeinen zwei Ausartungen, auf welche zuerst Herr Hirst in 
seinen oben erwihnten Aufsiitzen**) aufmerksam gemacht hat. Die 
eine hat zwei singuliire Punkte (in jedem Felde einen), deren Biischel 
projectiv sind, und die Correlation ist derartig, dass dem singuliren 
Punkt in dem einen Felde, gleichgiiltig welchem, jede beliebige 
Gerade des andern, einem beliebigen Punkt des ersteren die Gerade 
des Biischels um den singuliiren Punkt des andern entspricht, 
welche in der Projectivitiit dem Strahle homolog ist, welcher jenen 
Punkt mit dem singuliiren Punkte des ersten Feldes verbindet. Die 
andere Ausartung hat zwei singulire Geraden, welche projective Punkt- 
reihen tragen, und ist zur ersten dual. 

In den oben erwihnten Correlationssystemen ist die Zahl der 
ersteren Ausartungen durchweg 3, die der anderen 0, wie Hirst ge- 
funden hat. Im Systeme [0070] sind die Paare der singuliren Punkte 
die 3 Punktepaare, aus denen die 7 Punkte des einen Feldes und die 
7 Punkte des andern durch projective Biischel projicirt werden .***) 
In den andern Systemen [1050] ete. gehéren die Punkte, fiir welche 
eine gemeinsame Polare gegeben ist, stets zu den singuliren Punkten, 


*) Wenigstens jedes, das durch solche Bedingungen definirt ist, wie sie 
oben bei Erliuterung der Signatur [a @ y 3] beschrieben sind: Elementarbe- 
dingungen. 

**) Und gleichzeitig mit ihm Herr Fiedler in der zweiten Aufl. der dar- 
stellenden Geometrie, 

***) Vergl. meinen Aufs. Math. Ann. Bd. I, 8. 533 (Problem der Projectivitit 
oder Homographie) Abschnitt 1V. Vorher haben sich Chasles, Jonquiéres, 
Cremona, Hesse mit diesen Punkten beschiftigt, wie dort genauer angegeben ist, 
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und diese Polare enthilt dann zwei von denen im andern Felde. 
Fiir die quadratische Verwandtschaft werden, wie Herr Hirst bemerkt, 
diese 3 singuliiren Punkte in jedem Felde dessen Hauptpunkte, d. h. die 
Punkte, denen im anderen Felde eine ganze Gerade (Hauptlinie) ent- 
spricht, auf der dann zwei Hauptpunkte liegen, und zwar zusammen- 
gehirige singulire Punkte werden homologe Hauptpunkte, d. h.je ein Haupt- 
punkt und derjenige im andern Felde, der nicht auf der entsprechen- 
den Hauptlinie liegt. Im Allgemeinen sind alle 6 Hauptpunkte reell 
oder nur zwei homologe; im ersteren Falle sind alle drei ausgearteten 
Correlationen erster Art reell, und sind die aus dem Systeme zur Er- 
zeugung der quadratischen Verwandtschaft herausgenommenen Corre- 
lationen zwei von ihnen, so geht die Reye’ sche Erzeugung dieser Ver- 
wandtschaft iiber in die von Seydewitz gelehrte dltere*), die freilich 
nicht den zweiten Fall erméglicht und deshalb nicht dieselbe Allge- 
meinheit hat wie die Reye’sche. Beides bemerkt wohl Reye, der ja 
die Projectivitit der Biischel um homologe Hauptpunkte wohl erkannt 
hatte, aber noch nicht wusste, dass sie eine ausgeartete Correlation sei. 

Wihrend Herr Reye die Kenntniss der quadratischen Verwandt- 
schaft und ihrer homologen Hauptpunkte benutzt zur Auflésung des 
oben erwihnten Problems der Projectivitat, findet Herr Hirst gerade 
umgekehrt vermittelt dieses Problems die drei ausgearteten Correla- 
tionen des Systems [0070] und die Hauptdreiecke einer durch 7 Paare 
entsprechender Punkte bestimmten Verwandtschaft 2. Grades. 

3. Denken wir uns, wie im Vorhergehenden, die quadratische 
Verwandtschaft erzeugt vermittelst eines Systems von Correlationen, 
fiir welches u = 1, also eines linearen, so hat der Kegelschnitt, der 
einer Geraden g entspricht, eine doppelte Bedeutung: er ist der Ort 
der Punkte, die den Punkten der Geraden g in allen Correlationen 
conjugirt sind, und er ist der Ort der Pole der Geraden in den ver- 
schiedenen Correlationen; und zwar, wenn P und P’ entsprechende 
Punkte auf der Geraden und dem Kegelschnitte sind, so ist irgend 
eine Gerade durch P’ Polare von P in einer gewissen Correlation des 
Systems und ihr zweiter Schnitt mit dem mente ist der Pol 
von g in dieser Correlation. 

Sind bei vereinigten Feldern die beiden constituirenden Correla- 
tionen des linearen Systems und damit alle Polarsysteme (Kegelschnitt- 
biischel), so kommen wir zu einem bekannten Satze. 

4. Wir stellen uns im Folgenden die beiden Felder von derselben 
Ebene getragen vor. Dann giebt es, wie Seydewitz*) gefunden und 


*) Grunerts Archiv Bd, 7, 8. 117. In jedem der beiden Felder sind zwei 
Strahlbiischel gegeben, bez. projectiv. Nach entsprechenden Punkten der Ver- 
wandtschaft 2, Grades gehen entsprechende Strahlen dieser Biischel. 

**) Grunerts Archiv Bd, 8, 8, 1, § 31. 
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Herr Schréter*) ausfiihrlicher dargelegt hat, bei einer Correlation 
stets zwei Kernkegelschnitte. Der eine —- die Punktkerncurve K? — 
ist der Ort der Punkte, die — was nothwendig zugleich geschehen 
muss — mit ihren beiden Polaren incident sind, die andere — die 
Geradenkerncurve [, — wird von diesen Polaren eingehiillt. Beide 
Curven haben eine doppelte Bertihrung; nennen wir U, V die beiden Be- 
riihrungspunkte, wu, v die zugehdrigen Tangenten, und sei UV = w, 
uv = W; so sind, wie Herr Schréter gezeigt, W und w, U und u 
V und v Pol und Polare in beiderlei Sinne. 

Wenn zu einem Punkte die beiden Polaren construirt und dann 
durch den Schnitt derselben die vom Punkte durch dieselben harmonisch 
getrennte Gerade gezogen wird, so ist dies seine Polare in Bezug auf 
K?, und dual findet man den Pol einer Geraden in Bezug auf [,,. 

Der Schnittpunkt der beiden Polaren eines Punktes ist ihm doppelt 
(oder in beiderlei Sinne) conjugirt. Auf einer Linie, welche zwei doppelt 
conjugirte Punkte verbindet, giebt es eine Involution solcher doppelt 
conjugirter Punkte; Doppelpunkte derselben sind die beiden Schnitte 
mit K?, und je zwei doppelt conjugirte also harmonisch zu den 
Schnitten ihrer Verbindungslinie mit K?. Dass alle diese Linien durch 
W gehen, beweist Herr Schréter, und auch Herr Reye erwihnt 
dies schon. Dem Schnitte einer solchen Linie mit w ist W doppelt 
conjugirt, folglich muss W wegen der eben erwihnten Involution auf 
der Linie liegen. 

Ebenso liegen die simmtlichen Schnitte doppelt conjugirter Linien 
auf w. 

Dass die beiden von einem Punkte P von K? an, gelegten Tan- 
genten (die beiden Polaren des Punktes) zur Tangente in P an K? 
und zum Strahle nach W — der als Verbindungsstrahl von P mit 
sich selbst als doppelt conjugirtem Punkte anzusehen ist — harmonisch 
sind, ist eine bekannte Eigenschaft sich doppelt beriihrender Kegelschnitte. 

Weiter schliesst Herr Reye hieraus, dass die Beziehung der dop- 
pelt conjugirten Punkte eine involutorische quadratische Verwandtschaft 
ist und zwar gerade die sogenannte quadratische Inversion, die zuerst 
1838 von Bellavitis**) angegeben, 1865 aber ausfiihrlicher von 
Herrn Hirst***) behandelt wurde, gleichzeitig aber auch, wie Herr 
Reye mittheilt, von Herrn Geiser.+) Die Fundamentaleurve der In- 
version ist die Punktkerncurve K* der Reciprocitéit. Die beiden Haupt- 
dreiecke dieser quadratischen Verwandtschaft vereinigen sich in U V W, 
aber nur W ist sich selbst homolog. 


*) Crelles Journal Bd. 77, S. 105 A. 

**) Nuovi Saggi dell’ Accad. di Padova vol. IV. 
***) Proc, R. Soc. 1865, S. 92; Ann. di Mat. s, I t, VII, 8. 49, 
+) Mitth. der Berner Naturf..Ges, 1865, 
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5. Bemerken wir, dass dieselbe Inversion nicht blos aus einer Cor- 
relation, sondern einem einfach unendlichen System von Correlationen 
entsteht: dasselbe ist definirt durch W und w als Pol und Polare in 
beiderlei Sinn (4 Bedingungen) und 3 Punkte von K? als sich selbst 
conjugirt, und ist demnach ein Specialfall von [1130]. K? ist gemein- 
same Punktkerncurve aller dieser Correlationen; die Geradenkerncurve 
[, aber veriindert sich, K? stets in denselben zwei Punkten tangirend. 
Eine von diesen Correlationen wird ein Polarsystem ([, mit K? identisch) 
und hért dann auf, die Inversion hervorzubringen. 

Aber unter den Kegelschnitten [, befindet sich auch noch das 
Geradenpaar wv und das Punktepaar UV; es ist von Interesse, die 
Beschaffenheit der zugehérigen Correlationen zu ermitteln; wir wollen 
dies aber im Zusammenhang mit einer andern allgemeineren Frage thun. 

6. Fassen wir lieber wiederum unser oben betrachtetes System 
[0070] von Correlationen ins Auge, also alle Correlationen zwischen 
zwei Feldern derselben Ebene, welche 7 Paare conjugirter Punkte ge- 
meinsam haben. Wie sind die K*, die [,, die Punkte W, U, V, die 
Geraden w, wu, v arrangirt? 

Die Kerncurven K? bilden einen Biischel, denn die 4 Punkte, 
welche zweien von ihnen gemeinsam sind, sind sich selbst in beiden 
Correlationen conjugirt: sie sind die vier sich selbst entsprechenden 
Punkte der. durch die beiden Correlationen oder durch das System 
erzeugten quadratischen Verwandtschaft,*) (foci nennt sie Herr Hirst) 
und alle Kerneurven gehen also durch sie. Die Charakteristik w = 1 
giebt ja auch, dass es eine Correlation im Systeme giebt, fiir welche 
ein gegebener Punkt sich selbst conjugirt ist. Ebenso liefert v = 2, 
dass jede Gerade von zwei Curven [, beriihrt wird; bei den Curven K? 
gilt dies ersichtlich auch. 

Wir wollen nun erst den Ort der Punkte W ermitteln. Wir 
nehmen einen beliebigen Punkt P an und suchen die ihm doppelt con- 
jugirten P’ in den verschiedenen Correlationen unseres Systems. Die 
beiden Polaren von P beschreiben wegen « = 1 zwei Strahlbiischel, die 
offenbar zu einander projectiv sind; denn jede von ihnen bestimmt die 
Correlation vollstiindig und eindeutig und so auch die andere eindeutig. 
Geht die eine von ihnen durch P, so thut es bekanntlich auch die 
andere. Demnach ist der Ort der Punkte P’ ein durch P gehender 
Kegelschnitt, und PP’ selbst beschreibt einen Strahlbiischel, der mit 
den eben erwihnten Polarenbiischeln projectiv ist. Ein zweiter beliebiger 


*) Als Schnitte der Kerncurven findet sie Herr Reye a. a. O. Allgemein 
beweist Herr Cremona in seiner zweiten Note iiber geometrische Transforma- 
tionen ebener Figuren (Memorie dell” Istituto di Bologna ser. II, t. V), dass zwei 
von derselben Ebene getragene Felder, welche sich in einer eindeutigen Ver- 
wandtschaft ne" Grades befinden, n + 2 sich selbst entsprechende Punkte haben 
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Punkt @Q liefert einen diesem projectiven Strahlbiischel QQ’, denn die 
Biischel der Polaren von P und Q sind auch projectiv. Die beiden 
Biischel um P, Q sind iiberdies perspectiv; denn fiir diejenige Corre- 
lation, bei der PP’ durch Q geht, liegt ja auch der conjugirte Q 
auf diesem Strahl wegen der oben erwihnten Involution. Nun schnei- 
den sich aber zusammengehdrige Strahlen PP’, QQ stets im Punkte W 
der betreffenden Correlation, Also ist der Ort der Punkte W eine Gerade. 

Diese Gerade, welche wir (W) nennen wollen, ist, weil je durch 
W gehend, fiir jede Correlation des Systems eine Verbindungslinie 
sich doppelt conjugirter Punkte; die Involution doppelt conjugirter 
Punkte hat je die Schnitte mit dem betreffenden K? zu Doppelpunkten. 
Also ist das Paar der Doppelpunkte G’, G’ der Involution, in der diese 
Gerade (W ) den Biischel der K?* schneidet, doppelt conjugirt in allen 
Correlationen, und das einzige Paar doppelt conjugirter Punkte, welches 
je zwei und in Folge dessen alle gemeinsam haben. Es ist das Paar 
der beiden Punkte, welche sich in der quadratischen Verwandtschaft in- 
volutorisch entsprechen ; es wurde von den Herren Hirst und 8. Kantor 
bei ihren Untersuchungen iiber die Cyklen einer quadratischen Ver- 
wandtschaft in anderer Weise gefunden.*) 

Den Ort der Punkte, welche einem festen Punkte P in den ver- 
schiedenen Correlationen des Systems doppelt conjugirt sind oder ihm 
in den quadratischen Inversionen entsprechen, welche mit den Corre- 
lationen verbunden sind, erkannten wir oben als durch P gehenden 
Kegelschnitt; wir finden jetzt, dass er die erste Polare des Punktes P 
in Bezug auf die Curve 3. Ordnung ist, welche durch den Strahl- 
biischel PW und den ihm projectiven Biischel der K? erzeugt wird. 
Auf diese Weise ist jedem Punkte P der Ebene ein durch ihn gehender 
Kegelschnitt P? zugeordnet. 

7. Construirt man ferner zu einem Punkte P den Polarenbiischel 
in Bezug auf die K?, so ergiebt sich bald, dass P zu zwei Punkten W 
von (W) je in Bezug auf den zugehdrigen Kegelschnitt K? conjugirt 
ist; demnach umhiillen die Geraden w einen Kegelschnitt (w). Es giebt 
also drei Punkte W, die auf ihren zugehérigen Geraden w liegen, 80 
dass die zusammengehérigen Curven K? und [, sich vierpunktig 
tangiren. : 

Diese 3 Punkte liegen zugleich auf allen obigen Curven 3. Ord- 


*) Hirst, Report of Transactions of the British Assoc. at Birmingham 1866, 
S. 9; Quarterly Journal Nr. 68, 8S. 301; 8. Kantor, Annali di Matem. ser. Il, 
t. X, 8, 64. — Die wiederholten quadratischen Transformationen, welche beide 
anwenden, fiihren zw Transformationen vom Grade 2”, welche in jedem Felde 
drei einfache, drei zweifache, drei vierfache,..., drei 2”"~'-fache Punkte haben. 
Es zeigt sich so, dass der Tabelle fiir »—8 in Nr. 18 der eben erwihnten 
Cremona’schen Arbeit noch ein Fall hinzuzufiigen ist. 
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nung; ferner schneidet die Gerade (W) in ihnen die Curve 5. Ordnung, 
welche der Ort der U, V ist; die beiden andern Schnitte sind G’, G”, 
weil in ihnen (W) von zwei Curven K? beriihrt wird und, wie man 
leicht sieht, auch je von den zugehdrigen-[,. Die Linien u,v hin- 
gegen umhiillen eine Curve 4. Classe , fiir welche (W) Doppeltangente ist. 

8. Ist die Correlation eine solche mit zwei singuléiren Punkten 
A, A’, so sieht man sofort, dass der Kegelschnitt K? durch die 
beiden projectiven Biischel erzeugt ist und im Allgemeinen nicht aus- 
artet; T, hingegen ist das Paar der Punkte A, A’, die auf K? liegen; 
w ist AA’ und W ist der Schnitt der Tangenten in A, A’ an K?. 

Das Duale findet bei der andern ausgearteten Correlation statt. 

In unserm Systeme [0070] giebt es nun drei von jener Art, keine 
von dieser; also haben wir unter den [, drei Punktepaare. Sind nun 
A, A’; B, B; C,C’ dieselben oder die homologen Hauptpunkte der 
quadratischen Verwandtschaft, so finden wir AA’, BB, CC’ als 
Tangenten des Kegelschnitts (w); ferner sehen wir, dass jedes dieser 
3 Paare mit den 4 sich selbst entsprechenden Punkten auf einem Kegel- 
schnitt liegt. Aber z. B. auf dem ersten dieser Kegelschnitte liegen 
auch (AB, A’C’), und (AC, A’ B’); woraus man mit Herrn 8. Kantor 
folgern kann, dass der Biischel der K? und die drei Geradenpaare 
(AB, A’ B’), (BC, BC’), (CA, C’A’) demselben Netze angehidren. 

Die 3 ausgearteten Correlationen bewirken in dem Biischel der K? 
keine Ausartungen; wie ergeben sich also die 3 Geradenpaare desselben? 
Da diese zu allgemeinen Correlationen gehéren und bei einer solchen 
T, (in beiderlei Sinne) die Polarcurve von K? ist, so muss auch [, in 
den 3 Fiillen zu einem Punktepaar degeneriren, bestehend aus den 
Polen der beiden Geraden des Geradenpaars K? und zwar in beiderlei 
Sinne, derartig, dass wenn d= e', f=g' die beiden Geraden eines 
derartigen Geradenpaars K*? — nennen wir es K,? — sind, die beiden 
Punkte des Punktepaares, welches wir dann [,° nennen wollen, 
D’=G und E= F’ sind, denn bei diesem Arrangement allein finden 
wir die allgemeine Eigenschaft von K* und [, wieder, dass sowohl 
jedem Punkte einer der beiden Geraden von K,? die zwei nach den 
Punkten von [,° gehenden Geraden als die beiden Polaren zugehdren, 
als auch die beiden Schnitte einer Geraden durch einen Punkt von 
r,° mit K,? die beiden Pole dieser Geraden sind. 

Den Punkt W werden wir auf der Doppellinie des Punktepaars 
[,° harmonisch geordnet finden zu jedem der beiden Schnitte mit den 
Geraden von K,? in Bezug auf die beiden Punkte von [,°, weil die 
Tangente eines Geradenpaars die betreffende Gerade desselben ist; 
daraus folgt, dass die Doppellinie von [,° mit dem Doppelpunkte von 
K,” ineidirt; in jener vereinigen sich u,v, in diesem U, V; und W 
ist harmonisch zu letzterem Punkte in Bezug auf die beiden Punkte 
Mathematische Annalen XIX. 31 
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von f,°, w harmonisch zu ersterer Linie in Bezug auf die beiden Ge- 


doppe 
raden von K,. Dass W, w; U= V, u=v Pol und Polare fir Kf heide 
und [f,° sind, ersieht man leicht, sowie auch die doppelte Beriihrung Sinus 
von K,?, [,°. “es 


Wir haben so in dem Systeme der [, zu den friiheren 3 Punkte- 
paaren, die von den Correlationen mit singuliren Punkten herriihren, 
nun noch 3 neue erhalten, und damit alle; denn ein [, degenerirt zum 
Punktepaar nur , wenn die Correlation singulire Punkte hat, oder wenn 
gleichzeitig K* zum Geradenpaar ausartet. In Folge der bekannten 


Beziehungen zwischen Charakteristiken — die eine fanden wir oben 

gleich 2 — und Ausartungen giebt es demnach in dem Systeme der wele 

[, kein Geradenpaar und je 4 gehen durch einen Punkt. “1 
9. Doch kommen wir nun zu dem obigen System von Correla- Punl 

tionen (Nr. 5.) zuriick, welche alle dieselbe Kerncurve K? haben, die subt 

in denselben zwei Punkten U, V von den veriinderlichen [, tangirt 

wird, und welche zu derselben quadratischen Inversion fiihren. Der solel 


Fall, wo [, in das Punktepaar U, V ausartet, entspricht einer Corre- 


u,v 
lation mit den singuliéren Punkten U, V und zeigt, dass die Inversion 
auch durch zwei projective Biischel U, V in folgender Weise entsteht: 188 
einem Punkte P entspricht der Schnittpunkt P’ der beiden Strahlen, fiir . 
welche den Strahlen UP, VP der beiden Biischel je im andern ent- Pol: 
sprechen. Punkt W ist der Schnittpunkt der beiden Strahlen, welche Pun 
U V entsprechen. Dass PP’ stets durch diesen Punkt geht, auf ihr 
durch die beiden Biischel eine Involution entsteht und deren Doppel- beli 
punkte die Schnitte mit dem durch die Biischel erzeugten Kegelschnitte besd 
sind, ist bekaunt, aber auf die Erzeugung der Inversion (mit drei sa 
reellen Hauptpunkten) vielleicht noch nicht angewandt worden. aie 

Die Correlation aber, deren [, in das Geradenpaar w, v oder Str: 
W (U, V) ausartet, hat zwei singulire Punkte, die sich vereinigt dite 
haben, und zwar so, dass die projectiven Biischel identisch sind; als Co 
solche ist sie ebenso, wie das Polarsystem im Systeme der Correlationen, lair 
zur Erzeugung der Inversion unbrauchbar. de 

10: Bei einer allgemeinen Correlation zweier Felder derselben hi 
Ebene ldufen die Verbindungslinien doppelt conjugirter Punkte in einen dis 
Punkt W zusammen, wie oben erwiahnt. mn 

Wenn aber bei einer Correlation drei Paare doppelt conjugirter i 
Punkte — 6 Bedingungen — so liegen, dass die drei Verbindungs- Bi 


linien nicht in einen Punkt cusammenlaufen, so ist (wie auch die beiden ge 
fehlenden Bedingungen seien) die Correlation ein Polarsystem; d. h. 

jeder Punkt hat in beiderlei Sinne dieselben Polare, oder, anders aus- 
gesprochen, jede weitere zwei in dem einen Sinne conjugirte Punkte 
sind es auch im andern Sinne. 

In der That, auf den 3 Linien entstehen sofort Involutionen 
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doppelt conjugirter Punkte, die drei Schnittpunkte haben also in 
beiderlei Sinne dieselbe Polare, also triigt auch jede Linie durch einen 
derselben eine Involution doppelt conjugirter Punkte; woraus fiir jeden 
Punkt folgt, dass seine beiden Polaren sich vereinigen. 

Der analytische Beweis ist noch einfacher. Die Gleichung: 


(44%, Ht Ayo 4 + G34) 2 + 
(4X, + Ag 4, + A932) Yy + 
(4,2, + A394, + Ag3%,) 2 =O, 


welche ausdriickt, dass dem Punkte x,y,2, des ersten Feldes der Punkt 
x,y, 2, im zweiten conjugirt ist, bleibt auch nach Vertauschung beider 
Punkte richtig; daraus folgt, wenn wir beide Gleichungen von einander 
subtrahiren und ,v,w, die Coordinaten der Verbindungslinie nennen: 


(a3 — Ago) Uy + (3, — yg) 0) + (G42 — Gay) Oy = 0; 

solcher Gleichungen haben wir drei und aus ihnen folgen, da 
(u,0,0,) S O, dog = Aya, Ay = 443, G9 = Gy, dh. die Bedingungs- 
gleichungen des Polarsystems. Diese Kigenschaft, dass 3 beliebige 
Paare von Punkten doppelt conjugirt sind, ist ein allgemeineres und 
fiir Abzihlungen geeigneteres Kriterium dafiir, dass eine Correlation ein 
Polarsystem ist, als dass ein Dreieck existirt, in dem jede Ecke als 
Punkt des einen Feldes die Gegenseite zur Polare hat.*) 

11. Ersetzen wir die Felder durch zwei Biindel. Es seien 9 Punkte 
beliebig im Raume gegeben: S, S’, UX, B, ...,G. Wir beziehen die 
beiden Biindel S, S’ so reciprok auf einander, dass den Strahlen 
S(, ..., G) die Strahlen S’ (Y, .. ., G) conjugirt sind. Wir erhalten 
ein System [0070] von Correlationen, und die Ebenen, die einem 
Strahle p des einen Biindels entsprechen, bilden einen Ebenenbiischel, 
dessen Axe p’ also dem Strahle » gemeinsam conjugirt ist in allen 
Correlationen. Unter den drei ausgearteten Correlationen mit singu- 
liren Axen ist eine hier sofort ersichtlich: die beiden Axen ver- 
einigen sich in SS’ und die beiden projectiven Ebenenbiischel um sie 
sind identisch; in einer ausgearteten Correlation zweier Biindel mit 
singuliren Axen entspricht nun einem Strahle des einen Biindels die- 
jenige Ebene im andern, welche in der Projectivitat der beiden Ebenen- 
biischel um die singuliren Axen der den Strahl mit der Axe seines 
Biindels verbindenden Ebene homolog ist. In unserer evidenten aus- 
gearteten Correlation entspricht also dem Strahle p die Ebene von p 
nach SS’, weil sie sich selbst entspricht in der zur Identitit ge- 
wordenen Projectivitit; in dieser Ebene muss also auch p’ liegen, 


*) Staudt, Geom. der Lage, § 18.; Reye, Geom. der Lage, 2. Abth., 
9. Vortrag. 
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demnach begegnen sich p und p’. Jeder Strahl des einen Biindels trifft 


den ihm in allen Correlationen gemeinsam conjugirten Strahl, oder er 
trifft die ihm in den verschiedenen Correlationen entsprechenden 
Ebenen alle in demselben Punkte; d.h. diese stimmtlichen Correlationen 
liefern als Erzeugniss der Schnitte ihrer entsprechenden Elemente die- 
selbe Fliiche 2. Grades. Dies ist der von Herrn Schréter*) gefundene 
Satz, in anderer Weise bewiesen. Dieser Beweis riihrt von Herrn 
Hirst her, der ihn in einem Gespriiche mit mir im Jahre 1877 fand. 

Umgekehrt: Jede Flache 2. Grades inducirt in den Biindeln zweier 
ihrer Punkte einfach unendlich viele Correlationen; darunter 3 mit je 
einem singuliren Strahle in jedem Biindel. Diese 3 singuliren Strahlen 
sind fiir jeden der beiden Punkte der Verbindungsstrahl mit dem andern 
und die beiden Geraden der Fliche durch ibn. Oder: Jede Fliche 
2. Grades inducirt in den Biindeln zweier ihrer Punkte eine quadra- 
tische Verwandtschaft; Hauptstrahlen derselben in jedem Biindel sind 
die 3 genannten Strahlen. 

Ferner: Wenn zwei Biindel in einer solchen quadratischen Ver- 
wandtschaft ihrer Strahlen sich befinden, dass 7 Strahlen des einen 
ihre entsprechenden treffen, so thun es alle, und das Erzeugniss dieser 
doppelt unendlich vielen Schnittpunkte ist eine Fliche 2. Grades. 

12. Im Allgemeinen aber schneiden sich bei zwei Biindeln, welche 
in einer quadratischen Verwandtschaft ihrer Strahlen sich befinden, 
nur einfach unendlich viele Strahlen und diese Schnitte erzeugen eine 
Raumeurve 4. Ordnung 1. Species, in der sich alle Flichen 2. Grades 
schneiden, die durch die Correlationen entstehen, welche zur Ver- 
wandtschaft 2. Grades fiihren.**) Also miissen natiirlich im vorigen 
Satze die 7 Strahlenpaare so sein, dass ihre 7 Schnittpunkte und die 
beiden Biindelscheitel nicht auf derselben Raumcurve 4. Ordnung 
1. Species liegen. Diese Curve ist, ausser durch die Scheitel, durch 
6 Punkte bestimmt; diese fiihren zu 6 Paaren entsprechender Strahlen 
der quadratischen Verwandtschaft und ermdglichen co? solche Ver- 
wandtschaften; man erhalt dieselben, wenn man die oo! Correlationen, 
die zu irgend einer Fliche des Biischels gehéren, mit denen bei einer 
andern combinirt. Jede solche Combination fiihrt zu einer Verwandt- 
schaft 2. Grades und zu einem Systeme von Correlationen, welches 
die iibrigen Flichen des Biischels hervorbringt. 


*) Crelle’s Journal Bd. 62, 8, 215. — Cf. auch Math, Ann, XII, 8, 368. 

**) Das Erzeugniss zweier Biindel, die sich in einer Cremona’schen Ver- 
wandtschaft n'" Grades befinden, ist, wie Herr Cremona selbst am Ende der 
schon mehrfach erwihnten zweiten Note tiber geometrische Transformation ebener 
Figuren gefunden hat, eine Curve (mn -+ 2)" Ordnung vom Geschlechte n — 1, 
fiir welche aber die Scheitel der Biindel (ausser bei den kleinsten Werthen von ) 
singulire Punkte sind, 
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Wir sehen aber: 

Durch 6 Paare entsprechender Strahlen zweier Biindel sind co* 
quadratische Verwandtschaften bestimmt; lassen wir in allen 6 Paaren 
die beiden Strahlen sich treffen, so treffen sich in allen co? Verwandt- 
schaften noch dieselben oo‘ entsprechenden Strahlen und das Erzeugniss 
aller ist dieselbe Rawmcurve 4. Ordnung erster Species. 

Ferner: Alle cot quadratischen Verwandtschaften gweier Biindel, 
die durch 5 Paare sich treffender entsprechender Strahlen bestimmt sind, 
haben noch ein sechstes Paar sich treffender entsprechender Strahlen 
gemein. 

13. Durch Dualisirung ergiebt sich vermittelst zweier reciproken 
Felder eine eindeutige Verwandtschaft 2. Grades der Geraden, die von 
der der Punkte verschieden ist, wihrend im Falle der Collineation 
die eindeutige Verwandtschaft der Punkte die der Geraden nach sich 
zieht und umgekehrt. 

Werden die Felder, statt reciprok, in zwei Weisen collinear auf 
einander bezogen, so kann man entweder a) einem Punkte des einen 
Feldes die Verbindungslinie der beiden entsprechenden Punkte des 
andern, oder b) einer Geraden des ersten Feldes den Schnittpunkt der 
beiden entsprechenden im zweiten correspondiren lassen. Man erhiilt so 
eine eindeutige Punkt-Gerade-Verwandtschaft, mit dem Unterschiede, 
dass in a) der Punkt im ersten, die Gerade im zweiten Felde liegt, 
in b) umgekehrt. Einer Geraden des ersten, einem Punkte der zweiten 
entspricht in a) ein Kegelschnitt, bei b) einem Punkte des ersten, 
einer Geraden des zweiten. Ich bespreche dies ausftihrlich, weil Herr 
Milinowski in seinem Aufsatze iiber die reciproke Verwandtschaft 
2. Grades*) sich in der — wahrscheinlich durch die Collineation und 
Correlation veranlassten — irrigen Vorstellung (welche es nothwendig 
macht, den ganzen Aufsatz mit einer gewissen Vorsicht zu lesen) be- 
wegt, als wenn durch a) und b) die beiden Felder sich nur in einer 
einzigen Verwandtschaft befiinden. Dass die Eigenschaften der Ver- 
wandtschaft a) aus denen von b) durch Dualisirung sich ergeben, ist 
ersichtlich ; aber weil man in derselben Weise, wie man bei a) aus einem 
Punkte des ersten Feldes seine entsprechende Gerade im zweiten, bei 
b) aus einem Punkte des zweiten Feldes seine entsprechende im ersten 
erhalt, so kann man die Eigenschaften der Verwandtschaft b) auch 
aus denen von a) durch Vertauschung der Felder erhalten. 

Es giebt auch hier ein Hauptdreieck in jedem Felde, und jeder 
Ecke desjenigen im ersten Felde entspricht bei a) jede Gerade durch 
die homologe Ecke des andern. Die sich selbst entsprechenden 
Punkte der beiden collinearen Felder in der zweiten Ebene bilden 


*) Crelle’s Journal Bd. 79, 8. 140. 
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deren Hauptdreieck, und die ihnen entsprechenden das in der ersten 
Ebene. 

14. Sind beide Trédgerebenen identisch (2), so dass man 3 collineare 
Felder in derselben Ebene hat; so fiihrt die Verwandtschaft a) im 
ersten der beiden quadratisch verwandten Felder 2,, 2,, und im ersten 
der collinearen 2,, 2, 2, zu einer Curve 3. Ordnung der Punkte, 
welche auf ihre entsprechenden Geraden in %,, fallen, oder mit ihren 
entsprechenden Punkten in 2, 2, in einer Geraden liegen (diese 
Punkte in 2,, 2, erzeugen dann natirlich auch Curven 3. Ordnung), 
im zweiten Felde 2, zu einer Curve 3. Classe K, der Geraden, welche 
durch ihre entsprechenden Punkte in 2, gehen, oder der Geraden, auf 
denen 3 entsprechende Punkte von 2,, X,, X, liegen. Die Verwandt- 
schaft b) hingegen fiihrt zu einer Curve 3. Classe der Geraden in %,, 



































entsprechenden Geraden in 2,, 2, (die dann auch je eine Curve dritter 
Classe einhiillen) in einen Punkt zusammenlaufen, und zu einer Curve 
3. Ordnung K®* der Punkte in 2,,, die auf ihre entsprechenden Ge- 
raden in 2, fallen, oder der Punkte, in welche drei entsprechende Ge- 
raden von Z,, 2, 2, zusammenlaufen.*) Die letetere Curve K* ent- 
hélt, wie Herr Milinowski zeigt, auch die sich selbst entsprechenden 
Punkte je zweier der drei collinearen Felder, oder, da die drei col- 
linearen Felder ein Netz von collinearen Feldern hervorrufen, so be- 
schaffen, dass in jeden Punkt von K* entsprechende Geraden von 
allen zusammenlaufen, die sich selbst entsprechenden Punkte je zweier. 

Bezieht man also eins von diesen Feldern in 2 und damit alle 
reciprok auf irgend ein anderes >’, wihlt 7 Punkte auf K* und die 
7 Punkte in 2’, die je den in jenen zusammenlaufenden Geraden ent- 
sprechen, zu conjugirten, so hat man co? Correlationen, denen alle diese 
7 Paare conjugirter Punkte gemein sind, und also nicht blos ein ein- 
fach unendliches System [0070]. Es gehen dann nicht in allen diesen 
Correlationen die Polaren eines Punktes der einen Ebene durch den- 
selben Punkt, sondern nur die der Punkte einer gewissen Curve 
3. Orduung, in J offenbar der Curve K*, in Z’ aber derjenigen Curve 
(K*)', welche den Curven 3. Classe der in die Punkte von K?® z- 
sammenlaufenden Geraden von 2,, 2,, 2, reciprok in ” entspricht. 
Wir erhalten in diesem Falle auch nicht eine einzige quadratische Ver- 
wandtschaft zwischen 2, 2’, sondern unendlich viele, fiir welche die 
7 Paare von Punkten entsprechend sind, und die Hauptpunkte in 
= erfiillen dieCurve K°. 


*) Schréter, Crelle’s Journal B. 62, S. 265 am Anfang; Reye a. a. O. am 


Ende; Milinowski a. a, 0.; Schur, Leipziger Habilitationsschrift (Math. Ann. 
Bd. XVIII, S. 1) § 3. 
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Es ist dies der Fall, auf den Herr Reye a. a. O. S. 297 auf- 


merksam macht. 


Ferner giebt es, wegen der co? Correlationen, in diesem Falle 
nicht blos 3, sondern oo! Correlationen mit singuldren Punkten, oder: 
das Problem der Homographie (Nr. 2.) hat fiir diese beiden Gruppen 
von 7 Punkten in 2, &’ unendlich viele Lésungen. Nehmen wir 
zunichst blos je 6 Punkte, so haben wir nach Abschn. III. meines 
in Nr. 2. erwihnten Aufsatzes 2 Curven 3. Ordnung — dort R, P® 
genannt; es sind unsere jetzigen Curven K*, (K*) —, mit eindeutig 
sich entsprechenden Punkten P, TT, welche bez. nach den beiden sechs- 
punktigen Gruppen projective Biischel senden. Aber Herr Hirst hat 
gefunden — ich muss den Beweis, den er mir 1876 mitgetheilt hat, 
hier leider unterdriicken —, dass noch in einer andern Weise jedem 
Punkte B der Curve R® eindeutig ein Punkt B von P®* entspricht, 
derartig, dass in je zwei der projectiven Biischel P, TT, welches dieser 
Paare P, TT auch genommen werde, entsprechende Strahlen nach B, B 
gehen. Unser siebentes Paar ist ein solches Paar B, B. 

15. Nehmen wir aber ein einfach unendliches System [0070] von 
Correlationen zwischen X, &’, bei welchem die 7 definirenden Paare 
eine freie Lage haben, sowie wir es am Anfang angenommen haben; 
greifen daraus drei Correlationen, so laufen in den drei collinearen 
Feldern in & jede drei entsprechende Geraden in einen Punkt zusammen. 

Machen wir uns von der Ebene ”’, die doch nur eine Hilfsebene 
ist, frei, so gewinnen wir folgendes Resultat: 

Man besiehe zuniichst die beiden Felder X,, X, derselben Ebene 
collinear auf einander, greife dann beliebig 7 Punkte der Ebene heraus: 
A,B, --+, @ (welche ersichtlich mit den 3 sich selbst entsprechen- 
den Punkten von 2,, 2, nicht auf einer Curve 3. Ordnung liegen 
werden). In jedem dieser Punkte schneiden sich, wie man leicht sieht, 
zwei entsprechende Geraden a,, G.3*-*3 91, Jo vom 2X, Z,. Beziehen 
wir nun ein drittes Feld 2, derselben Ebene so collinear auf X,, dass 
die den Geraden a,,--+, 9, entsprechenden bez. durch A,-+-, G gehen. 
Es ist dies auf co' Weisen miglich, denn wir haben ein System [0070] 
von Collineationen; und 2, und 2, werden auch collinear. Welches 
Paar entsprechender Geraden x,, x, von 2,, X, man auch nehme, die 
entsprechenden Geraden x, in den X, gehen stets durch den Schnitt x, x». 

Haben wir nun eins der 2, gewahlt und damit 3 collineare Felder 
2,, Z,, 2, bei denen jede drei entsprechenden Geraden in einen Punkt 
zusammenlaufen; lassen wir dann wieder. einer Geraden von 2, den 
Schnittpunkt der beiden entsprechenden Geraden in 2,, 2, correspon- 
diren, so erhalten wir eine Gerade-Punkt-Verwandtschaft 2. Grades 
zwischen Z,=6 und X,, = Z, bei welcher jede Gerade durch ihren 
entsprechenden Punkt geht: ,,ein ebenes Nullsystem 2. Grades.“ 
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Diese Incidenz bewirkt, dass die beiden Hauptdreiecke mit ihren 
homologen Ecken sich decken; sei dieses Dreieck A, A, A,. Hs 
ist jedem Kegelschnitt ein-, bez. umgeschrieben, der einer Punktreihe 
in 2, bez, einem Strahlbiischel in 6 correspondirt. Seien 2, X zwei 
entsprechende Elemente von 6, 2; schneide x die Seiten A,A,, A; A,, 
A, A, bez. in X,, X,, X, und seien X,’, X,', X,' die Projectionen von 
X aus A,, A,, A, auf die Gegenseiten, so findet man leicht aus der 
Incidenz von x und X, dass, wenn (A, A, X, X,’) =A gesetzt wird, 


(A, A, X, X,') und (A, A, X; X;’) die Werthe 1— 2, ;*— haben. 


Ferner, wenn y, Y ein zweites Paar entsprechender Elemente sind, 
so ergiebt sich, weil der Strahlbiischel um xy mit der Punktreihe auf 
dem entsprechenden Kegelschnitte A,A,A,X Y projectiv ist: 


(A, A, Xx, Y;) = (A, A, XxX, Y,); 
(A, A, X X,’) = (A, A, Y, Y,); 


oder 


also constant. 

Damit ist erkannt, dass jedes Nullsystem 2. Grades (mit voll- 
stiindig reellem Hauptdreiecke) auf die von Herrn Ameseder*) ge- 
fundene Weise construirt werden kann. 

16. Denken wir uns zwei Biindel S’, S’ collinear gemacht, beziehen 
wir einen dritten Biindel S” collinear auf sie, oder gleich besser, auf 
das Sehnensystem der von ihnen erzeugten cubischen Raumcurve, der- 
artig, dass 7 beliebige Sehnen von ihren entsprechenden Ebenen in 
7 Punkten einer Ebene 2 getroffen werden, — was, wie der Schnitt 
mit 2 beweist, in co' Weisen mdglich ist —, so schneidet sich jede 
Sehne mit ihrer entsprechenden Ebene (oder jede drei entsprechende 
Ebenen) in 2, und die erzeugte Fliche 3. Ordnung zerfallt in die 
Ebene 2 und ein Hyperboloid, welches dadurch entsteht, dass oo! 
Ebenen in S” (welche einen Kegel 2. Grades umhiillen) durch ihre 
entsprechenden Sehnen gehen. 

Die Correlationssysteme [1050], [0150], [2030], [1130], [0230], 
[3010], [0310] fiihren zu fhnlichen Sitzen, z. B. die beiden letzten 
zu folgendem: Wenn drei collineare Felder derselben Ebene 3 Punkte 
oder 3 Geraden entsprechend gemein haben und ausserdem noch drei ent- 
sprechende Geraden in einem (mit diesem Dreiecke nicht incidenten) 
Punkte zusammenlaufen, so thun es jede drei entsprechende Geraden, 
oder [1130] zu: Haben drei solche collineare Felder einen Punkt A, 
eine Gerade a entsprechend gemein und laufen dreimal drei entsprechende 
Gerade in einen Punkt %,, U,, A, zusammen (so jedoch, dass diese 
3 Punkte eine freie Lage zu A, a haben), so laufen jede drei ent- 
sprechenden Geraden in einen Punkt zusammen. 





*) Wiener Sitzungsberichte 2. Abth. Febr. 1881. 
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Die entsprechenden Sitze tiber zerfallende cubische Flachen — auf 
denen Convergenzpunkte dreier entsprechender Strahlen der drei 
erzeugenden collinearen Biindel bekanntlich Knotenpunkte sein miissen 
— ergeben sich meistens ganz unmittelbar; z. B. im letzten Falle 
miisste, wenn die Fliche nicht zerfiele, der Schnitt mit der Ebene 
Aa aus a und einem durch %,, %,, UX; gehenden Geradenpaare be- 
stehen, dessen Doppelpunkt A ist, was bei der freien Lage von %,, 
A,, A, in Aa nicht médglich ist. 


Il. 


17. Gegeben seien zwei rdumliche Systeme (Rdume), welche sich in 
reciproker Beziehung befinden. Zu jedem Punkte giebt es nun oo! 
doppelt conjugirte, alle Punkte der Schnittlinie der beiden Polarebenen. 
Erinnern wir uns zunichst aus dem Theile B. von Herrn Schréters 
Aufsatz in Crelle’s Journal Bd. 77, dass eine solche Schnittlinie der 
beiden Ebenen, welche einem Punkte in beiderlei Sinne entsprechen, 
von Herrn Schréter Wechselstrahl genannt, zugleich Verbindungslinie 
zweier Punkte ist, die einer und derselben Ebene in beiderlei Sinne 
entsprechen, so wie eine solche Linie, deren beide Polaren sich treffen,*) 
und dass alle diese Wechselstrahlen einen tetraedralen Complex erzeugen. 

Von jedem Punkte geht also ein ganzer Strahlbiischel von Ver- 
bindungslinien doppelt conjugirter Punkte aus, und jede solche Linie 
triigt eine Involution doppelt conjugirter Punkte wie in der Ebene. 
Also bilden alle diese Verbindungslinien doppelt conjugirter Punkte einen 
linearen Complex; durchschneiden wir beide Riiume mit einer Ebene, 
so kommen wir auf das ebene Problem zuriick und sehen den in der 
Ebene befindlichen Strahlbiischel des Complexes. 

Zu jedem Punkte des Raumes haben wir also einen Strahl des 
tetraedralen Complexes der Wechselstrahlen zugeordnet , der dem Punkte 
doppelt conjugirt ist. Er ist ihm auch conjugirt in Bezug auf die 
Ponktkernfliiche F'? der Reciprocitit, d.i. die Fliche der Punkte, die 
in ihre entsprechenden Ebenen fallen. Construirt man zu der Ebene, 
welche den Punkt mit diesem zugehérigen Wechselstrah] verbindet, in 
Bezug auf die in demselben sich schneidenden beiden Polarebenen die 
vierte harmonische Ebene, so ist dies nach Herrn Schréter seine 
Polarebene in Bezug auf F°. 

Jedem Punkte wird ferner eine durch ihn gehende Ebene zuge- 
ordnet, die ihn mit dem zugehérigen Wechselstrahl verbindet, und 
man erhdlt so ein Nullsystem; in dem Falle, wo der Punkt auf F? 


*) Ihr Schnittpunkt ist der Punkt, dessen beide Polarebenen sich im Wechsel- 
strahl schneiden; ihre Verbindungsebene ist die Ebene, deren beide Pole er 
verbindet. 
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und also auf seinen Wechselstrahl fallt, wird die scheinbare Unbe- 
stimmtheit durch die eben erwihnte harmonische Eigenschaft gehoben. 

Wir erhalten aber noch ein zweites Nullsystem und einen zweiten 
linearen Complex. Jeder Ebene des Raumes gehért ein Wechselstrahl 
zu, der ihre beiden Pole verbindet, und bestimmt in ihr den Null- 
punkt dieses Systems, und die Strahlen der Ebene um diesen Nullpunkt, 
die Strahlen des Complexes, tragen Involutionen doppelt conjugirter 
Ebenen. 

Die beiden Nullpunkte einer Ebene E in diesen beiden Nullsystemen 
erhalt man‘also so: Im zweiten ist er der Durchstosspunkt der Ver- 


bindungslinie der beiden Pole der Ebene E; im ersten hingegen ist . 


er der Convergenzpunkt W der Verbindungslinien der doppelt con- 
jugirten Punkte der ebenen Correlation, welche durch die Ebene E 
aus der raumlichen ausgeschnitten wird, oder der Schnittpunkt der 
gemeinsamen Tangenten der beiden Kerncurven dieser ebenen Corre- 
lation. 

18. Wir wollen zu den Wechselstrahlen der Ebene E je den Po! 
aufsuchen, dessen beide Polarebenen sich im Wechselstrahl schneiden, 
oder den Schnittpunkt der beiden Polaren des Wechselstrahls. Alle 
Wechselstrahlen der Ebene E umhiillen einen Kegelschnitt; folglich 
erzeugen ihre Polaren zwei Kegel, deren Spitzen P’, Q die beiden 
Pole der Ebene sind. Die Verbindungslinie g, h’ derselben, selbst 
ein Wechselstrahl, ist beiden Kegeln gemein; denn ihre beiden 
Polaren liegen in der Ebene E und sind Wechselstrahlen; fassen wir 
nimlich @ als Punkt des zweiten Raumes auf, so geht seine Polar- 
ebene im ersten Raume durch die Polare der Geraden P’Q = hk’, 
die sie als Gerade des zweiten im ersten Raume hat, und schneidet 
sich also in derselben mit der Polarebene von @ als Punkt des ersten 
Raumes, d. i. mit der gegebenen Ebene E. Mithin haben die beiden 
Kegel ausserdem eine cubische Raumcurve gemein, welche demnach der 
Ort der Punkte ist, deren beide Polarebenen sich in den Wechselstrahlen 
unserer Ebene E schneiden; eine Curve vom Geschlechte 0 muss dieser 
Ort auch sein, da seine Punkte sich in eindeutiger Beziehung zu den 
Tangenten eines Kegelschnitts befinden. Die 3 Schnitte derselben mit 
der Ebene E sind die 3 Punkte W, U, V der von der Ebene aus- 
geschnittenen ebenen Correlation. 

Die Ebenen hingegen, deren beide Pole durch die in E befind- 
lichen Wechselstrahlen verbunden sind, bilden den Biischel um P’ Q. 

Duale Betrachtungen fiihren uns zu den beiden Nullebenen eines 
Punktes und zu den Punkten und Ebenen, welche den Wechselstrahlen 
durch den Punkt zugehéren. 

Herr Schréter hat a. a. QO. gefunden, dass jede riumliche Corre- 
lation zwei Polarsysteme inducirt, diejenigen, denen die beiden Kern- 
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flichen als Ordnungsflichen zugehéren; wir sehen hier, dass sie auch 
zwei Nullsysteme oder lineare Complexe inducirt. 

Ein Strahl, der beiden Complexen gemein ist, trigt also sowohl 
eine Involution doppelt conjugirter Punkte, als auch eine Involution 
doppelt conjugirter Ebenen. Alle diese Strahlen erzeugen eine lineare 
Congrueng, als deren Directricen man sofort die beiden Diagonalen des 
windschiefen Vierecks erkennt, in dem nach Herrn Schréter die 
beiden Kernflichen sich durchschneiden; welche Linien in beiderlei 
Sinne Polaren von einander sind. Die eben erwihnten beiden Involu- 
tionen, welche von einem Strahl der Congruenz getragen werden, sind 
natiirlich verschieden von den beiden Involutionen, welche dem Strahle 
durch das geschaart involutorische System zukommen, das mit der 
linearen Congruenz verbunden ist. Die Doppelelemente unserer In- 
volutionen liegen auf der einen, bez. beriihren die andere Kernflache; 
wihrend diejenigen der Involutionen des geschaart involutorischen 
Systems bekanntlich mit den Directricen incident sind. 

19. Aber wir haben durch.die Correlation noch eine andere Be- 
ziehung inducirt. Jedem Punkte des Raumes entspricht ein Wechsel- 
strahl, in dem seine beiden Polarebenen sich schneiden; jeder Ebene 
ebenfalls ein Wechselstrahl, der ihre beiden Pole verbindet. Demnach 
ist jedem Punkte eine Ebene zugeordnet und umgekehrt: zu beiden gehort 
derselbe Wechselstrahl. Von welcher Art ist diese Beziehung? 

Zunichst sehen wir, dass jede Ebene TI durch ihren entsprechenden 
Punkt P geht; denu sie verbindet die beiden Polaren der Schnittlinie 
der beiden Polarebenen des Punktes (oder des dem Punkte zugehérigen 
Wechselstrahls), und diese beiden Polaren schneiden sich im Punkt. 

Bewegt sich P auf einer Geraden g, so beschreibt der zugehérige 
Wechselstrahl eine Regelschaar , und seine beiden Polaren thun dasselbe. 
Die Hyperboloide, welche die letzteren tragen, haben die Gerade g 
gemein; die Ebenen TT, welche je zwei zusammengehdrige (und sich je 
auf g schneidende) Polaren verbinden, sind gemeinsame Beriihrungs- 
ebenen beider, welche im Allgemeinen nicht durch g gehen; sie um- 
hiillen also eine abwickelbare Fliche 3. Classe. Diese entspricht der 
Geraden g. 

Ebenso_erzeugen die Punkte, welche den Ebenen eines Biischels 
entsprechen, eine Raumcurve 3. Ordnung. Daraus ergiebt sich, dass 
den Punkten einer Ebene die Beriihrungsebenen einer Fléche 3. Classe, 
den Ebenen eines Biindels die Punkte einer Fliche 3. Ordnung ent- 
sprechen. Alle diese Flichen 3. Ordnung haben die 4 Seiten des den 
beiden Kernfliichen gemeinsamen Vierseits und die beiden Diagonalen 
gemein, und die Ebenen durch diese sechs Geraden sind gemeinsame 
Beriihrungsebenen aller jener Fliichen 3. Classe. Diese 6 Geraden sind 
ja, wie Herr Schréter gefunden, die einzigen 6 Geraden, welche in 
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beiderlei Sinne dieselbe Polare haben, nimlich jede der 4 Seiten sich 
selbst, jede der Diagonalen die andere; woraus folgt, dass in der 
jetzigen Beziehung jedem Punkte einer dieser 6 Linien jede Ebene 
durch die Polare zugeordnet ist. Wir haben im Vorhergehenden ein 
»rdumliches cubisches Nullsystem.“ 

20. Wir haben gefunden, dass bei einer allgemeinen raumlichen 
Correlation alle Geraden, welche zwei doppelt conjugirte Punkte ver 
binden und deshalb eine Involution doppelt conjugirter Punkte ent 
halten, einen linearen Complex bilden. 

Eine riiumliche Correlation kann bekanntlich 15 Bedingungen unter- 
worfen werden. Bestimmen wir sie also derartig, dass 6 Paare von 
Punkten doppelt conjugirt sind, welche sich in beliebiger Lage befinden, 
so dass ihre 6 Verbindungslinien nicht demselben linearen Complexe 
angehdren; so kann sie keine allgemeine Correlation sein, sondern muss, 
welches auch die 3 moch fehlenden Bedingungen sind, ein Polar- 
system sein. 

Wir stellen uns eine bestimmte Correlation vor, welche diesen 
12 Bedingungen geniigt, und nehmen noch etwa 3 weitere Paare von 
(einfach) conjugirten Punkten heraus, so dass sie durch die 15 Data 
eindeutig fixirt ist. 

Die 6 Paare doppelt conjugirter Punkte seien: A,, B,; A,, B,; -: 
--+3 4,, B,. Wir lassen zunichst A,, B, einfach conjugirt sein, 
nehmen also blos A,, B,; B,, A,; ---; A,;, Bs; B;, A;; Ag, By con- 
jugirt und die 3 weiteren Paare; wir haben dann ein einfach unend- 
liches lineares System von Correlationen. Wir wollen durch B, eine 
Gerade 6 ziehen und einen auf ihr beweglichen Punkt %, dem ersten 
Raume angehérig, dem A, als Punkte des zweiten Raumes conjugirt 
sein lassen: jede Lage von % individualisirt eine Correlation des 
Systems und fallt % in B,, so haben wir den vorliegenden Fall. 

Die 5 Linien A,B,, ---, A,B, bestimmen einen linearen Com- 
plex; sei a, die Ebene der von A, ausstrahlenden Linien desselben. 
In ihr liegt n. Vor. B, nicht. In ihr liegt aber fiir jede der Corre- 
lationen die Schnittlinie der beiden Polarebenen von A,; diese Schnitt- 
linie beschreibt einen Strahlbiischel in @,, denn weil das System durch 
14 lineare Bedingungen definirt ist, so beschreibt die eine wie die 
andere Polarebene von A, einen Ebenenbiischel und beide Biischel 
treffen a, in demselben Strahlbischel. 

. Die Polarebene von A, als Punkt des ersten Raumes geht stets 
durch B,, hingegen die von A, als Punkt des zweiten Raumes durch 
den beweglichen %. Fallt also 2% nach B,, so vereinigen sich beide 
Polarebenen, da sie eine in a, gelegene Gerade und den ausserhalb 
a, befindlichen B, gemein haben. Folglich hat in unserm Falle A, 
in beiderlei Sinn dieselbe Polarebene. Was fiir A, bewiesen ist, kann 
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wegen der auf den 6 Geraden befindlichen Involutionen fiir jeden Punkt 
dieser Geraden bewiesen werden, und folgt dann daraus fiir jede Ebene, 
indem man sie mit dreien dieser Geraden schneidet, dass sie in beiderlei 
Sinn denselben Pol hat. 

21. Dass, wenn 
(a) A,, By; B,, Ay; Ay, By; By, Ay;: ++; Ag, By; By, Ay; A;, B; 
conjugirt sind (wobei immer der erst geschriebene Punkt dem ersten 
Raume zugerechnet wird), das Conjugirtsein von B,, A, eine Folge ist. 
leuchtet auch schon daraus ein, dass, wenn dies eine neue unabhiingige 
Bedingung wire, nur oo! Correlationen mdglich waren, wahrend es 
doch oo? giebt, niimlich die ate aller Flichen 2. Grades, fiir 
welche A,, B,; A,, B,; +--+; A;, B, conjugirt sind. Weil die Be- 
dingungen a) sammtlich csaee sind, so laufen die Polarebenen des 
Punktes B, als Punkt des ersten Raumes in allen oo? ihnen geniigen- 
den Correlationen durch einen Punkt; dieser ist fiir die ebeu erwahnten 
Polarsysteme der Punkte A,; demnach ist er auch — wenn ausser den- 
selben noch andere Correlationen den Bedingungen a) geniigten — 
im zweiten Raume bei allen diesen dem B, conjugirt. Also bei einer 
Correlation, welche 6 beliebig gelegene Paare doppelt conjugirter Punkte 
hat, liegt jeder Punkt, der auf der einen Polarebene eines beliebigen 
Punktes A, liegt, auch auf der andern; d. h. die beiden Polarebenen 
sind identisch, und die Correlation ist ein Polarsystem. 

Die Existenz von sechs solchen Paaren scheint mir das allgemeinste 
Kriterium dafiir zu sein, dass eine Correlation ein Polarsystem ist. 

Der analytische Beweis ist dem ebenen analog und kann unter- 
bleiben. 

22. Es mag aber noch ein Kriterium fiir das Nullsystem ermittelt 
werden. 

Wenn 5 Punkte A,,---, A; sich selbst und 5 andere A,’, - + -, A,’ 
bez. zu ihnen doppelt conjugirt sind, so ist, wofern diese 10 Punkte 
nicht von einander abhiingig sind, die Correlation ein Nullsystem. Bei 
der allgemeinen Correlation (incl. des Polarsystems) giebt es auch sich 
selbst conjugirte Punkte: die Punkte der Punktkernfliche; die Schnitt- 
linie der beiden Polarebenen, auf der die doppelt conjugirten Punkte 
liegen, liegt dann, wie Herr Schréter beweist, auf der Beriihrungs- 
ebene der Kernfliche. Also haben im allgemeinen Falle 5 sich selbst 
conjugirte Punkte und die Linien nach je einem doppelt conjugirten 
die Lage von 5 Punkten einer Fliche 2. Grades und 5 Tangenten der- 
selben, und sind demnach nicht unabhiangig von einander. — 

Sind wieder x, y, 2, w, die Coordinaten von A,, x, y, 2%, @,' die 
von A,’, so haben wir die dace og 
(1) yyy? Mya yy? + e+ +H (Gap + Og) 91 1 (4 + 443) 2% + 

H+ (yy y1) 2M, + + = 05 















480 
(2) aya, 2, + Gy, 4, +°-- 


R, Srurm. 





H+ gg fy By A 392, Yy  o>  yg t,t, 
+ ay, 0,2, +++ = 0; 

(3) yyy By A Mag A Yy = + Magy 2, A g021'Yy Hs + + yyy 
+ ay, 00,2, + -+- = 0; 

aus (2) und (3) folgt: 

(4) 2 hy, 2 Zag YY E+ + + (Gag +50) (Ys. 21 2,41) +++ = 0. 

Solecher Gleichungspaare wie (1) und (4) erhalten wir fiinf, und aus 

diesen 10 Gleichungen folgt, da bei der beliebigen Lage der 10 Punkte 

die Determinante der 2,,',---, y,2, + 2,y,',- ++ nicht verschwindet: 

yy = 9, +--+, Gog + Ago = 0,- +55 

was die analytischen Bedingungen des Nullsystems sind. 

23. Wenn wir zwei Réume in drei Weisen reciprok auf einander 
beziehen und dann einem Punkte des einen den Schnittpunkt der drei 
Polarebenen desselben im andern Raum entsprechen lassen, so erhalten 
wir eine eindeutige cubische Punktverwandtschaft und zwar, was im 
Raume ja nicht selbstverstindlich ist wie in der Ebene, eine in beiderlei 
Sinne cubische; d. h. jeder Geraden, jeder Ebene des einen und also 
auch des andern Raumes entspricht eine cubische Raumcurve, bez. 
eine cubische Fliche in Folge bekannter Siitze.*) Alle cubischen 
Fliichen des einen Raums haben eine Rauwmcurve 6. Ordnung und 16 
Ranges gemein , welche also die Hauptcurve des homaloidischen Flichen- 
systems**) dieses Raums ist. Sie wird gebildet durch diejenigen 
Punkte dieses Raums, deren drei Polarebenen im andern in eine Gerade 
zusammenlaufen, und dass es in jeder Ebene 6 solche Punkte giebt, 
folgt aus dem bekannten Satze, dass in drei collinearen Biindeln sechs- 
mal drei entsprechende Ehenen eine Gerade gemein haben. 

Diese Hauptcurve trifft die cubische Raumcurve, in der sich zwei 
Flachen des Systems sonst noch durchschneiden und welche der Schnitt- 
linie der beiden entsprechenden Ebenen im andern Raume correspon- 
dirt, in 8 Punkten;***) demnach trifft diese Schnittlinie 8 von den 
Geraden ihres Raumes, in welche die Polarebenen der Punkte der 
Hauptcurve zusammenlaufen; also bilden diese Geraden eine Filiiche 
8. Grades. Die cubische Raumecurve, welche einer solchen Geraden 
entspricht, artet in drei in den zugehérigen Punkt zusammenlaufende 
Geraden aus; daraus folgt, dass die Hauptcurve 6'* Ordnung jedes 
Raumes auf der Fliiche 8. Grades desselben Raumes dreifach ist und 
jede von ihren Erzeugenden dreimal trifft. 


*) Es ist dies die rationale Transformation, von welcher Herr Cremona 
Gott. Nachr. von 1871, 8S. 129 eine Reihe von Specialfillen betrachtet. 
**) Cremona, Annali di Matematica ser. 2. t. V, p. 131. 
***) Vergl. meine ,,Flachen 3, Ordnung“ Nr. 64; oder Salmon-Fiedler’s Raum- 
geom, 2. Band 4. Aufl, Nr. 108, 109. 
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Unsere cubische Verwandtschaft ist durch 13 Paare entsprechender 
Punkte (also 39 Bedingungen*)) bestimmt und kann durch je drei von 
einander unabhingige Correlationen aus dem doppelt unendlichen 
linearen Systeme von Correlationen, das durch 13 Paare conjugirter 
Punkte fixirt ist, erzeugt werden; weil durch den Punkt, in den die 
Polarebenen eines Punktes in den 3 gegebenen Correlationen zusam- 
menlaufen, auch alle iibrigen Polarebegen desselben gehen. 

In diesem doppelt unendlichen Systeme giebt es einfach unend- 
liche viele Correlationen mit je einem singuliren Punkte in jedem 
Raume.**) Die singuliéren Punkte erzeugen die beiden Hauptcurven 
6. Ordnung, oder diese Curven werden gebildet durch die Scheitel 
derjenigen Biindel, welche so reciprok bezogen werden kénnen, dass 
die nach den 13 Punkten des einen und denen des andern Raumes 
gehenden Strahlen conjugirt sind; sie sind also die Curven, welche 
ich in meinen Correlations-Untersuchungen gefunden habe.***) 

Die 8 Punkte, welche den Punktkernflichen der 3 Correlationen, 
von denen wir ausgegangen sind, und also auch denen aller tibrigen 
des doppelt unendlichen Systems gemeinsam sind, sind die sich selbst 
entsprechenden Punkte der cubischen Verwandtschaft. 

An Stelle von 13 Paaren conjugirter Punkte kénnten wir auch 
Bedingungsguppen setzen, welche mit 13 einfachen linearen Be- 
dingungen jiquivalent sind, unter denen sich aber vielfache befinden: 
Punkt und conjugirte Gerade, Punkt und Polarebene etc.; doch will 
ich uicht darauf eingehen. 

Sind alle drei Correlationen Polarsysteme, was dann auch fiir 
simmtliche Correlationen des durch sie inducirten doppelt unendlichen 


*) Dies stimmt mit Folgendem: 
24 Bedingungen sind zur Bestimmung der Hauptcurve 6. Ordnung nothwendig 
(Crelle’s Journal Bd. 88, S. 235); durch diese ist dann das Flachensystem in dem 
einen Raume bestimmt, und nun liisst man noch 5 Flichen desselben 5 Ebenen 
des andern Raumes entsprechen, wie bei der riiumlichen Correlation (3.5 Be- 
dingungen). 

**) Hirst, Proc. London Math. Soc. vol. VI, S. 7 oder mein Aufsatz: Math. 
Ann. Bd. XII, S. 254 Einl. 

***) Proc. London Math. Soc. vol. VII, 8. 154, Nr. 48, oder im eben angef. 
Aufs. Nr. 103, 104 Signatur [0, 0, 13,0]. — Mit der Raumcurve 6. Ordnung und 
16. Ranges beschiftigt sich auch Herr Schur in dem in Nr. 14, erwihnten Auf- 
satze § 7., 8.; er erzeugt sie auf zwei Weisen: 1) ebenso, wie ich es in meinen 
»Flachen 3. Ordnung“* Nr. 64. gethan habe, als Ort der Schnittpunkte ent- 
sprechender Ebenen ven 4 collinearen Ebeneubiindeln, welche dann durch je vier 
unabhiingige des durch sie constituirten Gebiisches von collinearen Ebenenbiin- 
delu ersetzt werden kiénnen, 2) als Ort der Schnittpunkte von in einen Punkt 
zusammenlaufenden entsprechenden Strahlen dreier collinearer riumlicher Systeme, 
die dann wieder durch beliebige 3 aus einem Netze von collinearen riumlichen 
Systemen ersetzt werden kinnen; auch die in der vorletzten Note erwihnte Mannig- 
faltigkeit 24 dieser Curve weist er nach. 
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linearen Systems gilt; so vereinigen sich die beiden Hauptcurven 
6. Ordnung in die Kegelspitzencurve des durch die Ordnungsflachen 
gebildeten Netzes, und auch die beiden Regelfliichen 8. Grades fallen 
zusammen.*) 

24. Beziehen wir einen Raum X= ZX, auf drei andere Z,, Z;, %, 
collinear, so erhalten wir wieder zwei Verwandtschaften: a) wir lassen 
einem Punkte P von 2 die Ebene TI’ in & entsprechen, welche die 
3 Punkte verbindet, die ihm als Punkt von 2, in 2,, 2, 2, corre- 
spondiren; oder b) wir lassen einer Ebene TT von X den Punkt P’ in 
=" entsprechen, in dem sich die 3 Ebenen schneiden, die der TI als 
Ebene von X, in den drei andern Réumen homolog sind. Wir wollen 
diese zu Nr. 13.—16. analoge Betrachtung nicht eingehend verfolgen 
und nur Folgendes hervorheben, uns allein an die Verwandtschaft 
b) haltend. 

Dieselbe ist in beiderlei Sinne cubisch: wenn TT um eine Gerade 
oder einen Punkt sich dreht, so durchliuft P’ eine cubische Raum- 
curve, bez. eine cubische Fliche, und deshalb umhiillt TT, wenn P” 
eine Gerade oder Ebene durchliuft, eine Developpable, bez. eine Fliche 
3. Classe. 

Der Ort der Punkte P’, die in ihre entsprechenden Ebenen fallen, 
ist ‘eine Fiche 4. Ordnung, zugleich der Ort der Punkte, in welchen 
4 homologe Ebenen der vier Réiume 2,, 2, 2, 2, zusammenlaufen. 
Diese Fliche ist eine specielle Flache 4. Ordnung und nur von der 
Mannigfaltigkeit 33. Auf ihr liegt auch die Curve 6. Ordnung, die 
nach der dritten Anm. auf 8. 481 von je drei der collinearen Riume 
erzeugt wird, und durch eine solche Curve und 12 weitere Punkte ist 
sie eindeutig bestimmt.**) Die bei den drei Riumen 2,, 2, 2, sich 
ergebende Curve 6. Ordnung ist den siimmtlichen Flichen 3. Ordnung 
gemein, die den Punkten von 2, correspondiren; denn es giebt fir 
jeden Punkt dieser Curve eine Gerade in 2, deren 3 entsprechende 
Gerade in ihn zusammenlaufen, also auch die Ebenen, welche irgend 
einer durch jene Gerade gehenden Ebene homolog sind. 

Bezieht man alle 4 Riume auf einen fiinften 6 reciprok, wiahlt 
man 13 Punkte auf der Flache 4, Ordnung, construirt die 13, welche 
den in jenen je zusammenlaufenden Ebenen in 6 entsprechen, so sind 
durch diese 13 Paare als Paare conjugirter Punkte nicht oo?, sondern 
oo® Correlationen bestimmt. Ferner: 

Man beziehe zuniichst 3 Riume collinear auf einander; greife dann 
13 beliebige Punkte heraus: A, B, ..., N, die also nicht mit der 
durch die drei Raiume erzeugten Raumcurve 6. Ordnung anf einer 
Flache 4. Ordnung der obigen Art liegen; durch jeden dieser Pumnkte 


*) Man ‘sehe meinen Aufsatz Crelle’s Journal Bd, 70, 8. 212. 
**) Schur, a. a. O. § 12—14. 
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gehen bekanntlich 3 entsprechende Ebenen der drei Réiume: «,, &,, a; 


By, Bo, Bas + +5 M1, Mr» Vg. 


irven 
chen 


allen Beziehen wir nun einen vierten Raum so collinear auf den ersten 
(und damit auch auf die beiden andern), dass die den Ebenen «,, B,, 
5» 2 ++, v, entsprechenden Ebenen durch A, B,---, N gehen, was auf 


assen co? Weisen mdglich ist; so gehen jede 4 entsprechenden Ebenen der vier 
e die Réiwme durch denselben Punkt, und die in obiger Weise erzeugte Ebene- 
orre- Punkt-Verwandtschaft b) hat die Beschaffenheit, dass jede zwei ent- 


P’ in sprechenden Elemente incidiren; ist also ein raéumliches cubisches Null- 
T als system, von dem das in Nr. 19. besprochene ein Specialfall ist. 
ollen 25. Wir wenden uns zum Schlusse zuriick zum réumlichen Polar- 


olgen system und wollen nochmals die Bestimmung desselben oder der Fliiche 2. 
chaft Grades durch dreimal Pol und Polarebene A und a, B und B, C und y 

vornehmen, also einen schon mehrfach*) behandelten Gegenstand. Bei 
erade beliehiger Lage der 6 Stiicke geniigt bekanntlich nur die doppelte 


aum- Ebene ABC und der doppelte Punkt «By, welche zusammen eine 
n P Fliche 2. Ordnung und 2. Classe bilden. Als Bedingung fiir die Lage 
liche der 6 Stiicke, damit eine eigentliche Fliiche 2. Grades und, was dann 


ja nothwendig ist, gleich einfach unendlich viele geniigen, ist an den 
allen, erwahnten Stellen die perspective Lage des Dreiecks A BC zum Trieder 
lchen «By (oder zu seinem Schnitte mit der Ebene ABC) ermittelt. Ich 


wufen. will diese Bedingung etwas modificiren. Betrachten wir zunichst die 
n der oo’ Fliichen 2. Grades, fiir welche «, 6 Polarebenen von A, B sind. 
z, die Sind A,, B, die Schnitte von AB mit a, B; a,, B, die Ebenen von 
faiume «6B nach A, B; so sind die Involutionen A, A,; B, B, und a,, a; 


te ist B,, B perspectiv und die Doppelpunkte /’, F’ der ersteren fallen in 
_ sich die Doppelebenen g, gy’ der andern, und alle oo* "Fliichen 2. Grades, 
nung fiir welche a, B Polarebenen von A, B sind, gehen durch F, F’ und 
ot fiir beriihren dort p, gy’; so dass die eben genannte sechsfache Bedingung 
hende nicht allgemeiner ist als die von ihr einen Specialfall bildende, dass 
rgend die Flache in 2 gegebenen Punkten gegebene Ebenen tangirt. Dies 
einfache Resultat ist jedenfalls bekannt; ich erinnere mich jedoch nicht, 


wahlt es schon irgend wo gelesen zu haben. 

relche Die Ebene, welche «8 mit C verbindet, hat fiir alle diese co’ Flichen 

. sind zum Pole denjenigen Punkt C, auf AB, der ihrem Schnitte C’ mit 

ndern AB in der ersten der Involutionen zugeordnet ist; also muss, wenn 
eine eigentliche Fliche bei A, a; B, B; C, y sich ergeben soll, y durch 

dann C, gehen**) oder dual C in einer gewissen Ebene y, liegen. Construirt 

t der Sairtinieenesninte 

einer *) G. Beyer, tiber das riumliche Polarsystem (Diss. Breslau 1868) Nr. 15.; 

~unkte Paul Serret, Géométrie de direction, Nr. 180, 181; Téplitz, Math, Ann. 


Bd. XI, 8S. 434, §2.; Schréter, Flachen 2. Ordn. und Raumcurven 3, Ordn. § 21. 
**) Womit dieser point déterminé wohl geometrisch noch etwas besser be- 
stimmt ist, als bei Herrn Serret. 


Mathematische Annalon, XIX, 32 

















484 R. Sturm. 


man bei zwei perspectiv gelegenen Dreiecken aus dem einen und dem 
Convergenzpunkt der Verbindungslinien entsprechender Ecken ein 
volistindiges Viereck, so erhilt man leicht die Involution, welche den 
Uebergang zwischen der oben erwahnten und der jetzigen Form der 
Bedingung vermittelt. 

Geht nun y durch C,, so geniigt es, statt y irgend eine — nicht 
durch C, gehende — Gerade ¢ in y zu geben, welche zu C conjugirt 
sein soll. Die Flichen sind dann nur 2-3-+-2=—8 linearen Be- 
dingungen unterworfen; wir erhalten einen Biischel und tiberzeugen 
uns leicht, dass alle durch den Kegelschnitt in der Ebene ABC gehen, 
fiir welchen A und die Spur von «, B und die Spur von B Pole und 
Polaren, C und die Spur von c conjugirt sind, und liings desselben den 
thn aus dem Punkte «By projicirenden Kegel tangiren.*) 

26. Diese Frage wird von Wichtigkeit, wenn man die Construction 
des Polarengebiisches einer Fliche (n + 1)"* Ordnung, wie sie Herr 
H. Thieme**) lehrt, fiir den Fall n=2 specialisirt. Dieser in- 
teressanteste Specialfall enthalt einige Abweichungen vom allgemeinen 
Fall, welche von Herrn .Thieme nicht vollstindig erértert sind. 

Einem Punkte A, werde eine Polarfliiche a,? zugeordnet (9 Be- 
dingungen); die einem zweiten Punkt A, zugeordnete Palarfliiche a,? 
ist nicht mehr ganz frei; denn, nach der EHigenschaft der gemischten 
Polaren, muss die Polarebene «,, von A, nach a,? Polarebene von A, 
nach «,* sein; also bleiben 6 Bedingungen verfiigbar. Die Polarfliche 
a,” eines dritten Punktes A, muss so beschaffen sein, dass die Polar- 
ebenen @,,, %. von A, nach «@,*, «,* Polarebenen von A,, A, in Bezug 
auf sie sind, also bleiben noch 3 Bedingungen. Endlich fiir einen 
vierten Punkt A, ist die Polarfliche «,? den Bedingungen unterworfen, 
dass die Polarebenen «@,,, @., @, von A, nach @,’, @,”, a,” fiir sie 
Polarebenen von A,, A,, A, sind. Es handelt sich nun um den Nach- 
weis, dass A, und a,,, A, und a,,, A, und a,, die gegenseitige Lage 
haben, dass eine eigentliche Fliche 2. Grades geniigt; diesen Nachweis 
vermisse ich bei Herrn Thieme, der sich mit einer kurzen Andeutung 
begniigt; er ist nur bei n = 2 nothwendig. 

Wir kénnen nach der vorhergehenden Construction die Ebenen 
M45 &34, Gy, auch mit @,, &5, @, bezeichnen. 

Es sei A, ein beliebiger Punkt von A, A,; der Biischel der Polar- 





*) Was wohl noch etwas bestimmter und auch einfacher erreicht ist, als 
was wir bei Herrn Téplitz a, a. O. S, 439 finden, 

**) Zeitschr. f. Math. und Physik Bd. XXIV, S,. 221, 276. — Verwandte Un- 
tersuchungen iiber die Bedingung, wenn ein Netz von Fiichen 2. Ordnung das 
Polarennetz der Punkte einer Ebene fiir eine Fliche 3, Ordnung ist, sehe man in 
Frahms Aufs, Math, Ann, Bd. VII, 8. 635 und den beiden Aufsiitzen von Té plitz 
und Schur; vergl, auch Reye, Journ. f. Math., Bd. 82, S, 75. 
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ebenen von A,, A,, Az,+-- nach a@,? hat mit dem Biischel der Polar- 
ebenen von A, nach den Filiichen des Biischels («,?, a,”) zwei Ebenen 
gemein, namlich die Polarebene «,, von A, nach a,? und a@,, = @,5; 
also sind sie identisch und es giebt mithin in dem ‘Biischel (a,?, a,) 
eine Fliaiche a,”, fiir welche die Polarebene «,, Polarebene a,, von A, 
ist. Ordnen wir diese dem Punkte A, zu, so befinden sich Punktreihe 
A, A, und Biischel (@,?, @,”) in projectiver Zuordnung; denn wenn A, 
und @,? noch ein anderer Punkt von A,A,; und seine zugeordnete 
Fliche sind, also a, = a@,1; dann ist: 


A, A, Ay Ay +++ ZK O45 O54 Agi Gyr. +++ 
oder, was dasselbe, 





TV O44 yo Gre Mry ++ ZY 02a? a,2 a? «++, 
Es sei @,, die Polarebene von A, nach a@,?, a,, die von A, nach «,?, 
Ge, die von A, nach a@,”. In einem Ebenenbiischel befinden sich 
Wriy G22, ex, Sey, ebenso in einem Biischel a2, G22, Gre, %y2} NUN 
ist auch a, == @,1, also haben beide Biischel 2 Ebenen gemein und 
sind identisch; demnach befinden sich a,,, ay, beide in dem. Biischel 
(@i2, Gee), ebenso auch in dem Biischel (a,, a,,); diese Biischel sind 
uicht identisch. Folglich ist a,, = a2. 

Die Ebenen e,1, G22, Gey, +++ bilden einen Biischel, eine davon 
geht durch den nicht auf A,A, gelegenen Punkt A,; es sei dies a,,, 
die Polarebene von A, nach der Fliche a@,? des Biischels (@,?, «,”), 
deren zugehériger Punkt A, sei, oder, nach dem eben Bewiesenen, «, ., 
die Polarebene von A, nach «,”. Also sind A, und A, conjugirt nach 
a,*, A, und A, conjugirt nach «,?; oder die Polarebene a3, geht durch 
“A,, die Polarebene a3, durch A,. Da aber die Punktreihe A,A,A,A, 
mit der auf A, A, durch @,,0,,03,03, eingeschnittenen projectiv ist, so 
folgt, weil as, durch A,, as, durch A, geht, Involution; also in der In- 
volution auf A, A,, in welcher A, und die Spur von @,,, A, und die 
Spur von a, zwei Paare sind, ist einem Punkte A, stets derjenige A, 
zugeordnet, fiir dessen Fliiche «,? die Polarebene «3, durch <A; geht. 
Soweit folge ich Herrn Thieme, durchweg fiir » = 2 specialisirend. 

Lassen wir nun A, in den Schnittpunkt A, der Linie A,A, mit 
der Ebene fallen, welche (a,,, @.) mit A, verbindet, so fallt A, gerade 
in denjenigen Punkt A,, durch welchen nach Nr. 25. die Polarebenen 
von A, in Bezug auf alle Flaichen 2. Grades, fiir welche a,,, a5, 
Polarebenen von A,, A, sind, gehen miissen, also auch die Polarebene 
@,,, da a,” dieser Bedingung zu geniigen hat. 

Die dem Punkte A, von A,A, zugehérige Fliche des Biischels 
(@,?, a”) sei a2; weil A, dem A, in der obigen Involution zugeordnet 
ist, so geht a, durch A,, d.i. den Schnitt der Ebene (A,, a5; a9) 
mit A,A,; aber weil a? zum Biischel (a,?, a”) gehért, so geht ayo 
32* 
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durch «,,@5,, ist mithin mit (A,, a,c.) identisch und geht durch A,. 
Wenn aber die Polarebene a, von A, nach a@,* durch A, geht, so 
geht diejenige von A, nach a,’ durch A,. In dem obigen Satze den 
Index 3 mit 4 vertauschend, haben wir: In der Involution auf <A, A,, 
von welcher A, und die Spur von a@,,, A, und die Spur von a, zwei 
Paare sind, ist einem Punkte <A, stets derjenige A, zugeordnet, fir 
dessen Fliche «,? die Polarebene a4, durch A; geht; dem Punkte also, 
in dem A, A, von der Ebene (A,, &,, @,.) geschnitten wird, d.i. von 
der Ebene a,,, die ja durch a@,, @,, und durch A, geht, ist A, zuge- 
ordnet. Durch diesen geht aber, wie oben bewiesen, a,,. Somit haben 
die 3 Punkte A,, A,, A, und die 3 Ebenen a@,,, @,,, a, die Lage, 
dass in der Involution auf A,A,, von welcher A, und die Spur von 
«,,, A, und die Spur von a@,, zwei Paare sind, auch die Spuren der 
Ebenen (A,;, @,,@,,) und «,, ein Paar bilden; also die Lage, welche 
nothwendig ist, damit «,,, @,,, @,,; Polarebenen von A,, A,, A, fiir 
eine eigentliche Fliche 2. Grades und dann gleich fiir unendlich viele 
sind. Demnach ist noch eine Bedingung verfiigbar, also im Ganzen 


9+6+3+1=19. 
In Herrn Thieme’s allgemeiner Abzahlungsformel, specialisirt fiir 
n= 2, tritt dieser letzte Summand + 1 in der Form — (— 1) auf; 
was wohl geometrisch einer Aufhellung bedurfte. 


Miinster i/W., October 1881. 
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Ueber das Geschlecht von Curven auf Kegeln. 
Von 
Rup. Sturm in Miinster i/W. 


Vor einiger Zeit fand ich in zwei Dissertationen, welche beide 
iiber Raumeurven 6, Ordnung handeln,*) das Geschlecht einer Curve, 
welche auf einem Kegel 2. Ordnung liegt, durch die Spitze desselben 
b-mal geht und jede Kante desselben noch a-mal trifft, auf eine 
ziemlich umstiindliche Weise abgeleitet gleich (a — 1) (a+b — 1). 
Schwieriger ist ja der Fall, als der einer Curve auf einem Hyperboloid, 
welche die einen Geraden a-mal, die andern (a + b)-mal trifft, — 
diese hat nimlich dasselbe Geschlecht —, weil die Projection aus einem 
Punkte der tragenden Fliche, die im letzteren Falle sehr einfach zum 
Ziele fiihrt, beim Kegel einen Punkt von hoher Singularitit bewirkt, 
niimlich einen (a + 6)-fachen, von dessen Tangenten a sich vereinigen. 
Ich habe nach einem andern Beweise gesucht, der auch fir einen 
Kegel von beliebiger Ordnung und Classe richtig bleibt. Ich nehme 
also diesen von der Ordnung » und der Classe m, die Curve gehe 
wieder b-mal durch den Scheitel und treffe jede Kante ausserdem a-mal, 
ist also von der Ordnung v=na-+); sie habe keine singuliren Punkte. 

Auf jeder Kante haben wir eine Gruppe von a gleich definirten 
Punkten; demnach kénnen wir die Coincidenzformeln von Herrn 
Schubert anwenden, und zwar benutzen wir die Formel (25) des § 2. 
des Aufsatzes Math. Ann. Bd. XII, 8. 180. Wir setzen dort k = 2, 
n =a und erhalten: 

& = 2(a— 1)-y,—a(a—1}) -g; 
y, ist die Zahl der Gruppen, bei denen ein Punkt in eine gegebene 
Ebene fallt, also die Ordnung na + b der Curve, und g ist die Zahl 
der Gruppen, bei denen die tragende Kante eine gegebene Gerade 
trifft, also die Ordnung m des Kegels. Demnach beriihren 


2(a — 1) (na + b) — a(a — 1) n = (a — 1) (na + 20) 
Kanten des Kegels die Curve. 


*) Von den Herren Baule und Ed, Weyr, Géttingen 1872, bez. Prag 18735 
letztere auch Abh. der k, béhm, Ges, der Wiss, VI. Folge 6. Bd. 
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Die Tangenten der Curve, welche eine durch die Kegelspitze 
gehende Gerade treffen, setzen sich also aus diesen Kanten, aus den 
doppelt gerechneten 6 Tangenten im b-fachen Punkte und aus den 
Tangenten in den m Beriihrungsebenen des Kegels, welche durch die 
Gerade gehen, zusammen. Folglich ist der Rang der Curve 

@ = (a — 1) (na + 2b) + 20+ ma: 
hieraus folgt fiir das Geschlecht a der Curve; 


2a = e — 2(v—1) = (a—1)(an+2b—2)+ a4 {m -- 2(n—1} 
= (a—1)(an+2b—2) + 2ap, 
wenn p das Geschlecht des ohne Riickkehrkanten vorausgesetzten 
Kegels ist; demnach 
a = + a(a—1)n + (a—1) (b—1) + ap. 


Dies fihrt, wenn n= m=—2, p=O, wu: x =(a— 1)(a+ d—1), 
wie oben angegeben, hingegen, wenn a = 1, welchen Werth auch } 
und » haben, zu: 2 =p, wie bekannt. 


Minster i/W., October 1881. 
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Ueber die Modulargleichungen der hyperelliptischen Functionen 
erster Ordnung. 


Von 
M. Krause in Rostock. 


(Fortsetzung, siehe p. 423 ff. dieses Annalenbandes,) 


§ 2.. 


Bevor wir zu den friiheren Betrachtungen zuriickkehren, stellen 
wir folgende Aufgabe: 

Es sollen die nothwendigen und hinreichenden Bedingungen auf- 
gestellt werden, die zwischen den Systemen 111, Tig, Tee und 11, Ti2, T29 
bestehen miissen, damit die Gleichungen stattfinden: 

P (Tir, Tizy To2)e = P(Tiiy Ti2, Te2)e, & = 23, 4, OL. 

Die beiden Systeme von Moduln sollen dabei den bekannten Con- 
vergenzbedingungen Geniige leisten. 

Es ist nicht schwer, hinreichende Bedingungen zu finden. Die 
obigen Gleichungen bestehen, wenn die Gréssen tj, 12, Tg sich ver- 
mége der bei der linearen Transformation auftretenden Gleichungen 
aus den Moduln 1,,, t,., T:. bestimmen lassen, vorausgesetzt, dass 
entweder ist: 

1) a, = b, =c¢, = d, = 1 mod. 2, wiahrend die anderen Zahlen 
durch zwei theilbar sind, oder aber: 
2) a =b, =o = d, =a, = b, = 1 mod. 2, wahrend die 
anderen Zahlew durch zwei theilbar sind, 
ferner vorausgesetzt, dass 
Ay) + bye) =O mod. 8, 
a,d, + b,c, =0 mod. 8, 
¢,b, =0 mod, 4 
ist. 

Es soll gezeigt werden, dass die hinreichenden Bedingungen auch 

die nothwendigen sind. 


490 M. Kravse. 


Wir fiihren zu dem Beweise die Rosenhain’schen Moduln ein, 
d. h. wir setzen: 
Pa 


ents en , 


Be sede 9, - O35 pres é," Dot 
apa? eres? @ eres 





fiir die urspriinglichen Moduln 1,,, 1,2, To. 


Fiir die Gréssen 11, T)3, t23 bezeichnen wir die entsprechenden ' 


Gréssen mit K?, A?, M?. 
Dann folgt leicht, dass falls: 


P(T11 Tos Tore = P(t, Tis, Toa)e 
ist, jedenfalls sein muss entweder: 


m= K?, 2—=A% pw? — My’, 
oder aber 
x? = K?, 1 oe, weak. 

Wir wollen uns zunichst mit diesen beiden Fallen beschiftigen. 
Von dem zweiten kénnen wir absehen, da derselbe durch eine ein- 
fache Transformation auf den ersten reducirt werden kann. Somit 
gelangen wir zu einem Problem, welches die naturgemiisse Verall- 
gemeinerung des von Dedekind in seiner bekannten Arbeit tiber die 
elliptischen Modulfunctionen gelésten Fundamentalproblemes ist (siehe 
Crelle 83, pag. 266 sequ.). 

Dasselbe lautet: 

Ks sollen die nothwendigen Bedingungen dafiir aufgestellt werden, 
dass : 
x2 am K?, =x A’, 7 == M2 
ist. 

Es kann gesetzt werden: 


31? (0, , Ve) — 

.2(0,,%) HA UX, Ly, 

D,? (04, Ve) ts whe a 

FRO, e) A (1 — 2) (l—a,), 

#57 (v4, Ve) 1 ; ; 
3,2(04, 04) aaah tr (1—x?x,)(1—x?*~,), 
PP, %) ry gn “is 
Ho? (0, V2) Amal, (1— 4? a,) (1—4?x,), 


O2(%, U2) __ __ 4h me — 
Bo? (04, Ve) My Wy hy (1 u 2%) (i u Xo). 





Die iibrigen Ausdriicke sind aus der Rosenhain’schen Arbeit 
zu ersehen. Aus derselben folgt ferner, dass wird: 
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ain, — B-—Ox, + B-— Cx, 
; i “1 &V (ae i 
a4; = See B—C'x, 


a —————d 
&,V (a xd p) a &_V (x_n d w) es 


wobei ist: 


= 4, (Va)o _ , ale die a, (V4)o 
Jen ' 2B = re ee 2B Og, 94-9,” 
a a ae gil 
2C = Vudu — ag. 20 =—Yudu Se 


Wir fiihren zwei neue verianderliche Gréssen u,, u, durch die 
Gleichungen ein: 


uy =a, + bvy,, uy = av, + b%, 


wobei a, 6, a,, 6, constant sein sollen. 











Dann wird: 
| _ @B+bB) — (aC +d0 a (aB4bB’)—(aC-+b0’) a 
x Pie os Vesa) a, ns oT oe 
mit Be ome (a, B+, B) —(a, C+, C’) x, dz (a, B+-b, B’) ~ (a, C+-b, C0’) ary dx, 
all- F &, Viayxiu) it & Vaan Au) 
die Die Constauten aia,b, kénnen und sollen so bestimmt werden, 
ehe dass wird: 


aB+bB,=—4«4, a,B+b,B’ =0, 
aC+0bC’ =0, a0 +),C0’' = — &. 


Dann wird: 








dx dx. 
d tmen: alee i nee 
* ~ Wiech Mae” 
du — 24 4 tad 


V(ayndp) V (az xh) 


Es mégen nun drei neue Gréssen 111, 12, T22 eingefiihrt werden, 
die den Convergenzbedingungen Geniige leisten und fiir welche die 
entsprechenden Gréssen K*, A*, M? resp. gleich x?, A?, wu? werden. 

Ferner wollen wir vier Gréssen a’, b’, a,, b,) uns ebenso aus 
Ti, Ti2, Tz entstanden denken, wie a, b, a,,b, aus %,, Tj.) T2. und 
zwei neue veranderliche v,’, v, definiren durch: 


av, + bv, = av, + Vv, 
, , , , 
A, 0, + bv, = ay, + By v9. 


Endlich mégen mit y,, y, diejenigen Gréssen bezeichnet werden, 
beit welche von v,', , Tit, 712) T22 8O abhiingen, wie 2, 2 von 
1) Vx) T14) T12) To» Dann folgen die Differentialgleichungen: 











M., Krauss, 


_ ax, > ee we. 











Vane) V (@_% 2) Viy, x2) Viye xin) ’ 
xy day Hydt, = md _ Yedye 


Vieyxdu) ~ Viaexdu) Viywdu) © Viyexdu) 

Es ist nicht schwer, algebreische Integrale dieser Differential- 
gleichungen zu finden. Die Form derselben ergiebt sich ahnlich wie 
bei den trigonometrischen und elliptischen Functionen aus dem Additions- 
theorem der hyperelliptischen Functionen erster Ordnung. Da ferner 
den Werthen v, = 0, v, = (0 die Werthe v,, = 0, v,’ =0 entsprechen, 
so folgt jedenfalls, dass die ungeraden Thetafunctionen 

Ba (Oy, Ve» Tir Tie» To) 
dann und nur dann verschwinden, wenn die entsprechenden Functionen 
Pa(v,'; Vo Ti, T12, 722) 
verschwinden. Wir gehen auf diese beiden Punkte bei dieser Gelegen- 
heit nicht naher ein. 

Die ungeraden Thetafunctionen #2 (v,, V2, 7); 72) T22) Verschwinden 
aber fiir alle Werthe v, =r-+ st, + tt, 0, =r + sty + tt, 
und nur fiir diese, wenn 1, s, ¢, ° willkiirliche ganze Zahlen bedeuten. 
Setzen wir also v,’=1, v,’ 0, so wird: 


av, + bv, = a, 
4,0, + b,x, = a, 





also : 
a by —a,'b 
S"-“ahisow ds — dgtyy — byt)». 
_ @a-—-aa, _ b 
(Sa es eo Oe 
Setzen wir: v, =—0, v, = 1, so wird: 
, 
a,v, + bv, = by, 
also: 
b'b, — by'd 
yr dy — Ay, — byt 42, 
ba—ba, _ b 
er a a 
Setzen wir: 
, ’ , , 
3 y= T1, VW = Ti, 
so wird: 


0, = (dy — gt, — byt 49) tr + (Gy — 2%, — byt) 13 
: = — dy + ayty, + Dot. 

V_ = (C3 — Agtyy — byt) Tr + (Cy — By Ty — by To») Tre 

= — Cy HF Agta, + Oy Tp. 








, 
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Hieraus folgt: 


(Cy—G@g Toy — Dg Tap) (— Ayo T44-- T 12) — (— Co-lo Toy-$-Do Top) (dy — Ae Ty, — De T12) 
(Cy—@y To — Dy Typ) (Ay— Gg F405 Fyn) — (Cz—Gy Tq, —Dg Tyg) (Ag—Ggtyy—Dy tye)” 


(—Co+-Go Tert-Do Ta) (ds — Gg T 14 —Dg T12) — (—- do f+-Ao Ty1-+-Yo T42) (Cy—@s Tes— Dg Toe) 





, 
Ti = 








= (Cy— Gg Taj — Dg Tap) (Ag—Ag T44—Dg Typ) — (Cg— Ag Tey —Dg Tyg) (dq— Og T4— Dp Typ) 
Setzen wir: 
Vv, = Ti, Ye = 3, 
sO er 


=. (ds — 3%, — bgt 49) t21 + (dy — Ay ty, — byt 49) T29 
= — d+ at, +O, %4, 
Vp = (Cy — Ag T21 — Dy Too) Tei + (Cy — Mytqy — by Taq) T29 
= — C, + A, T, + OD, Too. 
Hieraus folgt: , nies — 
(Cy—@y Tay—D pg Tap) (— Ay Ay Ty4--D; Tyo) — (—C yO, TopHD; Tye) (Dy— Mg T44— Dp Typ) 
(Cy—€lg Tj —Dg Top) (Ap — Gy 74, — Dg Typ) — (Cy—Mhg Toy —g Taq) (dg—Agty—Dy ty) ’ 
Stee (C+ Tey-$, Teg) (dy— Gy tyx—Dg typ) — (Ca—Ahg to— Dg Tae) (— yA Oy Try Tie) | 
_ (Cy—Gg Toy — Dy Top) (Ag—A1s €4j—Dg Ty) — (Cg—Ghg Top —Dg To) (dg— Gg Ty; —be Ty) 


Endlich wird: 


0, = (Cy — Agtg, — bg to9) vy — ie — Gytyy — byt 49) Vg , 


(—¢s+4; T1 + Ds T22) %— 0 d,+ a, T1 + bs t12) Ue 
N ? 








, 
T21 = 








° a 
»,= 


wo N der gemeinsame Nenner der Gréssen 11{; 112, T22 ist. Da aber 
T%13 = T1 ist, sv folgen die Gleichungen: 

yb; + a,b, — a,b, — agby = 0, 

Uys; + My Cy —— Ayly — Age) = 0, 

ay ds; + a,d, — ad, — a3d,=n, 

Does + b,c, — b,c, — bye =n, 

bods + b,d, — bd, — b3d, = 0, 

Cod, + c,d, — c,d, —e,d, = 0. 

Kine leichte Betrachtung zeigt, dass » = 1 sein muss. Es besteht 
dieselbe in einer Transformation der Ausdriicke, die fiir v,' und v,' 
angegeben worden sind. 

Es sind dieses die Relationen der linearen Transformation. Damit 
also x?==K?, 4? ==A?, u?==M? wird, miissen die Grossen (111, 712, T22)e 
aus den Grossen @ (Ts; T12) Tope Gurch lineare Transformation ent- 
standen sein. 

Damit ist die Hauptschwierigkeit itiberwunden. Alles andere lehrt 
die Theorie der linearen Transformation. Sie zeigt, dass die oben 
angegebenen hinreichenden Bedingungen zu gleicher Zeit die noth- 
wendigen sind. 
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M. Kravse, 


Nachdem dieses Problem gelést worden ist, kehren wir zu den 
urspriinglichen Betrachtungen zuriick. 
In einer friheren Arbeit iiber die Multiplication der hyperellip- 
tischen Functionen erster Ordnung im XVII. Bande dieser Annalen 
ist gezeigt worden, dass die Functionen: 
D (Nv, , NV), 
B(nm, me9)s 
(vr, V2), 
F (01, O)s 
deren Coefficienten rationale Functionen von (t,;, 7,9, To2)e sind. 
Hieraus folgt umgekehrt, dass die Gréssen: 


9 (Aten + Met 2 m fm t+ mate ) 


sich als rationale Functionen der Gréssen 





darstellen lassen, 








n . n 
o( M + My Ty + Met i2 = + mtn + mat ) ; 
n : n 5 


vom Vorzeichen abgesehen, Wurzeln algebraischer Gleichungen sind, 
deren Coefficienten rationale Functionen von g(t,,, 7), T22)e sind. 
Mithin wird in Folge der vorhin gefundenen Resultate eine jede 
rationale Function dieser Wurzeln eine eindeutige Function der Gréssen 
P(Ti1> T12) Too)e Sein, die sich fiir die nun schon mehrfach angegebenen 
linearen Transformationen nicht findert. Zu diesen Functionen gehéren 
aber, wie im ersten Paragraphen bewiesen worden ist, die Potenz- 
summen 
SPR, 2, Be. 

Mithin ergiebt sich der 
Lehrsatz: 

Alle Potenzsummen Si (ti), 1Q, cQ)z sind eindeutige Func- 
tionen der Groissen —(t44, T125 To2)e- 


§ 3. 

Aus dem Lehrsatze des vorigen Paragraphen folgt unmittelbar, 
dass die Gréssen g(ri,, r{}), t{?), Wurzeln algebraischer Gleichungen 
vom Grade 1+n-+n?+n* sind, deren Coefficienten eindeutige 
Functionen der Gréssen (t,,, 7), To)e sind. 

Mit Hiilfe weniger Schliisse ergiebt sich hieraus der 

Lehrsatz. Die Grossen » (r\'), t\), 1), sind Wurzeln algebraischer 
Gleichungen vom Grade 1+n-+n?-+ n3, deren Coefficienten sich 
rational aus den Grissen (t,;, T12, T22)e 2usammensetzen lassen. 

Die Bestimmung der Coefficienten kann unter anderem derart 
erfolgen, dass fiir die Gréssen p(t,,, T,., T:.)e und die speciellen Wurzeln 
9(t,t, 13> Ty), ihre Entwickelungen nach ganzen Potenzen von 

Rit, ity Rit, ity 
e*,e¢4*,e *,¢e * eingefiihrt werden. 
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Modulargleichungen der hyperelliptischen Functionen. 


§ 4. 

Nachdem die Existenz von Modulargleichungen nachgewiesen, ist 
es leicht, ihre Haupteigenschaften zu entwickeln. 

Dieselben lauten: - 

I. Die Gleichungen bleiben ungeindert, wenn an Stelle von @,, 
%,, J, F5 resp. gesetzt wird 3, i*%,, 2 8),, i°,,, wihrend zu 
gleicher Zeit an Stelle von 0,,0,,0,,, 0.5 resp. gesetzt wird 0,, i"20,, 
Oo, *°0,s. 

Die Gréssen a, b, ¢ sind ganze Zahlen, die der einzigen Bedingung 
geniige leisten, dass 
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atb+e 
eine gerade Zahl ist. 

II. Die Gleichungen bleiben richtig, wenn man die Gréssen 
9, O,, Bo,, Fg und 0,,0,, 05,, 0.3 gleichzeitig derselben Permutation 
unterwirft. 

Ill. Die Gleichungen bleiben richtig, 


Stelle von: 
1) @, , 9,5 Bo,  Fo35 0; ; 0, , Ou, 0.3. resp. 
2) 9, By, By, | 0 0, 


3) 4, B,, Bo, Bos; 0 


wenn gesetzt wird an 


5? Or, 


5 ? 


uo 
~ 
oO 
a 
~ 
— 
mS 
n 
. 
S 
— 


4) a; , D4, Bo, 5 0; ? Os, Oo, 0, 
n—1 
5) @; , B , Foy, F445 0; ; 0; 0.3, €? Oy 
n—1 
6) 9, As, 9, » 0945 0; , os 0,, &* m0, 
7) Fr», So3, JP, JF293 Oro, Oo3, 9" 901) J" 003 
8) 3, By, J, , F435 O54, O, 39%, J" %3- 
9) 4, BGP, , F235 O55, 0., jn, J" Oo. 
10) jo, By , JP» JP 5 Oyo, 0, J" %, jr0, 
n-1 
1) Oy, yg, FH FF o5 On, €7 Oy, j70,, I". 
n—1 
12) Oyo, Bay, J Fo3, JF 445 O12, O54, J" 3, #7 "Or, 
n—-1 
13) #, , 194, J%,, JF 495 0,, €? "0,4, J", , J" 
n—1 ‘ 
14) Bg, 114, FOr, JF345 Oo3, & 2 4 Oi4, J"9o1, J" 0s 4. 
15) B , tg, Jog. JF 5 Oo» O03, J", jn 0, . 


ni 

Hierbei ist j = e* , ferner 
é=1 
fiir die Repriisentanten : 






496 M. Rravse. Modulargleichungen der hyperelliptischen Functionen, 


0 0| jn 0 —8i —8i 


i0 10 O| 10 » —8s” —83 | 
0 0 n 0| oF leet nt 0 
(00 0 n| 0 0 0 1 
é=— 1 
fir die Repriisentanten: . 
11 0 0 O} in —8i 0 —87 
(0 n —8i 0. lo 1 0 O 
-o.3 01 le. » a 
00 0 m ee eo PD 


IV. Die Gleichungen bleiben richtig, wenn man die Gréssen 
&,, ®,, B,;, F, und die Gréssen 0,, 0,, 0,,, 0., mit einander vertauscht. 

V. Eine jede algebraische Gleichung, deren Coefficienten sich 
rational aus den Gréssen g(t,,, T,., T:.)e Zusammensetzen und die 
eine reprisentirende Function g(r, 1), r{)), als Liésung hat, hat 
simmtliche reprisentirende Functionen zu Wurzeln, 

Die Beweise der fiinf Satze beruhen auf der linearen Transforma- 
tion. Der Verfasser glaubt von ihnen absehen zu diirfen. 

In Satz III. sind die urspriinglichen Quadrupel so gewihlt, wie 
es Borchardt im 83'" Bande des Crelle’schen Journals gethan hat. 
Ueberdies mag auf die Arbeit von Wiltheiss verwiesen werden: Be- 
stimmung Abel’scher Functionen mit zwei Argumenten, bei denen 
complexe Multiplicationen stattfinden, Halle 1881. 


Rostock, im October und December 1881. 
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Ueber Systeme von Gleichungen mit gewissen Besonderheiten. 
Von 


H. Krey in Freiburg i/Br. 


aa Die Zahl der Lésungen eines Systems von 27 Gleichungen 

cht. 

idl Fy (@5 WO; + +5 WO) =O, + ++ fare; 2; ++ +5 a) = 0, 

die deren linke Seiten ganze, r-fach ternire Functionen der Coordinaten 
hat a, a) ag von y Punkten in der Ebene sind, und in den 2” bezw. 


(A) 


; x (’) 
die Grade m,",+ ++ ,, 


erreichen, ist bekanntlich im Allgemeinen 


ma- durch den Ausdruck 
2r 
wie | nn nn... nn” 
hat. _ i k h l Pp qg 
Be- gegeben, in welchem die Indices 1, k,h,1,--+- auf alle mégliche Arten 
nen verschiedene Zahlwerthe der Reihe 1,2,---, 27 annehmen. Der- 


selbe gilt auch dann noch, wenn beliebig viele der Gleichungen nicht 
mehr alle x Coordinatenreihen enthalten, die Zahlen » also zum Theil 
Null sind. 

In Folge besonderer Beschaffenheit der Gleichungen kann, ohne dass 
zwischen ihnen eine Abhingigkeit bestiinde, die Zahl der Lisungen 
unendlich gross werden. Es tritt dieses z. B. schon dann ein, wenn 
mehr als zwei der Functionen f fir 2 — x2 identisch verschwinden; 
und allgemeiner kinnte man die Annahme machen, dass f, y\>"-fach 
verschwindet fiir x = 2, &-fach fir «9 =a, wo a eimen festen 
Punkt (Ausnahmepunkt) der Ebene bedeutet. Wird in diesem Falle die 
beschriinkende Bedingung hinzugefiigt, dass 2, -- -, x Gruppen von 
freien (d. h. nicht in Ausnahmepunkte fallenden), getrennt liegenden 
Punkten sein sollen, so bleibt die Zahl der Lésungen eine endliche, 
und es bietet sich die Aufgabe, die nicht nur von den m, sondern 
auch von den Zahlen y, # abhingige Reduction zu finden, welche der 
obige Ausdruck erfahrt. 

Zu den zahlreichen Specialfillen, welche diese Aufgabe in sich 
schliesst, gehdrt auch der aus nachstehender Annahme entspringende, 
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der im Folgenden untersucht werden soll: Alle y und @ haben den 
Werth 1, wéiihrend die Gradzahlen n siimmtlich von Null verschieden 
sind. Kinen solchen Fall hat man vor sich, wenn z. B. jede Function 
f aus Gliedern folgender Art sich zusammensetzt: 


He) w(e™) + + d(a) 

He") H2(@) «+ Bo(ee) | 
9: ° : | 

| vy (a) w, (x) «os v, (2) | 
wo @ eine beliebige Function bedeutet, und die Curven y,(7)=0,---, 
v,(x)==(0, welche von derselben Ordnung sind, einfach durch die Aus- 
nahmepunkte gehen. Dieses Beispiel fiihrt zugleich zu einer weiteren 
Annahme, die hier gemacht werden soll, und die nicht nothwendig aus 
der ersten, hinsichtlich der Zahlen y und @ gemachten folgt, dass 
namlich bei unendlicher Auniherung eines der Punkte x, --- 2 an 
einen Ausnahmepunkt, und beliebiger Lage der iibrigen, die zuge- 
hérigen Curven f,(z™) = 0, ohne auszuarten, die beiden benachbarten 
Punkte verbinden. — Es lisst sich zeigen, dass wnter diesen ‘ Voraus- 
setzwngen die Bestimmung der Anzahl brauchbarer Lésungen fiir jedes 
r ausgeftihrt werden kann. Fir r = 2 und r = 3 sind die fraglichen 
Ausdriicke im Folgenden entwickelt. 

Zur Bestimmung von Punktegruppen im Raume sind 3r Bedingungen 


f(a; te 3 rz) =0, teey far (a™; 683 2”) = 0 


erforderlich: auch hier erfahrt die im Allgemeinen giiltige Zahl der 
Lésungen 


y ni? ni ni? n® n® no. . nn nin on 


eine Reduction, wenn die Gleichungen die oben erwahnten Besonder- 
heiten haben. — 


Abkiirzende Bezeichnungen. 
Unter 
(P1 Po + + Par) 

soll im Folgenden die Zahl der Punktgruppen in der Ebene verstanden 
werden, welche den 2r Gleichungen g, = 0,---, ge, =O geniigen. 
g: ist die Bedingung fiir x, auf einer gegebenen Geraden zu liegen; 
gx die Bedingung fiir « und #®, in einer und derselben gegebenen 
Geraden zu liegen; g? sagt aus, dass der Punkt 2 gegeben ist; 
Pir, dass die Verbindungsgerade von x mit x durch einen guphenien 
Punkt geht; pix ist gleichbedeutend mit gi,. Hiernach ist z. B. (fiir 
r = 3) die Bedeutung von 
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(MPshifhsh), GrIshhhs); 
leicht ersichtlich. ‘ 

Fiir Punktegruppen im Raume ist g%, die Bedingung, dass die 
Punkte «®, 2 ihren Verbindungsstrahl v gegebene Gerade treffen 
lassen; e;, @;7, e sagt aus, dass x in einer gegebenen Ebene, beew. 
Geraden liege, oder endlich gegeben sei; also bedeutet z. B. (fiir 72) 


(€; €29:2f1 fos) 


die Zahl der Punktepaare, welche x), x® in je eine von zwei ge- 
gebenen Ebenen werfen, die Verbindungsgerade eine einfache Be- 
dingung erfiillen lassen, und den Gleichungen /, —/,—=/,=0 geniigen. 

Die Ordnung einer Curve, welche in Folge gegebener Bedingungen 
ein Punkt 2 beschreibt, soll mit (2)bezeichnet werden, ihre Viel- 
fachheit in einem Ausnahmepunkte mit v;; nur wenn sich der Punkt 
auf einer Geraden bewegt, ist die Bedeutung von (7) und »; eine 
andere (vgl. den Hiilfssatz). 

Auf Gradzahlen beziigliche Swmmenausdriicke werden meistens 
nur durch ihr allgemeines Glied, mit Weglassung des Summenzeichens 
und der Indices, angedeutet, z. B. wird geschrieben 


wey fiir yy My My My %2 1 Me 3%) 
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(91? Pr2Poshi fo) 


4 
uuve fir Dns M1, 


uuvve+ uu fiir > witte Va tim +>, Meters 
1 1 


die obere Grenze der Indices, welche nur verschiedene Werthe an- 
nehmen, ist jedesmal aus dem Zusammenhange ersichtlich. — 

Die Zahl der Ausnahmepunkte wird im Folgenden immer mit « 
bezeichnet. 


§ 1. 
Beweis eines Hiilfssatzes. 

Sind die Punkte zweier Curven, eines x-Ortes und eines y-Ortes, 
eindeutig auf einander bezogen, und coincidirt an ¢,. freien Stellen x 
mit dem entsprechenden y, bestimmt ferner die Gleichung 

p(x; y)= 90, 
deren linke Seite fiir x = y einfach verschwindet, fiir einen beliebig ge- 
gebenen Punkt y & bewegliche Punkte x des ersten Ortes, fiir einen be- 
liebigen Punkt x » bewegliche Punkte y des zweiten Ortes, dann giebt es 
(1) E+1— 


Mathematische Annalen. XIX. 33 
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Paare von susammengehirigen Punkten x, y, welche der Gleichung 
yp = 0 geniigen. 

Der Beweis hierfiir ergiebt sich sehr einfach durch Herstellung 
einer Correspondenz, die vermége der Gleichung o(a’; y) = 0 jedem 
Punkte x des ersten Ortes § Punkte 2’, jedem x 9 Punkte x zuordnet. 
— Auf demselben Wege und mit Benutzung des schon erhaltenen 
Resultates zeigt man: 

Sind die Punkte einer x-Curve, einer y-Curve und einer 2-Curve 
eindeutig auf einander bezogen, bezeichnet ¢,,, €,3, C24, wie oft an freier 
Stelle x mit y, x mit z, y mit 2 coincidirt, und bestimmt die Gleichung 

p(%;-y; 2) = 9, 
deren linke Seite fiir x=—y, x—=2, y=2 einfach verschwindet, fiir 
ein beliebiges Paar x,y € bewegliche Punkte des z2-Ortes, u. s. w., so ist 
E+ ath — ey — G3 — Os 
die Zahl der Tripel x, y,2, welche der Gleichung » = 0 geniigen. 

Die Ausdehnung dieser Sitze auf Gruppen von beliebig vielen 
Curven giebt, wenn man noch die Zahlen €, 7, €,--- durch die Grad- 
zahlen von g, und durch die Ordnungen und Vielfachheiten der ver- 
schiedenen Oerter ausdriickt, Folgendes: 

Unter den co! Gruppen von Punkten 2“), ---, 2, welche durch 
2r — 1 (bezw. 3r — 1) Bedingungen bestimmt sind, giebt es 


(I) nO (eM) f.-- + nar) — >o on > cies 
welche einer Gleichung 
g(a; r@); e- 5 x)) = O 


geniigen, deren linke Seite fiir x = x und fiir «© = a einfach ver- 
schwindet, und in den x den Grad n erreicht. Xv _ bedeutet die 
Summe der Vielfachheiten der r Oerter in den Ausnahmepunkten; ¢;, die 
Zahi der an freien Stellen stattfindenden Coincidenzen von «® mit «™. 

Verlangt eine der Bedingungen, dass sich x auf einer gegebenen 
Geraden g; (bezw. e?) bewege, so findet kein eindeutiges Entsprechen 
der Punkte mehr statt, vielmehr gehéren zu einem beliebig auf g; ge- 
waihlten Punkte im Allgemeinen mehrere Gruppen von + — 1 Punkten. 
Der Satz bleibt aber auch in diesem Falle richtig, wenn man nur unter 
(2) die Zahl der Gruppen versteht, welche ihren Punkt « in einer 
beliebigen Geraden (bezw. Ebene) haben, und als den Antheil, welchen 
der x®-Ort an Xv hat, nicht 0, sondern d(x) betrachtet, wo 0 die 
Zahl der auf der Geraden liegenden Ausnahmepunkte bedeutet. 

Bei beliebiger Annahme der Zahlen y, @ fiir die Gleichung p=0 
wiirde an die Stelle von (1) der folgende Ausdruck treten: 


B+ 1 — Pte — KA + a; 












hier 

nahm 
p(x) 
sprick 
Zahle 
dern 

p(x 
z® @ 
die LU 
den § 
mehr 


beste 
Einfi 


ZU sé 
Wert 
selbe 


legt. 


scher 


erhil 


und 


(2) 






























Systeme von Gleichungen. 


501 






ng hier giebt x an, wie viele Coincidenzen von x mit y in jedem Aus- 
nahmepunkte liegen; #-+ A ist die Vielfachheit der Grenzcurve 
ng (x) = 0 in einem Punkte a, welche einem zu a benachbarten y ent- 
= spricht. Wollte man also den Satz (I) verallgemeinern, so miisste man 
+ Zahlen einfiihren, welche nicht von den y und @ alleine abhiéingen, son- 
= dern vielmehr von der Art, wie sich der @-fache Punkt der Curve 
g(x) =0 in a und der y;x-fache Punkt in x® bei Anniherung von 
be «® an a gu einer neuen Singularitat vereinigen. Dieser Umstand wiirde 
" die Untersuchung des allgemeinen Falles erschweren. Ist aber 4=0, 
ng y= %=1, so fallen jene Reductionen fort; man kann dann immer 
den Satz (I) anwenden, mit alleiniger Ausnahme der Fille, in welchen 
fiir mehr als zwei Punkte gleichzeitig coincidiren. 
ist 
§ 2. 
Zurickfihrung der fraglichen Ausdriicke auf einfachere. 
len Der erste Schritt zur Ermittelung der Zahl 
ad- 
er- (f, h Bey fer) 
besteht in der Weglassung einer der Bedingungen, etwa f2,, und der 
rel Kinfiihrung der durch die iibrigen Gleichungen definirten Curvengruppe. 
Auf die letetere wendet man den Satz (1) an, in welchem 
(2) = (gif, ++ > fer) 
zu setzen ist; v; ist nichts Anderes als die Verminderwng, welche der 
Werth dieses Ausdrucks erfihrt, wenn man die Gerade g;, anstatt der- 
selben eine beliebige Lage zu ertheilen, durch einen Ausnahmepunkt 
' legt. Da sich ferner die ¢;, mit Hiilfe des verallgemeinerten Chasles’- 
ge schen Correspondenzprincips*) wie folgt bestimmen: 
ie 
die Cin = (2) + (2) — (pif, +++ fer), 
2), erhalt man 
nen ‘ ye i . 
ale (1) (fife herd= Dv —r+1) (gif, +++ fer) 
ge- 
ten. + D>) (vith fars) — « DI 05 
nter — 
iner und dem analog fiir Punktegruppen im Raume: 
chen dinien 
die | @) (fy fe «© * far) = 1M? = 6 +) ify + ++ far) 
‘=1 
a + Daly + fora —a > vi. 
t< 
*) Vgl. Schubert: Kalkiil d. abz, Geometrie pag. 44. 
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Um die rechts stehenden noch unbekannten Ausdriicke weiter zu 
reduciren, verfihrt man genau wie es in der Theorie der Charakte- 
ristiken geschieht; man lisst wieder eine Bedingung f aus, und sucht 


fiir die Schaar von Punktegruppen, welche durch die iibrigen Be- 


dingungen gegeben ist, die Zahlen (x), v, ¢ zu bestimmen. 
Ist tiberhaupt die Schaar der Gruppen definirt durch die Bedingungen 


(3) 9, °° * PrGikGim*** PurPoo**fy +> fia, 
so findet man 


(@) = (91 ++ + Gr GsGJirGJim* + - Pur Deo? ++ fy ++ f-)} 

man wird also insbesondere auf Ausdriicke gefiihrt, welche sich auf 
nur r — 1 unbekannte Punkte beziehen, wenn s unter den Indices der 
g in (3) vorkommt; in diesem Falle ist zu beachten, dass der gegebene 
Punkt 2 fiir die Gleichungen f/f, = 0, - - - A_1 =Oals neuer Ausnahme- 
punkt auftritt. Ist die Bedingung g, nicht in (3) enthalten, so be- 
schreibt x) eine Curve, deren Vielfachheit in den verschiedenen Aus- 
nahmepunkten durch specielle Lagen der Geraden g, ermittelt wer- 
den kann. 

Die ¢ bestimmen sich wieder (wenn nicht auf einfachere Art) 
durch das Correspondenzprincip, z. B. 


cin — (2) + (0); 
Cuy = (2) + (2) — (9, ++ + Gn Giz Jims ** Juv Peo’ **fy +++ fr-1)3 
wu. s.:f 


Durch Anwendung des Satzes (1) auf die Gruppenschaar (3) ergiebt 
sich also die Zuriickfiihrung von 


(91 ++ * GrGikJim*** PuvPeo + +f, ++ fa) 
auf andere Zahlen, die sich entweder auf nur r — 1 unbekannte Punkte 
beziehen, oder einmal weniger f, einmal mehr die Bedingung g oder p 
enthalten. 

Da auch die auf Raumgruppen beziiglichen Zahlen eine ahnliche 
Reduction zulassen, so kommt man in allen Fallen schliesslich auf 
Systeme von elementaren Bedingungen, welche nur die Lage der Punkte 
in gegebenen Geraden oder Ebenen, und die Lage ihrer Verbindungs- 
geraden betreffen. Fiir die wirkliche Ausrechnung ist jedoch, wie die 
folgenden Beispiele zeigen, die Wegschaffung siimmtlicher Bedingungen 
f nicht erforderlich. 


§ 3. 
Punktepaare in der Ebene. 
Die dreifachen Bedingungen 


NARA 2 Iehs DaPehs DaAAKs 5) Peohh 


bestimmen Systeme von Punktepaaren, ftir welche die Zahlen. 
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(x), (y), ¢, > 


zu berechnen sind. Die Gradzahlen der vier Gleichungen f,(2; y)=0 

sollen mit @,, v, bezeichnet werden; 0; ist die Zahl der auf einer 

Geraden g; (oder g;,) liegenden Ausnahmepunkte; 0;, = 1 oder 0, je 

nachdem der Schnittpunkt von g;, g, Ausnahmepunkt ist oder nicht. 
Fiir die Schaar }) hat man die Zahlen 


(zw) = ¥,— 9,5; (yy) =H, — 9,5 cm 1— Oy; 


> = 0, (v, — 9.) + 9, (u, — 9;); 
also folgt 
(1) (Qi 9ehi fe) = Hy %2 + eM — 1 a 0, (¥% + v) — 9, (uy + Uy) 
+ 26,0, + 949. 
Ebenso leicht findet sich 
(2) (Dif fe) = @% — I) —1N+(— 1) (%—- 1) 
— 8; (uy +, + yp + % — 20, — 4). 
In dem durch (3) definirten System ist 
(c)=r,—1; Y)=4+%—1—9,; c=—(y); 


>= 4 (vy, — 1); De =a — 443 


letzteres folgt aus dem Umstande, dass die y-Curve durch alle Aus- 
nahmepunkte, nur nicht durch die etwa auf g, gelegenen, einfach hin- 
durchgeht. Hiernach wird 


(3) (9: Pi hi fe) = (Hs — 1) (¥%, — D+ (me — YY — 1) 
+ %%,—1l—a—d,(y, +, — 3). 
In dem System (4) ist 
(x) =v, —a—13 (y) = a% + Hy, — 1— 9, (% + %); 
die Zahl (y) geht hervor aus (1) fir 0, = 0,, = 0; derselbe Ausdruck 
lehrt, dass 
Vy = ty +H, — 20, oder =u, +4, — 26,—1, 


je nachdem der Ausnahmepunkt beliebig oder auf g, gelegen ist, 
dass also 


>) on = (ty + He — 28)) — 0. 


c= (x) + (y) — (9; Piohi fo) 
= y+ + by + % —3 — 34;; 


Ferner ist 


so folgt somit: 
(4) (9 fifefs) = evry —v—-(«+1)4+3— 34, (vy — 3a — 5) 
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Endlich erhailt man fiir das durch (5) bestimmte Curvenpaar (x) aug 
(3) fir 6, =; (y) aus (x) durch Vertauschung von uw mit v; », ist 
der Coefficient von — 0, in (3), also 


D>) v = «(uy + me + +», — 6). 
c = («) + (¥) — (Dif fe)s,=0 
= Myla FMM, Py Mp Pg Vy — fy — Hy — ¥, — Vp — 2a. 
Man findet: 
8) (Piefifels) =eer+uvv—pp—vv—pv—(a—1)(u40)4+8e. 
Hiermit sind alle zur Berechnung von (f, fy f, f;) dienenden Zahlen be- 
kannt; die Gleichung (1) § 2. giebt: 
(6) (fAhefsh) = weve — (@ 4 1) (ue + vv) — pv + 3(u 4 ») 
+ 6a? + 18a — 6, 
Insbesondere also erhilt man fiir uw, = », =n 
(1) (fafafafs) = 6n? — 12 (a+ 2)n? + 24h 4 Go? + 180 — 6. 
Ks soll hiervon eine Anwendung gemacht werden auf die Aufgabe, die 
Zahl der Punktepaare x, y zu bestimmen, fiir welche alle eweireihigen 
Determinanten der Matrix 
| Pi(@) D(x) ps(%) x(x) (x) 
Pil¥) P2(¥) PY) Ply) oy) 


verschwinden; p, = 0, ---, ~; = 0 sind die Gleichungen von 5 linear 
unabhdngigen Curven n” Ordnung durch 
iets as) - 


feste Punkte. 
Zur Abkiirzung werde 


Pi (X) p(y) — He(x) pily) = Az 
gesetzt. Das System 


(8) By = Ars = As, = Ay, = 0 
hat nach (7) 
(9) = nt — 9nd + © n? — 21m + 18 


Lésungen; unter ihnen sind unbrauchbare enthalten, welche den folgen- 
den Systemen geniigen 


(10) P2(%) = 92 (y) = A, = Ay, = 0, 
(11) P;(*) = 93(y) = A,, = A,, = 0, 
(12) 9, (x) = 9, (y) = A,, = A, = 0, 
(13) P2(%) = Py (%) = H2(y¥) = Hy (y) = 0. 
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aus 
ist 


Jedes der drei ersten hat 
(14) 2(n? — a — 1)? — (wm — 1) (n — 2) 
Lésungen, das System (13) dagegen 

(15) (n? — a) (n? —a@ — 1), 























die aber bereits in (10) und (12) vorkommen; es bleiben also 
(9) — 8 - (14) + (15) 


8a. brauchbare Lésungen des Systems (8), und da wegen der Symmetrie 
be- aller Gleichungen in x, y von dieser Zahl die Hilfte zu nehmen ist, 
hat man den Satz: 


Zu ser 3) _4 willkiirlich in der Ebene gegebenen Punkten 


kann man auf 
1 ‘ 
hh km 2) (n — 4) (n? — 9) 


Arten ein Punktepaar so bestimmen, dass durch die \ +5). —2 





die 
Punkte noch eine dreifach unendliche Schaar von Curven n** Ordnung geht. 
gen , P ‘ ; 

Es médge hier noch, ohne Beweis, eine Verallgemeinerung der 
Gleichung (6) angegeben werden, welche fiir den Fall gilt, dass f, 
ya-fach verschwindet fiir «= y, %,-fach fir «=a, @;-fach fiir y = a, 
und dass sich, bei dem Zusammenfallen von y mit a, der #,-fache 
ear und der y,-fache Punkt zu einem (#, + y,)-fachen Punkte vereinigen: 


4 
(hhfshy) = ie: Mile Yn Ve — a Vie (Un + Va) (We + %) 
1 


.) ’ , « 
— a >) (rm + HH, wa) +3 >) rerera (ue +) 
+ a? > 0:9: 9495 + @ > rire ( Or + 191) — 67, 727374: 


Fiir y, = %, = &, = 1 erhalt man hieraus einen Ausdruck, der in dem 
numerischen Coefficienten von « von dem in (6) gefundenen abweicht. 


§ 4. 
Punktetripel in der Ebene. 


Die Grade der sechs Gleichungen /;,(«”; y; 2) = 9 sollen mit m,, 
v, @, bezeichnet werden; 0; und 0; haben wieder die im vorigen 
Paragraphen angegebene Bedeutung. 

Zur Berechnung von (f, hafstifste) one es, die folgenden 11 
Zahlen zu kennen: 


en- 











1) (9:929sfifofs)» 6) Gi2Posfifels), 


2) (Mi29shifels); 7) OiPoshifholsfi), 
3) Diashifefs), 8) Ghhhshhs), 
4) 99h fof shi), 9) (I: PiePishifefs), 
5) Dielifefsls)» 10) (PrPishhefshs), 


1) (pelifefshls)- 

Jede derselben kann mit Hiilfe der vorangehenden und der in 
(1)—(6) § 3. gefundenen bestimmt werden, wie im Folgenden ausgefthrt 
werden soll; die erforderlichen Zwischenrechnungen werden dabei nur 
angedeutet. 


1) Schaar 9, 9.9sf,fo- 
Nach (1) § 3. ist 


(2) = My Mp + My Y, — 1 — 8, (% +) — 8, (MH, + Hy) + 248, 0,4+ 949, 
und ahnliche Ausdriicke ergeben sich fir (y) und (x). — Coincidenzen 
von y mit z kénnen nur in dem Schnittpunkte von g,, g, liegen, und 
auch nur dann, wenn dieser ein freier Punkt ist. Ersetzt man 0, 
durch 6, + 1, erhalt man statt (2) einen um uw, + uw, — 20, kleineren 
Ausdruck, also ist 

Cog = (1 — 4,;) (4, +, — 20,), a. 8. w. 
Da ferner 
D>? = (x) + y) + 4@), 
findet man 
(1) (Q1:929shifels) = #ve —u—v —e—d,ve—90,u9—d,uv 
+ (26,8; +98,;)u+ (20,6; + 4,,)v-+(20,0,+0,)@ 
+ 3 (0, + 0, + 05) —3(0, 8.5+0,0;;+05 9;.)—6 0, 6, 0; - 
Treffen sich aber 9,, 92, 93, und zwar in einem Ausnahmepunkte 
A, so ist der vorige Ausdruck zu ersetzen durch 


(la) wve—d,veo—d,ue—d,uv+20,d,u+20,6,7-+20, 0,9 
—66,0,0,—1. 
Man hat nimlich hier einen der wenigen Fiille vor sich, in welchen 
mehr als zwei Punkte an derselben Stelle coincidiren. Von den 
; (u, — 9;) (v, — 82) + (uM, — 9) (vy, — 83) 
zu z gehdrenden Paaren x, y geht eines verloren, wenn ¢ in A fiallt, 
und zwar dadurch, dass sowohl « als y sich dem Punkte A nihert; 
die zu einem solchen Paare gehoérende z'-Curve f, (x; y; 2’) = 0, welche 
eine Correspondenz zwischen Punkten z, 2 auf g, vermittelt, artet 


nothwendig in eine Curve mit Doppelpunkt in A aus; daher liegt eine 
unbrauchbare Coincidenz von z mit ¢ in A. 
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2) Schaar gygsfjfo- 


Hier ist (2) ohne Weiteres aus (2) § 3. zu entnehmen; aus (1) 
§ 3. findet man 


(@) =; Q2 + ¥2Q, —1—(1+ 0;) (0, + Q2) —83(¥,+-¥_)-+2 05 (14-0,)+-4)3; 
hieraus (y) durch Vertauschung von uw und v. Riickt ¢ in den Schnitt- 
punkt von g,.,9,, ergiebt sich eine Verminderung des Ausdrucks (2) um 


Hy + He +, + v, —6— 40; 
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also ist 
C54 Ht Cy = (1 — O43) (4, + He + %, + ¥ — 6 — 49,). 
Da ferner 
Ors = (x) + (y); >» = 0,(%) + 9,(y) + 93(2), 
ergiebt sich 


(2) GiIshifefs) = wre — (1 + 4) (we + ve) — dur 
+ (913 + 26, + 20,0, — 1) (u + ») 
+ 2(1 + 4,)? (@ — 34;) + (1 — 445) (8 + 69;). 
Hieran schliesst sich die folgende, durch Induction leicht zu be- 


weisende und auf Gruppen von beliebig vielen Punkten auszudehnende 
Gleichung 


(3) Qisfihfy = > (ui —2—0,) (4-2 —8,)(¢, 2 —8,) 


= wvg—(2+0,)(uv+puo+ve)+2(2+0,)?(u+v+e) 
—6(2+6,)°. 


4) Schaar g,9,/,fofy. 

Der Werth von (2) geht hervor aus (1) fir 0,—=0,,—=0,,=—0, d.h. 
wenn der Geraden g, eine beliebige Lage ertheilt wird; (x), (y) aus 
(4) §3. Die Vielfachheit der z-Curve in einem beliebigen Ausnahme- 
punkte ist 


V, = wv — 20,6 — 20,v —3 + 34,, + 60,0,, 
wie aus (1) fiir 6, = 1, 0;, = 0,, = 0 folgt; im jedem der 6, — 0,,, 
bez. 6, — 0,, Punkte dagegen 
v3; —v+30,, bezw. v, —u+ 30; 
endlich in dem etwaigen Ausnahmepunkte 6,, [vgl. (1a)] 
v,—w—v-+3d,+ 30,41. 
Hieraus 

>= av, — dv — 0,4 + 60,4, + 94>. 
Der z-Ort trifft g, an 
(2) — 4,(v, — v + 36,) + 9,.(u — 36, — 1) 
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freien Stellen; zieht man hiervon ab die Zahl (9,,9./\f.f,), die aus 
(2) durch Vertauschung von v mit @, 6, mit 6,, 6,, mit d,, hervor- 
geht, bleibt 
C3 = wv+ve — 20,4 —20,9 —(3+30,) v—8+90,+90,6,+73,,. 
Hieraus c,, durch Vertauschung von w und v, 0, mit d,. Da endlich 
C1, = (1 — 912) (99 — 3a — 8), 
so folgt 
(4) (defi felsfs) = uvee— 9, vv9—0,upe—(«+2)uv—wQ—ve 
+ (26,6,+9,.—1)9e9+(8+430,a+480,)u 
+, (3+-30, «+890, )v+3(9,+0,)9+(6—12 4, 0,—60,,)a 
+ 24— 12d, —126,— 400, 6, — 230,,. 


5) Schaar gufifafy- 
Aus (4) § 3. erhalt man (y), wenn v durch oe, a@ durch a + 1, 


8, durch 6, + 1 ersetzt wird; die Gleichung (2) giebt Ordnung und 


Vielfachheit des z-Ortes, und zwar betrigt letztere in einem beliebigen 
Ausnahmepuukte 


v, = pv — (2+ 20,) (u+ vr) + 6(1 + 9,), 
in einem auf g,. liegenden jedoch nur 
v, —uw—v+8-+60,. 


Die Zahlen c,,, ¢,;, braucht man nicht einzeln zu kennen, sondern nur 
ihre Summe; diese ist 


C3, + Cyp = (2) — 0, (0, — w —v + 8+ 60,) — (Gysh hfs): 
Demnach wird 
(5) Giohifefsfy)=uvee — (1+4;)(uee+voee)—(a+2)uv—no—ve 
— (2448, 4+20,2) 99+ (11430488, +36, a) (u+>) 
+(8+60,)o—78—12(1+-0,)? a — 1100, —400,?. 


6) Schaar gy Posfhr- 
Aus (3) und (2) § 3. findet man 
(©) = 42 + 201 + 0102 — % — %2— (2 +9,) (1+ Q2)—¢ +3435); 
(Y) = Hy Oe F M2 Oy — Hy — He — (L+91)(Q1 + 2) +2429). 


Da auf einer durch p,, gehenden Geraden (y) Paare y, 2 liegen, der 
feste Punkt selbst aber 


(H — 1)(%— 1) + (2, = 1) (%) — 1) — 9, (4, + 2.4%, + %— 20,—4) 
mal als Punkt 2 auftritt, ist auch (z) bekannt; da ferner 
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aus 
vor- 


> r= (@—9,) (4) +H—2—26,), > ca=@+H)+@, 
ergiebt sich 


(6) (i2Posf fof) =UvE+ uue—uv—(2+4,)we— (1+9,) (ve+ee) 


Bs; : : 
" +(8—a+30,)u+2(146,)9+ (4468, +28,%)¢ 
lich +3(1+08,)¢—9—186,—990,?. 
1) Schaar g, posh fofs- 
0 Hier ergiebt sich (x) aus (5) § 3., wenn uw, v,a@ durch v, 9, a+1 
| ersetzt werden. Die Vielfachheit des z-Ortes in p,, betrigt 
ya) pvy — v — (a+2)u+ 3 — 0,(vv — 3a — 8) [vgl. (4) § 3.], 
wihrend auf einer beliebigen Geraden durch p,, 
(91 Joshi fels)s,-0 
Paare y, 2 liegen; (2) ist also gleich der Summe dieser beiden Zahlen, 
- 1, deren zweite aus (2) durch Vertauschung von pw mit e, 3, mit 0,, 0, 
und mit @, hervorgeht. Der so entstehende Ausdruck giebt ausserdem als 
gen Summe der Vielfachheiten des y- und des z2-Ortes: 
v, + v3 = wv + we — 20,(v + 9) — Gu — 6 + 188, 
. fiir eimen beliebigen Ausnahmepunkt, dagegen 
v, + v, — 0,(v + @ — 14) 
fiir einen auf g, liegenden; es ist mithin auch 
nur 
D> (e+ 05) = a (+ 05) — (7 +e — 14) 
bekanat, — Die y- und die z-Curve treffen g, zusammen an 
(y) + © — 4 [vy + 05 — 8, (v + @— 14)] 
-v@ freien Stellen; zieht man hiervon ab die nach (6) bekannten Zahlen 
+ v) (Ni2Poshifefs)» GisPashifels)» 


so bleibt c,, + ¢,,, wahrend 

Cog = (Y) + (2) — Gi 9ashi/ofs)s,<0 
ebenfalls bekannt ist. Man erhalt 
(7) Gi Poshifofsh)=eY eet+urvye—uvyv—ueo—pvo—d, (vve+voeg) 
30; —a(uv+uo)+(20,—1)(vv+ee)+(20,—2) ve 
+(11+420,+30,«)(v+o0)+8(e+1)u 
+(12—326,)e—54—649,. 


8) Schaar (Wf, /fsh)- 
4) Zu einem auf g, gegebenen Punkte x gehéren so viele Paare 
y, 2, wie der Ausdruck (6) § 3. angiebt, in welchem w durch @, 


der 
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a durch «+ 1 zu ersetzen ist. 
Werthe von (y) noch 


>) %» = ar, — 4,(e@ — 6a — 23), 


Die Gleichung (4) liefert ausser dem 


wo 
% = Hee — 20,0e — (Ba+ 8) w — 3e 4 12 + 120,a + 404. (9) 
Man hat weiter 


Cog = (Y) + (2) — (Doshi folsfs), 


was nach (7) bekannt ist; 


Crp = (y) — 9, (0, — ee + 6a + 23) — (Ge hhhh), 
was sich ebenfalls nach (5) berechnen lisst. Aus (y), Dv,, c,. ent- 
steht (2), 2v,, ¢,, durch Vertauschung von v mit e. — Es wird 
hiernach 


(8) Ghhhhts) = ervee — 9, -vvee — («+ 4,) (uvv + ue¢Q) man 
— pve — vvg— vee + 3uv + 3u0e 
+ (8+ 86, + 36,@) (vy + oe) + 30,- ve 
+ (6a? + 30a + 18) w+ (6a+24 — 120,) (v+o) 
— 306 — 0,(30a? + 190« + 230). 
Diese Gleichung lehrt sowohl die Ordnung des durch 
h=h=---=—f,=0 und 


bestimmten (x#)-Ortes, als die Vielfachheit desselben in den Ausnahme- 
punkten kennen. 


9) Schaar g, p1.Disf; fo- 


von 
Einem gegebenen (x) entsprechen vn 
(x) = (¥% — 1) (@ — I) + (%» — 1) (@, — 1) bek 
Paare y, 2. Die Vielfachheit des z-Ortes in p,, betriigt jed 
(93° 9: Pro ifo): 
was nach (3) § 3. berechnet werden kann; demnach ist 

(2)=(@) + G2 aPrefifds (Y) =(@) + (9? 9 Pishihr)- Tri 

Liegt x in dem Schnittpunkte von g, mit der Verbindungsgeraden 
Pi2Pi3, 80 giebt es auf dieser Geraden nur noch ane 
(v, — 2) (e, — 2) + (% — 2) (@, — 2) (10 


Paare von getrennt liegenden Punkten y, 2; und da jedes verloren 
gehende Paar eine Coinciden? von y mit z anzeigt, hat man 


Cog = ¥, + 2 + 0, + O — 6. 
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dem Endlich ist 


C3 = (2), Cog = (Y), 


Ds =@— 46) %+%—2); Dd) o,—(@— a) (+e — 2) 


Hieraus: 
(9) Gi PrPihhh) = eve +vve + veg— vv — ee — 2ve — wy 
— vot 2u — 46,ve + (2 4+ 30, — a) (v + @) 
+ 6a + 2 -— 124,. 
10) Schaar pppisfihrhy- 
Nach (9) sind bekannt (7) und 
“a v, = ve — 3v — 38e + 12. 
Die Vielfachheit der y-Curve in p,. ist 
(92 Pishifefs) [vgl. (5) § 3.]; 
Q) man hat also 
(Y) = (92? Pishifefs) + ie Pish fofs)s,—09 [vgl. (6)], 
(2) = (93? Prohi els) + (GisProh; fofs)s,—o- 
re) Der Coefficient von — 4, in (6) giebt, nach Vertauschung von 
# mit v, 

1, +, = ve + Ho + oe — 2u — 3v — 89 — 3a + 27, 

und da v, bereits gefunden ist: 
me- %, = He + 99 — 5o — 24 — 3a + 15, 
v, = wv + vv — Sv — 2u — 3a + 15. 

Die ¢,,, ¢,, bestimmen sich mit Hiilfe von (6). — Coincidenzen 
von y mit 2 kinnen nur auf der Geraden p,, p,, liegen, welche letztere 
von dem x-Orte, ausser in den beiden festen Punkten, noch in einer 
bekannten Anzahl von Stellen getroffen wird. Zu diesen gehdren 
jedenfalls die in den 

3 
a. 
(ies fi fefs) = > (ui — 2) (ve — 2) (Qn — 2) 
1 
Tripelu getrennt liegender Punkte enthaltenen 7; ausserdem aber 
den Cy, = uv + wo — 6u — 3v — 3e + 28 
andere, deren gugehorige y, 2 zusammenfallen. — Das Ergebniss ist: 
(10) (Pe Pishhfsti)=eurve +urve+urvoeo+vvee—pvy — ue 
_ — 2uve — wuv — wee + 2um + 2uv + 2u—v — e+ 2ue 
— 2veo —2vve+ 4vo + 3yv + 300 — apy — aue — avy 
—ave—ago+ bau + lla(v + e) + 6a? — Ta — 48, 
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11) Schaar p,fihfgh. 
Die Mittel zur Berechnung der charakteristischen Zahlen fiir dieses 
Curventripel sind im Vorhergehenden enthalten. 
Nach Vertauschung von mu mit g, 6, mit 0, in (7) erhilt man 
(2) und v,. Die Zahlen (x), (y) bestimmt man wieder am bequemsten 
mit Hiilfe des Princips der speciellen Lage, z. B. 


(2) = (97 fA hefshy) + (if hofshrs,—o- 


Ferner hat man: 


Ce = (9 Aifehshy) + 2A Afsh) + (eh fefsh)s,—0; 
C3 = (2) + (2) — (PePishhhsfy); 


endlich geben die in (5) mit — 0d, und — 0,’ multiplicirten Glieder 
den Werth von v, + v.. — Man findet 


(11) @elifefsfifs) = urvee + HEVvEe — VVE0 — ULeE — UVR 
—a(uvy + woe + vee + wer) — 2uuv — 2uvy — 2uve 
—upoe—vve+ ll(ue+ve)+ l4ur+3aur + 8(a+1) 0¢ 
+ (8e@+ 11) (up+ vy) +(12a—54) e+ (6a?+ 18a —60)(u+) 
— 80a? —- 462a + 174. 


Die Zahlen (8) wnd (11) dienen zur Bestimmung des gesuchten 
Ausdrucks ; mit Hiilfe von (1) § 2. wird 


(12) (Ahhhihfs) = eer vee — HevE — HYVE — uvog 
+ 3(upy + wvy+ une + Loe + vve + VeQ) 
— («+ 2) (uuvy + wpee + vveQ) 
+ (6a+ 24) (uv+uot+ ve) 4 (6a?+ 30+ 18)(uu+vv+ eg) 
— (60a -+ 306) (u + »+ e) — 90a? — 810a? — 1716@ + 2358. 


Insbesondere ist also bei Gleichheit aller Gradzahlen und Syminetrie 
der Gleichungen in x, y, 2 die Zahl der Lésungen 


(13) 15% — (360 + 90.«) nt + 360n? + (90a? + 630 + 990) n? 
— (360a + 1836) n — 150 — 1350? — 286a + 393. 


Es sei bemerkt, dass die Gleichung (12) [und dasselbe gilt von 
(6) § 3.) nicht mehr in Anspruch genommen werden darf, wenn einige 
der Gradzahlen Null sind. Dieses ist in der Herleitung des Satzes 
(I) begriindet. Enthielte die in § 1. mit m bezeichnete Function nicht 
die Coordinaten aller + Punkte, sondern nur x, ..., x (wo s <1), 
so wiirde an die Stelle von (I) folgender Ausdruck treten: 


nO (a) owe. (go) — >> ies tires shee). e ei, 
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der sich nicht durch die Specialisirung n’+) =... =n =O aus 
dem allgemeinen herleiten liisst. Fehlt z. B. 2 in f,, so braucht man 
von den auf die Schaar 8) beziiglichen Zahlen nur (2), (y), 0,, 2, Cy 
zu kennen, um die Berechnung von (9,/,/./,f,f,) auszufihren. — Im 
Uebrigen bleibt die Rechnung genau dieselbe, nur muss sie fiir der- 
artige Fille besonders wiederholt werden. 


§ 5. 
Punktepaare im Raume. 

Im Folgenden bezeichnet 0;, 0;;, 0:; die Zahl der Ausnahme- 
punkte, die bzw. in der Ebene e;, der Geraden ¢e,;*, der Geraden e,e 
liegen; 0;;, ist = 1 oder 0, je nachdem der Punkt e;?e, Ausnahme- 
punkt ist oder nicht. 

Ohne weitere Rechnung bekannt sind die nachstehenden Zahlen, 
welche den spiiter zu entwickelnden zu Grunde gelegt werden: 


&) (3927/1) =% — 1; db) (GF e.92f)= 15 ©) (61? 912°f) = 2%, —2. 
d) (€,7€,949°f) = Hy +2, —1 — 844; 
€) (6,7? Groh) = Hy + — Oi, — 9995 
f) (€:,912°f,) = 2m, + 2%, — 2; g) (492°) = 2%, — 2; 
h) (¢,3e.f; fe) = 1% — 995 1) (¢° 9h he) = 1% — 1; 
k) (Gio Fife) = 2 (uy — 1) (v% — 1) + 2, — 1) (y%, — 0; 
1) (€,7 °F fo) == (uy — 911) (%2 — F2) + (He — 941) (% — 929). 


Die Gleichungen e) und 1) gelten im Allgemeinen nicht mehr, 
wenn sich die Geraden e,*, e,? treffen; wohl aber — und dieser Fall 
kommt allein in Betracht — wenn der Schnittpunkt Ausnahmepunkt ist. 

Da die Berechnung der noch erforderlichen 16 Zahlen, welche 
wieder durch Abtrennung einer Bedingung f und Einfiihrung einer 
Schaar von Punktepaaren geschieht, in allen Fallen leicht ist, sollen 
nur die Resultate und die zur Herleitung benutzten Zahlen angegeben 
werden. 


(1) (6,7 942? Fife) = MMe HF Mo — Hy — He — My + 2, y, 
— 9, (% + ¥, — 2) 
aus a), c) und d). 


(2) (€,7€.9:of fo) = Uy V2 + HeM + 4%. — i— 344 (1% +») —0,+ Ij 4 
aus b) und e), wegen c= 1 — dj. 


(3) (910° fifo) = 2 (Uy YM, + MoM Fy %2 — Hy — He — % — % + 1) 
, aus c), f) und g). 
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(4) (162912 fi/e) = 2 (uy M2 2%) Hobie + 4%, — Hy — He — Y 
=v, — 0, — 0, + 41, 
aus d) und f), wegen c= w, + v, — 0,,. 
(5) (7 %2hifefs) = wry + 4 %05 — 0, (vy — 4) —-w—v—a+?2 
aus i), (1) und (2). 


(6) (6) 912° fi fhofs) = Huy + vv, + 2uvy — uu — vv — UV —-e 
o— ale —4 
aus (1), (8), (4). eit 


(1) (Ge. %2hfefs) = wer + evy — pw —v—d,v — d,u+ 2440, 
aus (2) und (4). 


(8) (M2 fhefs) = 2(uur + wvy — pe — vy— wv+ ut v) 
aus (k) und (3). 


9) G92hhhsh) = were + ervey — up — vy — pv + Qn + 2 
— ap — 2 — 0, (vv — 12) 
aus (5), (6), (7). 


(10) Gi*Ahefshy) = weer + ervey + Query —uuw —vvr — war 
—pvv + 2u+ 2v—a(u+v—10)—4 
aus (6) und (8). 
(MW) Gehhfshts) = eeery + epyvy — wee — vv — wry 
— wev + 2uu + 2vv + 2uv — 2u — 2v — a(up+vv—34) 
aus (9) und (10). 
(12) (ef hfs) = ery — d,,vv — d,u + 34,,0, — 1+ 4), 
aus h), 1) und (2). 
(13) (PAAhh) =uvyy —w—v—au+4— b,,(vvv —4a—6) 
aus (12) und (5), wegen (x) = v,v,v, — a — 1, 
(14) (6:¢f fofsf,) = weve —w—v+4—d,vv —d,uu 
+ 60,0, + 64,, 
aus (7) und (12). 
(15) (@9phhifsh) = envy + weer — we — vy — wy — aw 
— d,vv + 2u + 2v — 2 + 120, 
aus (5), (6), (7). 
(16) @AAfhh) = eevey — d,vvv — («+ 1) ue — vv — wv 
+ 4u + 4v -— 10 + 100,a + 240, 
aus (13), (14), (15). 
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Die Zahlen (11) und (16) sind es, aus welchen, nach (2) § 2., 
die gesuchte sich unmittelbar zusammensetzt. Man findet: 
































(hfs fifsfs) = eewver — (@ + 1) (eee + ver) — wav — pry 
+ 2 + 4(uu + vv + wr) — 10(u + ») 
+ 2a? + 82a + 20. 


—_ ¢ 

~ 4) § 6. 

ail Punktegruppen auf einer Flache. 
12 


Die Aufgabe, Punktegruppen auf einer gegebenen Fliche F = 0 
zu finden, welche 2r Bedingungen erfiillen, ist einerseits ein specieller 
Fall der auf Gruppen im Raume beziiglichen Probleme, sofern r Be- 
dingungen nur aussagen, dass jeder Punkt auf F liegen soll; anderer- 
seits eine Verallgemeinerung der fiir Punktegruppen in der Ebene zu 
-2y stellenden, da eine Gleichung 


fa(a™; - +; a) = 0 
in Verbindung mit F—0, 2(r — 1)-fach vunendliche Systeme von 
uu Curven auf F darstellt, die in den Ausnahmepunkten und fir z= 
das bekannte Verhalten zeigen. 

Die Berechnung der fraglichen Zahlen ist nicht schwieriger als 
die fiir Gruppen in der Ebene, wie an dem Beispiele r = 2 kurz aus- 
gefiihrt werden mége. J sei (als Punktfliche) ohne Singularitiiten, 
- 34) und von der Ordnung m. 

Von den bekannten Zahlen 

(€,7€2942) = m’, (€, €92") = 2m? — m, 
(€,7€/;) = (m— 9,,) (mr, —4,); (€°fif2) = (m—4,,) (mv, v,—a—1) 


ausgehend, berechnet man leicht der Reihe nach die folgenden: 

(1) (€,€29:2/,) = m?(u, + v,) — m(1 + 0, + 0,) + Ojo. 

(2) (eof fo) = m? (uy Vg MaY,) — m[1+ 4, (7, +7.) + 9, (uy + H)] 

+ 28,8, + dy». 

(3) (,9r2fifo) = m? (Uw, Vy Way +, YQ) — m? — MU, -+ Mo + Y, +) 
— m(a —2) — 0,(mv, + my, — 3). 

y (4) (Gyo? fife) = m? (wy My + 4% + 2u,v, + 2u,%,) 

— M(By be 4%, + Hy Vp + Hy) 

— m?(uy + by + % + ¥) + 2m — 2a(m — 1). 
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(6) (ehfefs) = m*- wry — ame — me — we — m? + 4m 
— 8, (mvv — 3a — 5). 
(6) (Gi2hifefs) = (wer + wry — we — v) — muse + vv + wr) 
— (a — 2) m(u + v) + 2m? — 2m + 8a. 

Aus (5) und (6) folgt: 

(Hhfshy) =m? (weve — w — v + 4) — a(m + 1) (ue + vr) 
— m(uv — 4u — 4v + 10) + Ga? + 184. 
Fiir m = 1 ergiebt sich hieraus die in (6) § 3. berechnete Zabhl. 


December 1881. 











‘ahi. 








Ueber das Verhalten der Fourier’schen Reihe an 
Sprungstellen. 


Von 


F. Liypemann in Freiburg i. Br. 


Durch EKinfiihrung des Begriffes der ungleichmiissigen Convergenz 
(nach heutiger Bezeichnung) hat Herr Seidel*) zuerst gezeigt, wie 
es zu erkliiren ist, dass eine unendliche Reihe, deren einzelne Glieder 
stetige Functionen eines Arguments sind, doch eine unstetigé Func- 
tion dieses Arguments darstellen kann**), Nach ihm beruht dies auf 
Folgendem. Es sei S,(x#) die Summe der n+ 1 ersten Glieder der 
Reihe, R,(a) ihr Rest, f(#) ihre Summe. An der Stelle x sei die 
dargestellte Function unstetig, dagegen in der Nachbarschaft von x 
stetig; man betrachte eine Stelle x + ¢, so dass 


f(% + &) = Sa(@ + &) + Ra(w + 8); 
man bestimme die Zahl n so, dass R,(x + &) << 6 wird, wo 6 be- 
liebig klein vorgegeben (was durch hinreichend grosse Wahl von n 
erreicht werden kann). Dadurch ist » in eine gewisse Abhiingigkeit 
von é gebracht, und zwar der Art, dass » unendlich gross wird, wenn 
man ¢ = ( werden lisst; hierdurch aber ist die Convergenz an der 
Stelle « nicht aufgehoben, denn man muss sich vorstellen, dass » an 
der Stelle « = 0 eine unstetige Function von ¢ ist, welche an ihr 
plétzlich wieder zu einem endlichen Werthe iiberspringt. Herr Seidel 





*) Note tiber eine Eigenschaft der Reihen, welche discontinuirliche Func- 
tionen darstellen; Abhandlungen der mathematisch-physikalischen Classe der kgl. 
bayerischen Akademie der Wissenschaften, 1848, Bd. V, p. 379. 

**) Umgekehrt kann es sehr wohl eintreten, dass eine stetige Func- 
tion dargestellt wird durch eine Reihe, deren einzelne Glieder unstetig sind; es 
muss dann nur an der betreffenden Stelle die Summe der Spriinge aller Glieder 
Null sein, Ein Beispiel liefert die Entwicklung einer complexen Function nach 
Lamé’schen Functionen zweiter Art (die im Unendlichen verschwinden); die 
letztern sind unstetig lings eines Theiles der reellen Axe, der im Innern des 
Convergenzgebietes liégen kann. Vgl. den Aufsatz des Verfassers im vor- 
liegenden Bande, p. 323 ff. 


34* 
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kommt zu diesem Resultate, indem er zeigt, dass das Unendlichwerden 
von » die einzige Mdéglichkeit bietet, um die durch Beispiele fest- 
stehende Thatsache zu erklaren, dass Unstetigkeiten der dargestellten 
Function méglich sind. Es muss aber wiinschenswerth sein, in 
jedem einzelnen Falle dies Resultat direct durch die Rechnung zu be- 
stitigen, und dies soll im Folgenden fiir die Fourier’sche Reihe ge- 
schehen. 
Nach Dirichlet ist bei der letztern Reihe: 


+2 


sin ie : (4— a —8) 
Sr (c+2)= 5 =— = im f(a) = da 


sin > (4 — # — 8) 








—2 


(1) a—2—e 





1 4 sin hu 
i 2 2 ait 
> tim f 72 +a-+ é) = du, h n+l. 
Stee 
- sts 
Unter der Annahme, dass ¢ positiv sei, ersetzen wir das Integral und 


rechts durch folgende Summe von drei Integralen: 


‘ inh . ‘ h 
J te 5 ai = as + f tet ils ae du wo d 
wi liebig 
9 
(2) : a und 
der ' 


efteterm “* sin hu 


sin u 


Jedes dieser Integrale behandeln wir einzeln. Wir setzen 


f(a + @ — 2p) 9 = p(u) + ¥(u), 


wo (uw) eine Function ist, welche in dem Integrationsintervalle nur 


abnimmt, ~(w) eine solche, welche in ihm nur zunimmt*). Jedes Hier 
der drei Integrale zerfallt dann in eine Summe von zweien, auf Inte; 
welche sich der Mittelwerthsatz des Herrn Du Bois-Reymond an- Die 


wenden lasst. 


und 
Das erste Integral giebt: 
“eo eS ele 
*) Ueber die Miglichkeit einer solchen Zerlegung vergl. Du Bois-Rey- und: 


mond: Borchardt’s Journal, Bd. 79, p. 54 ff. 
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Jo (u) OOF. Soke du 


seh to. 


= v0 fae aut+[o(% Hie, di du, 


"Ey 
2 





th sah 


Deel = 


wo site 


und hieraus ergiebt sich durch Addition: 


1 
3% 


2 
[tet s—2—) am du=f fete f™* auta, 
e Py se 





sin uw 


wo A eine Grosse ist, welche verschwindet fiir «=O, und welche be- 
liebig klein gemacht werden kann durch hinreichend grosse Wahl von h, 
und zwar gleichmdssig fiir alle ¢, die von Null verschieden sind. In 
der That hat man 

seh 


$ 
A= | f(e+0) —— —fet+e) f* du 
sin 5 


gh 








+[(v(§)— v0] f* sng du. 


Hier ist rechts f(~-+-0) fiir f(x) zu setzen, on das Argument von f bei der 
Integration von x + ¢ bis a abnimmt und « positiv vorausgesetzt war. 
Die ausgesprochenen Eigenschaften von A sind evident, so lange £ 
und » von Null verschieden sind. Ist aber etwa § =O, so fiihre man 


eime von Null verschiedene Griésse « ein, welche kleiner als =? ist 


und zerlege das Intervall in zwei Theile; dann wird: fiir O<&’< ests é: 
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| -_ 
~ 
‘ 


e 3% 2" 


fow 2M du vo, fam aut twe)—9 01 fF a we 


v 





+|o(¥e) waft du. 
a 


Kine analoge Gleichung kann man fiir p bilden; darin mégen und 
n an Stelle von § und & treten. Durch Addition ergiebt sich dann 


wieder (3), wenn rechts ee 
2 
A= [fet e—20) 3%, — ane g 


+ [v(e)— oy fm sin uw 
Hh 


1 
— eh 


+ [fet —fete—20) | fd 
én 


+ [6-010] f tae 


Hierin kénnen die beiden ersten Glieder beliebig klein gemacht wer- 
den dadurch, dass.man ¢’ hinreichend klein wihlt; in den beiden 
letzten aber sind § und y (weil >’) von Null verschieden, also 
kénnen ihre beiden zweiten Factoren durch hinreichend grosse Wahl 
von h sicher beliebig klein gemacht werden, wie es behauptet wurde. 

Ebenso findet man fiir das zweite Glied der Summe (2) analog 
zu (3): 


4 (tate) Flapateh 
1 
h _" 
(4) fret oy) ae du=f(x—0)* ft duty, 
sin 2 é 
: . yeh 
wo: yb a+eh 
1 5 - 
~ (w#+2-+ 2) e . 
PO ro hie ine ay 
> (x-+a-+ ¢) sin 2 ‘4 
L 2 
rz " 


+ t G (x++2+ ) cd 9) ers 
Wh 
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yeShSe(et+e+o), Fesv Sy tete. 


In Betreff der Grésse A’ gilt offenbar folgendes: durch hinreichend 
grosse Wahl von h kann A’ beliebig klein gemacht werden, gleich- 
missig fiir alle ¢, auch fiir ¢ = 0; sollte gleichzeitig « — 0 und § —0 
du. sein, so benutzt man eine Hiilfsgrésse «’, wie im vorigen Falle. Auf 
der rechten Seite von (4) war f(#—0O) fiir f(x) zu setzen, weil das 
Argument von f bei der Integration abnimmt von z bis — z. 

















a In derselben Weise formt man endlich das dritte Glied von (2) 
um; es wird: 
4 (a-2—8) 5 (a—a—oh 
a te h i 
(5) fietet2u) aoe dp —fets f mt du + 4’, 
, : 
_ 5 aaa ah 
1 
- =e) sine 
A" =| f(a); —feto| [2 ap 
sin — + (x—2—8) 
A 
1 ri 
ae ¥ sin w 
+[¥(-¢ (7—x—8)) v(0)] | = du 
nh 
wer- mn = 1 
ad 0<8’< 5 @ 2-2), 0< "<> (e—-2-8). 
also Auch A” kann beliebig klein gemacht werden durch hinreichend grosse 
‘ahl Wahl von h, gleichmissig fiir alle ¢, einschliesslich « = 0. 
rde. Die Gleichungen (4) und (5) kénnen wir durch identische Um- 
alog formung auf folgende Form bringen: 
yAte+e) . 
1 
— € 
, (6) [iets Fae du f(e—0) — ~ [* du +0’ 
) ; sin = 
¢ i. 
7 
Ss : 
=f (2—-)—{- os du| +9’, 
sin — & 
2 
0 
+ (n—2—8) 
1) ffete+2u) Map = fete: F540", 
Vv 
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1 x 
2° sin 
e =A’ — f(s —-)—— J —* a, 
sin ry é 
; (a+a4 ah 
2. 
a” =A” —f(@+ e) { Se du. 
5 A—2—ah 


In Betreff des Verschwindens bei wachsendem h, haben 6’ und 6” 
dieselben Eigenschaften wie A’ und A”. 
Aus (1), (2), (6) und (7) folgt jetzt: 


(8) Ra(e@+e)=—f(e@+¢4)—S, (e+ 8) 


1 
2 
- + 


—ifets) ao fre 


0 


eh 


Sah 


2 fi 
1 2 n sinu 
—+fe—0)* | * -{* du 
sin > €& 


0 
— + (A+6'+6"). 

Man erkennt hieraus, nach dem iiber A, 0’ und 6” Gesagten, dass 
es moglich ist R,(x-+-) beliebig klein zu machen durch hinreichend 
grosse Wahl von h, und zwar gleichmissig fiir alle ¢, die von Null 
verschieden sind, dass aber h unbegrenzt wachsen muss, um dies zu 
erreichen, wenn ¢ = 0 wird. Also: 

1) Die Fourier’ sche Reihe convergirt gleichmissig an einer Stelle, 
wo die dargestellte Function stetig ist, was Herr Heine zuerst ge- 
zeigt hat. *) 

2) Die Convergenz derselben wird unendlich verzigert, wenn sich 
das Argument einer Stelle niihert, wo die dargestellte Function unstetig 
ist, wie es Herr Seidel a. a. O. dargelegt hat. 

Wenn die Fourier’sche Reihe an einer Sprungstelle dennoch 
convergirt, so liegt dies daran, dass lim R,(x-+-¢) verschieden ist von 

e=0 


R, (x). In der That hat man aus (8): 
*) Ueber trigonometrische Reihen, Borchardt’s Journal, Bd. 71, 1870. Vgl. 


auch desselben Verfassers Handbuch der Kugelfunctionen 2 Aufl. Th. I, p. 57 ff. 
Berlin 1878. 
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ah 


sin w 
sa] 


bo] = 





fim Ra (2+e)—= [f@+0) —f@—0)|[F — 


1640 a, 


(woraus wieder hervorgeht, dass fiir f(~-+-0) = f(a —0) gleichmissige 
Convergenz eintritt); dagegen ist: 





: 
R, (@) = z{f(e@+0) + f(e—0)] — S, (2) 
6” Sa 
1 , "nip 1 
=— Zt — fe—0) (Ede — 20 +0")ao. 
% 
Wahlt man m (oder h) so gross, dass R,(x) beliebig klein wird, so 
hat man erst ¢ = 0 zu setzen und dann iiber h passend zu verfiigen, 
denn um den Werth einer unendlichen Reihe zu berechnen, hat man, 
der Definition nach, erst das betreffende Argument einzusetzen und 
dann zu summiren; man hat also ¢h = 0 zu nehmen; so wird: 
1 pers ae 
R, (x) = = (d +0 eos 
derselbe Werth, welcher sich fiir lim R,(x+¢) ergiebt, wenn f(x) in 
#=0 
x stetig ist. — 
Mit Hiilfe der aufgestellten Formeln verificirt man auch die von Ps 
P. du Bois-Reymond*) gemachte Bemerkung, dass man als Grenz- 
; werth von S, (x) fiir » = op jeden beliebigen Werth zwischen f(%-+-0) 
i und f(¢—0O) erhalten kann, wenn man von S,(x-+¢) ausgeht und 
a zwischen ¢ und h beim Grenziibergange (e«=0, h=oo). eine Relation 
ai. als erfiillt annimmt; in der That folgt aus (1), (2), (3), (6) und (7) 
ie. die a. a. O. aufgestellte Formel: 
1 
elle, . 1 1 ‘sing 
ge | lim ete)— 3 [fe+O-+fe—OH 5(fle-+0)—fle—0)] f “SEdp. 
n=n 0 
sich Die rechte Seite bleibt in der angegebenen Weise unbestimmt, wenn 
tetig man festsetzt, dass eh fiir «=O und h =o einen willkiirlich vor- 
gegebenen Werth annehmen soll; bei Summation der Fourier’schen 
och Reihe im gewdhnlichen Sinne.muss man eh = 0 setzen, wie oben. 
von 
Freiburg i. Br., d. 18. October 1881. 
% Ueber die sprungweisen Werthiinderungen aunalytischer Functionen, Math. 
Vgl. Annalen Bd. VII, p. 241, 1874; vergl. auch die Monographie desselben Verfassers: 
57 ff. Zur Geschichte der trigonometrischen Reihen, Tiibingen 1880, p. 18, 











Berichtigung zu dem Aufsatze: ,,Ueber die Fourier’ sche Reihe.“ 
(Mathematische Annalen, Bd. XIX, pag. 236.) 


Von 


Axet Harnacx in Dresden. 


1. Auf Seite 251 der citirten Arbeit habe ich den Satz: ,,Bei einer 
in einem beliebigen Intervalle im Allgemeinen convergenten trigono- 
metrischen Reihe ist Lim a, =O und Lim }, = 0 fiir k = co, kurz 
zu beweisen gesucht; jedoch ist, worauf ich in Folge einer brieflichen 
Bemerkung des Herrn Cantor aufmerksam wurde, der Beweis unzv- 
reichend, wenn nicht die Voraussetzung hinzugefiigt wird, dass a, und } 
iiberhaupt eine bestimmte Grenze besitzen. Da dies an jener Stelle unzu- 
lassig ist, und da schon mehrfach die Versuche, den von Cantor (Annalen 
Bd. IV) gegebenen Beweis zu umgehen, gescheitert sind, so mdge es 
gestattet sein, die Principien dieses Beweises in neuer Form zu 
reproduciren, um die Kinfachheit desselben hervortreten zu lassen. 
Der Satz selbst lautet: , Wenn fiir alle Werthe von x in einem beliebig 
kleinen Intervalle Lim(a, sin nx + b, cosnxz)=0 wird fiir n =o, 
so ist Lim a, = 0 und Lim b, = 0.“ Man weist zuerst nach (S, 251 
meines Aufsatzes), dass diese Bedingung nothwendig die andere in- 
volvirt: Es muss fiir alle Werthe von 2 in einem Intervall a bis b 
Lim a, sin nz (und ebenso Lim b, sinnz) gleich 0 werden. Dies 
besagt, dass zu jedem & eine Stelle m angegeben werden kann, von 
der ab die Betriige [a, sin mx] -- + [an4, sin (n + k) x] --. siimmtlich 
kleiner sind als eine beliebig kleine Zahl 0; (jedoch ist nicht gesagt, 
dass dasselbe » bei allen Werthen von z ausreicht). Diese Forderung 
ist nicht erfiillbar, ausser wenn von einer Stelle » ab simmtliche 
Betriige: [a,].--[@n4x]--- kleiner sind als 6. Denn nimmt man 
an, dass dieses nicht der Fall ist, so liesse sich eine Reihe von un- 
endlich vielen Gliedern: ay,, Gn, +++ Gn, ++ bilden, deren Betrage siimmt- 
lich gleich oder grésser sind als é. Daun kann aber auch ein Werth x im 
beliebig vorgeschriebenen Intervalle a bis b (und folglich in jedem noch 
so kleinen Theile desselben) gefunden werden, bei welchem die Reihe: 


Gp, SID ML, An, SIM NL ++ + Ap, SID MX ++ + 
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nicht die Null zur Grenze hat. Es wird nimlich aus der Reihe der 
unbegrenzt wachsenden positiven ganzen Zahlen: n,, mn, -- +m - ++ stets 
eine andere unendliche Reihe: ,'m,'--+m+-» entnommen werden kénnen, 
zu welcher ein Werth x sich finden lisst, fiir welchen die Producte 


, . . bi 4 
0, @, NM U++- mM X+-+ Von einem ungeraden Vielfachen von > Stets 


nur um weniger als eine beliebig kleine Zahl «¢ differiren, so dass 
also der Betrag des Sinus beliebig nahe an der Kinheit, und folglich 
der Betrag des Gliedes a,; sin ”’,” beliebig nahe an einer von 0 ver- 
schiedenen Grésse’ dé liegt. Man setze: 


7 7 
mex >Y,— —é und MECH > +é, 


also 
ed 7 
aa “yzte 
lee Petite Mm 4 


wobei y, eine noch zu bestimmende ganze ungerade Zahl ist. Der 
Werth von z fillt in das vorgeschriebene Intervall von a bis b, wenn 





“a8 waste 
ax ao te b>- aoe 
also wenn 
2 2 
(ma+ @)— < yy < (mb — 8) — 
ist. 


Dieses Intervall euthilt sicher eine ungerade Zahl, wenn 


(n,(b — a) — 28) = >2, also n,> Sse 
gewihlt wird. Diese Forderung dient dazu, um einen unteren Werth 
fiir die zu bildende Reihe: m,’ zu fixiren, und in dem Umstande, dass 
lediglich eine untere Grenze fixirt zu werden braucht, liegt der Kern 
des ganzen Beweises. Denn wird nun y, irgendwie gemiiss der obigen 
Ungleichung gewihlt, so ist « auf ein Intervall beschrinkt, das 
kurz mit 


e= ——- — = 





"1 > of “ > +e 

my 

bezeichnet werden soll, und die Linge ae besitzt. In diesem Inter- 
1 

valle soll nun x so bestimmt werden, dass fiir eine Zahl n,' > n,’ 


"n> Y— +e 
2 


Ng 


wird. 


Alsdann muss aber y, der Ungleichung geniigen: 
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(n,'a + 2) 2 < Yo < (m,'B — @) 2, 


es ist grésser als y,; und dieses Intervall enthilt sicher mindestens 
eine ungerade Zahl, wenn . 


ny > (st sx SF se n,’) . 


Damit wird wiederum nur eine untere Grenze fixirt, nach der n, 
aus der urspriinglichen Reihe der ,,”, --- zu entnehmen ist, und 
nach dem y, der vorgeschriebenen Ungleichung gemiiss gewiahlt ist, 
bleibt die Grésse x immer noch auf ein endliches Intervall beschrankt, 


dessen Linge nunmehr = betrigt. In diesem Intervalle lasst sich 
2 


ein neues angeben, fiir dessen Werthe eine Grosse ,’x der gestellten 
Forderung geniigt, und sonach wird durch fortgesetzten Grenzprocess 
eine Stelle x definirt, bei welcher die Betrage von sin m,’x, sin n, 2,- -- 


sin m x--- beliebig wenig von der Einheit verschieden sind, so dass 
auch die Reihe: 
Gq, SIN My'L, Any SIN Ny L+ ++ Ay, SIM Mm Z--- 


der Voraussetzung zuwider nicht nach 0 convergirt. Es existirt daher 
keine Zahlenreihe a@,,@n,---@n,-**-, deren Betriige simmtlich gleich 
oder grésser sind als eine beliebige Zahl d, d. h. Lim a, = 0. 

2. Einfluss auf die in meiner Arbeit gegebenen Siitze hat aber 
ein Fehlsckluss, der sich bereits in meiner friiheren Mittheilung 
(Annalen Bd. XVII) befindet, und in die zweite Abhandlung iiber- 
gegangen ist. Auf Seite 255 dieser letzteren ist bewiesen: Bildet 
man mit einer nebst ihrem Quadrat integrirbaren Function f(x) die 
Coefficienten einer Fourier’schen Reihe, und bezeichnet R,,,, die 


Summe: 
k=na-+m 


Ran = a, sinkax + & cos kz, 
so ist, wenn 0 eine willkiirlich kleine Grésse bedeutet, 
+2 

J Ri nda <8 

—Z 
lediglich durch Wahl von » unabhiingig von m, woraus hervorgeht, 
dass auch zwischen beliebigen in das Intervall — z bis + z fallenden 
Grenzen x, und z, 


x 


J abs R,,,dxz, sowie. abs f Ruouwds 
Zo Pa) 
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kleiner als jedwede Zahl gemacht werden kann, lediglich durch Wahl 
von » unabhingig von m. Aus diesem Satze darf nun aber trotz der 
Unabhiingigkeit von m nicht gefolgert werden, dass 


abs J Rawde <4, 


denn die Integrirbarkeit der Function R,,,, bei noch so grossen 
Werthen von m gestattet keinen Schluss auf die Integrirbarkeit der 
Function R,,.. Damit werden die in den Artikeln IJ. und IV. ent- 
haltenen Aussagen, dass die Reihe ,,im Allgemeinen“ convergirt und 
so die Function f(z) ,,im Allgemeinen“ darstellt, hinfallig, und es 
muss bei den im Artikel VI. bewiesenen bekannten Siitzen sein Be- 
wenden haben: Jede trigonometrische Reihe, welche eine integrir- 
bare Function definirt, ist eine Fourier’sche Reihe; und wenn die 


f(a + 0) + f(z — 0) 
2 


einen bestimmten Werth hat, tiberhaupt convergirt, so convergirt sie 
auch immer nach diesem Werthe. Die Convergenz der Reihe bildet 
also stets die Voraussetzung. Dieselbe Voraussetzung ist auch bei der 
im Artikel VIII. aufgestellten Regel zur Differentiation einzufiihren: 
Die trigonometrische Reihe kann nach der angegebenen Regel differen- 
tiirt werden, vorausgesetet dass auch die Ableitung durch eine trigono- 
metrische Reihe im Allgemeinen darstellbar ist. 

Der oben erwihnte Integralsatz weist aber auf folgendes Verhalten 
einer Fourier’schen Reihe hin, deren Coefficienten aus den Integralen 
einer stetigen (oder allgemeiner: einer nebst ihrem Quadrate integrir- 
baren) Function f(x) gebildet sind, auch wenn die Reihe durchweg 
oder theilweise divergirt: Bezeichnet h ein beliebig kleines Intervall 
zwischen — x und + 2, so kann man stets eine untere Grenze m 
fiir » bestimmen, so dass das Integral der Glieder 





Fourier’sche Reihe an einer Stelle, an welcher 


k=n 


by + a, sin kx + b, cos ka = Sn (x) 


=l 
a+h 
zwischen den Grenzen x und xz + h, also J S,(x) dx, fiir jeden Werth 


ata . 
von x vom Integral J f(x)dx um weniger differirt als eine beliebig 


kleine Grésse 0 -h; convergirt d nach 0, so convergirt m nach oo. 
Daraus folgt, dass der mittlere Werth der stetigen Function S, (x) 
fiir n >m vom mittleren Werth der Function f(x) im beliebig kleinen 
Intervall von « bis 2+ h bei jedem Werthe von 2 beliebig wenig 
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abweicht. Wird in dem Falle, dass f(x) eine stetige Function ist, das 
Intervall h so klein gewiihlt, dass 


ath 
J fe) dx = f(a) + (< on) 


so liefern die mittleren Werthe der Function S,(x) in jedem Inter- 
valle von der Grosse h die Function f(x) mit einer Abweichung, die 


kleiner ist als 20. Ein solches Verhalten einer Reihe kann als eine |. 


Darstellung der Function ,,im Mittel“ bezeichnet werden, und es bleiben 
die Sitze, wie ich sie formulirt habe, auch die im Artikel V. ge- 
gebenen, bestehen, wenn statt der Darstellung ,,im Allgemeinen“ die 
allerdings erhebliche Modification der Darstellung ,,im Mittel“ ein- 
gefiihrt wird. Eine Reihe, welche durch ihre Mittelwerthe eine 
Function darstellt, kann fiir jeden einzelnen Werth von zx divergiren, 
wihrend der mittlere Werth einer aus den Gliedern der Reihe ge- 
bildeten Summe fiir jedes beliebig kleine aber endliche Intervall h von 
dem Werthe f(x) beliebig wenig abweicht; und um so weniger, je 
mehr Glieder summirt werden. In diesem Sinne ist jede stetige Func- 
tion durch eine Fourier’sche Reihe darstellbar. 
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Ueber Biischel von Kegelschnitten. 
Von 


Paut Gorpan in Erlangen. 


Die béiden letzten Aufsiitze, welche ich in diesen Annalen publicirt 
habe*), hatten den doppelten Zweck, einmal die Invariantentheorie 
der terniiren Formen in bestimmtem Sinne zu fordern, dann aber zu 
einer wirklich durchgefiihrten Theorie der Gleichungen siebenten Grades 
mit einer Gruppe von 168 Substitutionen Vorarbeiten zu sein. In 
gleichem Sinne mégen die Untersuchungen aufgefasst werden, die 
ich hier nachstehend veréffentliche, und in denen es sich um die 
Theorie zweier terndrer quadratischer Formen  handelt. Das volle 
System zugehériger Formen wurde nach meinen Angaben bereits in 
Clebsch’s Vorlesungen iiber Geometrie (Bd. 1, pag. 288 ff.) durch 
Herrn Lindemann mitgetheilt. Dasselbe unterliegt im ersten Ab- 
schnitte des Folgenden einer niheren Untersuchung, indem ich namlich 
eine Afizahl von Relationen explicite entwickele, die zwischen den 
Formen des Systems bestehen**). Ich wende mich sodann im zweiten 
Abschnitte zu der bekannten kanonischen Darstellung (oder ,,irratio- 
nalen Typik“), welche, geometrisch zu reden, durch die Existenz des 
gemeinsamen Polardreiecks der beiden vorgelegten Kegelschnitte er- 
moglicht ist. Zwei terniire quadratische Formen haben keine rationale 
lineare Covariante. Soll also bei ihnen von einer rationalen typischen 
Darstellung die Rede sein, so muss man ihnen, wie es im dritten 
Abschnitte des Folgenden geschieht, eine lineare Form adjungiren. 
Ich verfolge diese Darstellung insbesondere fiir den Fall, dass diese 
lineare Form als simultane Covariante der beiden in Betracht kommenden 
Kegelschnitte mit einem dritten Kegelschnitte oder auch mit einer 
Curve vierter Ordnung gegeben ist, wobei es zumal von Interesse 
wird, die typische Darstellung dieser zutretenden Curven auf méglichst 
niedrige Bildungen zuriickzufiihren. 


*) Ueber das volle Formensystem der terniiren biquadratischen Form 
f= xx, + «5x3 + 2,524; tiber die typische Darstellung der terniiren biquadra- 
tischen Form f = x,32 + 23a, + 3a; beide in Bd. XVII. 

**) Man vergleiche hierzu Rosanes im VI, Bande dieser Annalen; pag. 264 ff,; 
»Ueber Systeme von Kegelschnitten“. 
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Abschnitt I. 
Das simultane System von s und 0. 


§ 1. 
Aufstellung des Systems. 


Von den beiden vorgelegten Kegelschnitten soll der eine, 9, in 
Liniencoordinaten , der andere, s, in Punktcoordinaten gegeben sein. 
Einzeln genommen haben dieselben die Systeme: 

(I) r; foox) =r; 1° = 6(1); : 

(II) 8; (sse)?==rt; §,* == 3(4); 

(womit zugleich, wie immer im Folgenden, die Bezeichnungen, also 
hier r und t fiir die Covarianten, (1) und (4) fiir die Invarianten, ein- 
gefiihrt sein sollen). Um die Formen des simultanen Systems zu ge- 


winnen, haben wir (I) und (II) durch Ueberschiebung zu combiniren. 
So entstehen (vergl. Clebsch-Lindemann l. ¢.) ausser 


@, 7, (1), s, t, (4) 
im Ganzen noch 14 Formen, namlich einmal: 
Se = SrtloSe3 Sp? = 2(2); (0, t ) = Uete(Qtz); (9,1, 2)? =F; 
(r, 8, U) = reS2(rsu); (7, 5,u)? = 6; re—retere; Te? = (3); 
sodann die folgenden: ° 
(0, 6, 2) = Ugts(QGxX); (6,1, 2) = Ugue(Gtx); (s, t, uv) = rzt,(stu); 
(S, t, U) = Setp(Stu); TeSztz(7, 8, t);  Uptgte(QOt) = (Q, 6, 7). 
Ich stelle die 20 Formen des Systems in der folgenden Tabelle 
zusammen, die nach dem Grade in den x und den wu geordnet ist: 


| 
I 





me Ry Me a hy a 


o | Gh @) | f 
| (3), (4) | , 
(7, 8, ) 
$93 1c (r, t, u) 
(s, t, w) 


| (Q, 6, x) 
2 | @,6,7 | (Q, t, 2) | 
| (6, t, 2) 


8 |(¢,¢,+,)| | 


Dars' 


Form 
folge 
begit 
der ¢ 


tibere 
mit | 
Reck 


Kege 
(1) . 





Kegelschnittbtischel, 531 


§ 2. 
Darstellung der einfachsten Formen durch die Formen des Systems. 


Alle simultanen Formen von s und @ sind ganze Functionen der 
Formen des Systems (S). Ich will nunmehr in diesem und den 
folgenden Paragraphen einige als solche Functionen darstellen und 
beginne mit den einfachsten derselben, nimlich den Ueberschiebungen 
der quadratischen Formen 

r, 8, t, @, 6,7 
tibereinander. Indem wir die Producte der Invarianten (1), (2), (3), (4) 


mit (12), (13), (14), (24), . . . bezeichnen, erhalten wir nach leichter 
Rechnung : 


a) zuniichst fiir die einfachsten Ueberschiebungen je zweier 
Kegelschnitte: 


(1) ro2==16(12); so2—=(3); f2—=(3); #2 —8(24); t,? = 2(23)+4+6(14); 
(9,6,2)? =2(2)r+2(1)s; (6,6,x)? = (3)r + 16(12)s — 4(1)t; 
(6,T, x)? — (4) r + (3)s; (t, t,”)° — 4(4)s; (r, ru)? a 8(1) Q; 

(r,t,u)? = (B)@e+2(1)t;  (s,t,u)? = (4)e@ + 2(2)t; 
(t,t,u)* = 8(24)@ — 2(4)o + (3)r; 
re=2(1)tg; To = B(12)Ue — 4(1) 593 84 = 5 (3) — F9 

(3) S:=(4)u,;5 = y (3) te -- ate} 
ty == (2(23) 4+ 2(14)) te — (3)59—2(2)r7e5 te = 4 (24) uz —2 (4) 593 


b) sodann fiir die complicirteren Bildungen, bei denen in den 
Klammerfactoren Unterdeterminanten aus Punkt- oder Liniencoordi- 
naten und come auftreten : . 


(ru en) 2(1) wu.” +r 0;*) 

(ru 2) =F a eT Or u,*—4(1)(su ox)'; 

(su 62)" ==s6—to+(tu ox); ; 

(tu 6x)? = to-+(3) so —-4(2)toe+2(14)u,? — (3) (su ez) 
+4(2) (tu e2)'s 


(ru e2)?—=re+2to-+(3)t.?— 2(tu 92)"; 
(su 12)?—=87-+(4) 19%; 

a” 
(tu ta)? =tr+2(4)se+4(24)u,*—2(4)(su ox)’; 


*) Hierbei bedeutet in bekannter Weise: 





, T, Uy Ons — Q3%q |? 
(ru ex)®*==| 1%. Ug O32; — OX, | etc. 
| T3 Ug Q,%o — Ogty 
Mathematische Annalen. XIX. 
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ec) endlich fiir die simultanen Invarianten je dreier Kegelschnitte: 


(90,02)? =6(1); (99,6)? =16(12); (e9,t)’=(3); 
(966,)?==32(122)4+2(13); (oor)? —2(23)4+6(14); 
(ott,)?—=8(24); (66, 6,)?—24(123) — 24(114); 
(5) 4 (66, 7)?=(33)+16(124); (ort)? = 434); (et, 7)? = 12 (44); 
(rr,r,)?—=48(11); (r7,s)?—=16(12); (rr, é)?=8(13); (rss,)?—=(3); 
(rst)? =6(14)4+2(23); (rtt,)?—=(33)-4+16(124); (ss,s,)?==3(4); 
(ss, f)2—=8 (24); (stt,)?= (34) 4+ 16 (224); (tt, ¢,)2— 12 (234) — 12144), 





Indem ich unter 2,, 2, %,, sowie u;, U,, u, einen Augenblick 
ganz willkiirliche Gréssen verstehe, fasse ich diese Formeln folgender- 
massen zusammen: 


(%7,04+%,6+4+%,1, X0+4+%,6+4+ 2,7, y)? 
=(x,2-+ 4(2)a, 2+ (3) ay?+ 2(4)aq25) ry? 
+(4(1) 2; 22+ 16(12)a,?+4 2(3) 2,25 + 4(4)2;%) s,? 
+(— 4(1)a,? + 2,25) ty’; 
(ur+u.stu,t, ur+us+u,t, v)? 
‘ae =(8(1) )u,?-- 2(3), tp 2(4) tty Uy + 8 (24) t4,' 2) y,? 
[+s U,— 2 (4) tty \ 0 24 (u, p+ 4 (1) 8; tg 4(2) a8, 4g-+ (3) 0, 2) 2; 


F (%,Q+2,644,7, XO+2,6+44%,1, 2,042.64 2,7)" 
2(1)a,3-+ 16(12)a,%2,-+ (32 (122)-4+2(13))a, a," 


(6a) 


(7a) 





+( (33) + 16 (124)) ar, 25? ++.4(44)a,%; 
(ut, 7+ U.S ust, Urtunstust, ur+u.s+ us t)* 
16 (11) w,3-+- 16 (12) w,? , + 8 (13) w,? a, + (3), uw? 
(7b) 4-(12(14) +4 (23)) ee, wus + ((33)+ 16(124) ) 0, 2,2 
~~ } (4) tdg8 + 8 (24) 2e¢5 + ((34) + 16 (224)) tug 24,” 
+-(4(234) — 4 (144)) a,°. 








Ich betrachte endlich noch die Determinante: 


(eex)? (gox)? (rx)? | 
H =! (g6x)* (66x) (oraz)? , 
(etx)? (or)? (trax) 


= | +(4(23)412(14)) ar ary a7,4+-8 (24) ar, 042+ (8(123)—8 (114) ay! 





fiir | 


(8) 


die 
wir 
mei 
80 


(1) 






























Kegelschnittbii hal 533 


fiir die ich folgenden Werth finde: 
( | Yr 2(2)r-+-2(1)s t | 

2(2)r+2(1)s (3)r+16(12)s—4(1)t (4)r+(3)s 
ioe (4)r-+(3)s 4(a)s | 
ye (8) | — (44)r3+4-(2(34) — 16(224)) r2s —((33) — 32(124)) rs? 
a |= +-(4(23)— 12(14)) rs t—16(114) 594-4 (24)r% 
144), +4(13)s?¢—(3)r — 16(12)s#+ 4 (1) 8. 
slick Entsprechend kommt: 
der- | (rru)? (rsu)? (rtu)? | 

(rsu)? (ssu)? (stu)? 

(rtu)? (stu)? (ttw)* 





tte: 











8(1) @ 6 (3)@ +2(1)r | 

(9) ) =| 6 t (Ae +2(2)r | 
(3)@ +2(1)r ()e +2(2)r 8(24)e—2(4)o4(3)r 
—8 (144) 93+ 2 (34) 9?o — 8(24) eo?+2(4)03 

ne — ((83) —- 32(124)) 9?« + (4(23) — 12(14)) eer 

) +(4(13) —32(122)) or? — (3) o?r 4+ 8(12) 622 — 4(11)t3. 





)2 § 3. 
Die Determinante D. 
) a Kine besondere Beachtung verdient folgende Determinante: 
| 6(1) —-:16(12) (3) | 
| So? Sq? Se? 2(2) (3) * 34) |, 
t? te? te | (3) 2(23)4+6(14) 8(24) 


9 


| re tor re 








die sich spiiter als Tactinvariante der beiden Kegelschnitte erweisen 
, wird. Ich will dieselbe mit D und ihre Unterdeterminanten (zur Ver- 
meidung tiberfliissiger Nenner) mit D-A;, D-B;, DT; bezeichnen, 
so dass man zuvirderst hat: 

D-A,=2 (234) — 18 (144), 

D-A,=3 (34) — 16(224), 

D-A,=4(223) + 12 (124) — (33), 
, = 2(233) + 6(134) — 128 (1224), | D-T,—48(124) — (33), 
» = 48 (124) — (33), D-T,=2(23) —18(14), 
4 = 2 (23) — 18(14), D.T,=6 (13) — 32 (122). 

35* 


al 
(1) D. 








B 
D-B 
D-B 
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Die Ausrechnung giebt dann: 
(2) D = 72(1234) — 108 (1144) — 256(12224) + 4(2233) — (333); 
ferner : 
(3) D - (ABI) = 1; 


und endlich, indem wir mit 2,, x, 2, wieder willkiirliche Gréssen 
bezeichnen : 


D (Bf 2) = 6(1)x, + 16(12)a, + (3)a., 
(4) D(C Ax) = 2(2)a, + (3) + 3(4) ary, 
D(ABz2) = (3), +(2(23)+ 6(14)) a» + 8(24) ay. 


§ 4. 
Formes gauches. 

Unter den Formen des Systems (S) befinden sich folgende ,,formes 
gauches“ : 
(0,6,%), (9,7, 2), (6,7, 4), (r,s,u), (r,t, u), (s,t,u), (7, 5,4), (0, 6,7). 

Die Quadrate und die Producte je zweier dieser Formen, sowie 
ihre geraden Ueberschiebungen sind, wie man weiss, ganze Functionen 
der iibrigen Formen. Ich will sie hier nicht alle als solche darstellen, 
sondern nur an einigen Beispielen zeigen, wie man die Rechnungen 
anzulegen hat. 


Zu dem Zwecke beginne ich mit dem Quadrate von (92). Es ist: 


((e, 6, 2)) =tlp te te, Ua,(QGX)(Q,G,X) = Ute Up, (OQ, F, 2) {Ug (96,2) 
; — Ue(G6, x) + uz (966,)}, 
=6{9-(962)*— +(wa, (09,2) —ue(9@,6))} 


I 
— F Mette, (Heo 6, x) —u,(66, @,)) (up(6 6,x)— uz, (66, °)), 


=60(962)*— £(ru 6x) — 3 o(66,u ox) 


-f + jo (ue, (66, £)— Uz (66, 0) — Up, (ug(o 6,2)— u,(G6, 0), 


“\\2 “~ ANN TaN 2 
=060(96x)*— Ss (ru 6x) —_ + (6, u ex) + Tus? (co, r u) : 
Analog kommt: 
1 2 


((r, Q, a)) = ot-(tex)*— > (ru tz) — ; o(rr, u oz) + 4 Uy? (rr, r u), 


2 ? t “—N “\\2 1 rat “\\2 

((6,z, 2)) =ot-(r2)*—= (46, u rx) —Fo(cr, u 6x) 
1 - “—N én 2 
+—u,2(rr, G6, u) ; 


Hier sind nun noch rechter Hand die Werthe aus § 2. einzutragen. 
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Natiirlich steht nichts im Wege, in ahnlicher Weise Formen mit 
mehreren Reihen von Veriinderlichen zu behandeln. Ich wihle bei- 
spielsweise das Product: 


UgUz(QTX) + Upt,(QTX). 
Die betreffende Rechnung verliuft folgendermassen: 


Ue Ve, UrUr,(Q TX) (Q,7, #) = Vp, Ue 0z,(Q Tx) { Uy,(QT, LX) —Ue,(Q 01%) +tz(90,7,)} ? 
= Uo, Vo, Ur, (QTX) { Ue, (QTL) + Ue (tT, Z) -— Ue(QtT,)} 


~ducve (ru tyx)(ro ta), 
=+ (ov, rg? — (twv)*) —2(4) te, r, (su @)(sv 27) 
— hve (rv £2) (ue (ru £2) —we (ru ee,)), 
‘ (ov2-+rog—(tue)*) — (dose e2) 
— (4) vg? (su ox) + (4)( se (uv ex) + (suv) (ee, 2)) 


1 “\\2 1 ™ “AN\2 1 “—N 2 
a t(rv rx) 7 ve(r u tx) -> (r.,(uv ta) + (rwv) (1,2) 
+ (4) V2 Uoe, 


; (0 ve + rv, —(tu vo) — (4) (0 (sv ra) + Ve (s u e2)) 
“s i (« (r . ra) + ve" (r a 2) ) + 2(24) (uv ox) +(4) VxSx (Yur) (suv) 
+ ; (3) (we tx) + (4) ry S2(ruv) (suv) + < (4)60,2+ ; (4) 092 tty? 
_ 5 (4) (wo 6x) . 
(4) (r (suv)?-+ s(r uv)?)+ $ t(o Ue? + Tv—? — (tu v)*) 
—(4) (¢ sv oz) + ve (su ea)’ ) a + (« (ro 12) + v2(ru 72) ) 
+4 (4) (ors? +oe?u,”) +2 (24) (uv ex) — 3 4)(uv ox) 


9 





+ 4 (3) (wo tz) . 


§ 5. 
Die Formen /, m, n, U. 


Es kommt mir nun noch darauf an, die in § 2. eingefiihrte Deter- 
minante H genauer zu untersuchen und insbesondere nachzuweisen, 
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dass sich die Quadrate und Producte unserer drei Kegelschnitte +, s, ¢ 
aus den Unterdeterminanten von H linear zusammensetzen. Es hat 
dies zu geometrischer Folge, dass die sechsfach unendlich vielen zer- 
fallenden Curven vierter Ordnung, welche durch die vier gemeinsamen 
Tangenten von irgend zwei Kegelschnitten der Schaar 


Ar+us+rt 
gebildet werden, linear unabhiingig sind: denn die Gleichungen dieser 
Curven vierter Ordnung sind geradezu durch lineare Verbindungen 
jener Unterdeterminanten gegeben. Um die etwas lange Rechnung 
in einzelne Schritte zu zerlegen, bringe ich im gegenwiirtigen Para- 
graphen nur erst Hiilfsbetrachtungen, die der Theorie der terniren 
cubischen Formen entnommen sind. 


Unter x, ,2,, , abermals willkiirliche Gréssen verstanden, setze man 
(1) @e+%,6+4 431, 1,9+4+%,6+42;17, 4,9+%,6+4,t) =U=U,', 
wo also: 
U, = ("9+ 46+ 4,1, 294+ 2,6 +4 Zt, @)*, 
(2) U, = (e+ 6+ 437, 19+ %,6+4 2,1, 0), 
U; = (e+ 2,64 ar, %QO+ 2,64 2,1, 1)* 


Nun ist nach § 4. Formel (6a): 


(e+ 2,6-+ 4,7, X94 %,6+ at, y)? 
= (2,24 (2) a; 2, + (3)2,2+2(4)ay a5) 14? 
(3) +(4()a, y+ 16 (12) 2,2 2(3) x,2,-+4(4)x,2)s,2 
+(—4(1)2,24 22,5) t,? 
= 1,?r,? + m,’s,? + n,?t,?, 
wo die 1, m, n die Formen bedeuten: 
b= x,? + 4(2)x, 2, + (3)x,’ + 2(4) a, 25, 
(4) m = 4(1)x, x, + 16(12)x,? + 2(3)a,”, + 4(4)2;’, 
n= — 4(1) w,? + 22,24;. 


Ersetzt man in der Formel (3) die y der Reihe nach durch g, 6, rt, 
so wird (Formel (2)): 


U, = 6(1) 1 + 2(2) m -+ (3) n, 


U, = 16 (12) 1+ (3) m +(2(23) + 6(14)) n, 
Us = (3) 1 + 3(4) m + 8(24) n, 
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und wenn wir diese Gleichungen nach /, m, » auflésen und gleichzeitig 
yon der Bezeichnung des § 3. Gebrauch machen: 
(5) t= Us, m= Ug, n= Or. 

Da sonach 1, m, m Polaren von U sind, bestehen zwischen ihnen 
viele Relationen, von denen ich hier nur diejenigen ableite, die ich 
im folgenden Paragraphen bendthige. Ich benutze dabei der Kiirze 
halber die bekannte von Aronhold gegebene Formel: 






























6 Uz" Ur" (UU, U;)(U, Uy U,)( UU, w)? p 
= u,?(UU, U,)(UU, U;)(U U, U;)(U, U, U;) = Tu,’. 

Man hat zunichst: 
12U4,U4' (UU, U;)(U, U, U;)(U U, uw) Ug Ur 

== 12(mmnu)(m1l,)(nll,) = Tus(ABl), 
12 Ug Up’ (UU, U,)(U, U, Us)(U U,u) Ug Ur 

=12(mnu)(mm,m,)(nm,m,) = 0 : 
12Uy¢ Ur’ (UU, Uy) (U, U, U;)(U U, u) Up Ur 

=12(mnu)(mn,n,)(nn, 2) = 0 , 
12URU; (UU, U;)(U, U, U;)(U U,u) Up Ur 

=12(mnu)(mm,n,)(mm,n,) = 0 : 
12U;;U4(U U, U,)(U, U, U;)(U U, u) Ug Ur 

=12(mnu)(mnl)(nml) => ur(ABT), 
12U, Up’ (UU, U,)(U, U, U;)(U U, uw) Ug Ur 

= 12(mnu) (mlm,) (nlm) =< ua(ABN), 


und berechnet hiernach fiir die zweiten Ueberschiebungen der in den 
« quadratischen Form: 


us 2(1)2r42-+-4(13)a0.?-+ 16 (14) Ly X,+(3) x, -+-16(12) 2,22) 
(6) (mmu)= } + uw, (4(4) an? + (8) 92% — 2(1)2, 2») 

+ w; (—8(11) 2_2— (3) a4? — 16 (12) arya, — 2(1) a2) 
mit den in den w quadratischen Formen: 
(I) (ll, uw), (mm,u)?, (mn,u)?, (mnu)’, (ml), (imu)? 
die folgenden Werthe: 
(7) -< ua, 9, 0, 9, ay ur, ae UR. 

Genau ebenso berechnet man natiirlich die zweiten Ueberschie- 

bungen der Formen (I) mit den folgenden beiden in den # quadra- 
tischen Formen: 
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u, (—2(2)a,2—4(14) 2, — (4) x, 25 — (3) 2,2) 

(Ga) (m,0,0) =) 4 Us («,? — (4) x, 4%,+2(2)2, &») 
tts (8 (12) 2,?4-(4)ar5?-4(3) ay oy-+2(2) x, 244-41) 2, 2), 
(re, ((33)— 16 (124)) ar,2-4-4(44)ar,2-4-4(34)ary2¢5-+8(24) 2 2% 
° + (2(23) — 2(14)2,2,) 
(6b) (,m,u)—} +4, ((2(14)—223))r,—8(24)rr,—4(4)2,2,—(3)2,2,) 
+ us (2(1)2,?4(82(122)—2(13)),¢4 (2(23)—2(14) 2, 
+ (8) 22+ 16(12)2,2,) 





\ 


Die resultirenden Werthe sind: 


T T 
% poe % sept % apy Mas 
(7a) 
0 0 ie ur. = « u sitet u 0 
? ? RD” 2p°® ap “+ , 


Wir berechnen endlich vermége der Formel 


(mu) (Lnn,) (mnn,) = a“ ur 

die in (7) und (7a) noch unbekannte Invariante 7. Es ist: 

n= — 4(1) x, + 22,2;, 

also: 
(nnu)? = — 2u,? + 16(1) uu, 


und nach der 3. der Formeln (6): 
(Lmu) (lnn,)(mnn,) 
=u,(— 2((33)—16(124))4- 64(124))-+-u,(— 2(2(14)—2(23))—32( 14) 
+u,(—2(32(122) — 2(13))4 8(13)) 
= u, (96 (124) — 2(83)) + u, (4(23)— 36(14)) 
+ u; (12(13) —64(122)) —2 Dur; 


somit: 

_ ur =2Dur, 
oder:. ; 
(8) T = 24D?, 
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§ 6. 
Die Determinante H. 

i Ich werde nun die Quadrate und Producte je zweier der Formen 
r, s, t, also die Ausdriicke 

(I) gf, #&, 6, va, vb, ‘st 


oy) geradezu als lineare Functionen der Unterdeterminanten H;; der Deter- 
2) minante 
| (g@x)? (gox)? (etx)? | 

iy H = | (96x)? (Geox)? (6rx) | 
) (ota)? (etx)? (rrx)? | 

hinschreiben. Hierzu dienen uns die Formeln (7) des vorigen Para- 
graphen. Wir haben dem Friiheren zufolge (vgl. § 4. Formel 6a): 
(WO +926 + Yt, NO AF 6 + yt, z= gy = rl? + sm, + tn? 
und 

2ui = (gg), 
somit: 
42 = : {r? (Ulu)? + s*(mmu)? + ¢?(mnu)? + 2st(mnu)? + 2rt(nluy? 
+ 2rs(/mu)’}. 

Diese Formel combiniren wir nun durch zweimalige Ueberschiebung 
mit den im vorigen Paragraphen betrachteten in den x quadratischen 
Formen: 

(m, m, w), (m, 1, w), (Ll, m, wu). 
So kommt: 
: 2mynn(mnu) = 2Dr(rus + sug + tur), 


2nyla(nlu) = 2Ds(ru4+ sug + tur), 
2lyzmy(lmu) = 2Dt (rus + sug + tur). 


Die gesuchten Formeln sind daher: 


») : A A A 
r? = myny(mn BM), | rs = nyla(nl BN), | rt = lamy(lm BP), 
rs = MyNy(mn FA), 8? = nyly(nl FA), st = lymy(lm FA), 
“~N “~ nN 
rt = myNy(mnAB), | st = ngla(nl AB), | ¢®? = lama(lm AB). 


Ich will dieselben der Rechnung noch zuginglicher machen, indem 
ich vermége der Formeln 
Pi = myny(mn);, Pig = nyla(nl, Pis = lamy(lm); 


gewisse Hiilfsgréssen P;, einfiihre. Man hat dann aus Formel (6) des 
§ 5. zur Berechnung der P;,: 








P. Guesen. 
Py, =2(1) Hy + 4(13) Hy» + 16(14) Hyy+ (3) Hys + 16(12) Lys, 
P,, = 4 (4) H;; + (3) A,;— 2 (1) Aj;, 
P,,=— 8(11) H,, —(3) H,, — 16(12) H,, —2(1)H 
ee ee ee H,;,—(3) Hj,, 
Py»= — (4) H,, +2(2)H,,, 
sleet eh nik oat, 
P,,= ((33) — 16 (124)) H,, +4 (44) H,, +4 (34) Hy, +8 (24) Hy, 
+ (2(23)—2(14)) Ay, 
P,, = (2(14) te 6 2(23)) Hy, —8 (24) H,, —4(4) H,; — (3) Hy, 
Ps, =2(1) Hy, + (32 (122) —2(13)) Hy, + (2(23)—2(14)) Hy, 
+ (3) H,,+ 16(12)H,,, 
und hieraus die gesuchten Werthe (vgl. § 3., Formel 4): 
Dr? =6(1) P,, + 16(12) P,, + (3) Ps, 5 
Ds? =2(2) P,, +(3) Pop +3(4) Poo; 
Dt? =(3) P,, + (2 (23)+6(14)) Pps +8 (24) Psy; 
Drs=2(2) Py, +(@) Po +3(4) Py, =6(1) Pip + 16 (12) Pyy+ (3) Pyo; 
Drt=(3) P,, + (2(23)+6(14)) P,, +8 (24) Py, 
=6(1) P\, + 16(12) P,; + (3) P53; 
Dst=(3)P,, + (202 13) 4+ 6(14)) Pr + 824 Pr, 
=2(2) P,; +(3) P,, +3 (4) P,;. 


12? 


(1) 


(2) 


Absechnitt I. 
Irrationale Typik. 
§ 7. 
Einleitung. 


In den folgenden Paragraphen handelt es sich einmal um eine 
Erginzung der gewoéhnlichen Darstellungen der irrationalen Typik, 
sodann um eine Vervollstiindigung der Entwicklungen des ersten, hier 
vorangehenden Abschnitts. Einmal niimlich gebe ich explicite Formeln, 
um die hauptsichlichen Formen des Systems (S) durch die Ecken, 
bez. die Seiten des gemeinsamen Polardreiecks auszudriicken. Sodann 
aber benutze ich die so gewonnenen Resultate, um die Quadrate der 
Functionaldeterminanten (r, s, ¢) und (@, 6, t), was oben noch nicht 
geschehen war, durch die geraden Formen des Systems auszudriicken. 
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Die Kinfiihrung des Polardreiecks geschehe in der Weise, dass 
man die Determinante 
(r+As, r+As, r+ ds)’ 
gleich Null setzt und die so entstehende cubische Gleichung 
(1) (4) a3 + (3)a? + 16(12)4 + 16(11) = 0 
auflést. Ihre Wurzeln moégen 4,, 4,, 4, genannt werden. 
Constatiren wir vor allen Dingen, dass die Discriminante: 








1A, a,?|? 3 Ay +a, +as AP +4,?+4;? 
At—=|1 a, at|—a, $a, +4, APHaP+a? arparpay 
il A; A; 4? +4,?+4,? A,P+ 4,3 + 4,° at+a,!+a,!| 


-_ {(a, a a Ay) (a, — As) (as —A,)}° 


in den Coefficienten von (1) berechnet gleich ae -D wird. Hierin 
liegt der Beweis fiir die schon oben ausgesprochene Behauptung, dass 
D die Tactinvariante des Kegelschnittbiischels ist (vergl. Clebsch- 
Lindemann pag. 298). 


§ 8. 
323 Die Ecken des gemeinsamen Polardreiecks. 


Die Ecken des gemeinsamen Polardreiecks, §, 9, §, sind die Doppel- 


333 punkte der zerfallenden Kegelschnitte r+ 4;s. Man hat daher als 
Definition vou us, u,, ue die folgenden Formeln: 

33° ug? = 8(1)e + 24,6 + A,?r, 
(1) ty? = 8(1)@ + 2dy6 + A,r, 


ue? = 8(l)o + 24,6 + A,?r. 
Aus ihnen folgt durch directe Auflésung: 





8 (1) Ag = (A,Ag? — Ag”) Ug? + (Agd?—A,A5”) Uy? + (AyAQ? — A, A,?) Ue’, 
(2) 2Ao= (A,?—Ay*)ug?— (As? — Ay?) ey? + (A,? —A,”) ue, 
At= (As — Aq) ug? + (A, — Ag) Uy? + (A,—A,) ue’, 
ine sowie des Ferneren: 
ik, ‘ 
a 2A(6,t,2)—= Ujute(ngx)+ ucug(EEx) + wsun(Enz), 
Jn, (3) } S()A(z,9,%)—= A, uy ue (n§x) + Apucug(SSx)-+ A,yuguy(Eyx), 
en, 16(1) A (9, 6,2) = Ay? Uy ug (n Ex) + Ay? Wg Ug (FE x) + Ay? Ug ey (EX). 
a Aus der dritten der Formeln (2) ergiebt sich noch: 
er 
cht A3(rrt)? = GA(Eng)*, also (&f)? = A’-12(44), 


| () : 
en (Eng) —VI2H)A, 
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sodann aus Formel (1): 
Ug uyue(§ yb) = 16(1)A(o, 9,7), 


also: 
Vi2(4) 

(5) (9, 6,t) = ay Ug Uy Ug. 
§ 9, 


Die Seiten des gemeinsamen Polardreiecks. 


Um die r, s, ¢ durch die Seiten des gemeinsamen Polardreiecks 
auszudriicken, fiihre ich drei neue Formen R, S, 7’ mittelst der Glei- 
chungen ein: 


r=r/R+re°8S+r7T, / 
(1) $= 52R + 82S + 827, 
t= t2?R+ t’S +27. 
Ihre zweiten Ueberschiebungen mit @, 6, r, wz", u,?, we? haben die Werthe : 
Ri=1; R=0; RF=0; RY=—8(1); Re —8(1); RE=—8(1); 
(2) S2=0; SZ2=1; S2=0; SP—24,; S2—2d,; SL—2A,; 
P=; To’=0; Te=1; T3— 4%; Tema; Ted’. 
Man hat daher unmittelbar : 
(Enf°R=8(1){ (mgeyP+ Ex)?+ (Ene)*}, 
(3) (EnsS—= 24 Ay(mbu)*+ ap (CEx)*+ As(Enx)*}, 
(EntrT—= = {a,? (nba)? +47 (6a)? 2,2 (Enz)’} - 


Des Weiteren erhilt man den Formeln (3) des vorigen Paragraphen 
entsprechend: 


(En£)>(S,T,u) = 2 {(Agds?— A d,2) (CEx) (Ena) ug 
“+ (Ag4,2—A,4,")(Ea)(Gx)tty+(Ayay?—ApA,?) (nba)(GEx)ue} , 
(E9E)9(T, R,w)—8(1) {(a,2—A,2(CE a) (Ena) ue+(A,2—A,2) (Eqa)(nbx)emy 
+(A,2—A,2)(nbx)(EEa)ue 
(E£)°(R, S, w) = 16 (1) { (A, — Ay) (GE) (Ema) ug (A, —Ay) (Ener) (nf ar) te, 
+ (A,—A,) (nbsx) (Ea)ug} , 


(4 


— 





endlich fiir die Determinanten: 


“ (Enf)(R, 8, 7) = 16(1)A - (néx)(GE2) (Enz), 
' (R, 8, T) = jaar (nba) (662) (Ena), 


und: 


(rst) = D(RST) = seayq + (n$x)(6E2) (Ena). 
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$ 10, 
Ueber die Quadrate der Functionaldeterminanten 
(r,s, ¢), (@, 6,T). 
Um die Quadrate von (7,5, ¢), bez. (@, 6,7) zu berechnen, be- 
weise ich vermége der nunmehr entwickelten Formeln deren Identitiit 


mit den am Schlusse des § 2. betrachteten Determinanten. In der 
That hat man: 


| (rru)? (rsu)? (rtu)? | |\(R Ru)? (RSu)? (RTu)? 
| (rsu)? (ssu)? (stu)? | = D?| (RSu)? (SSu)? (ST u)? 
(tu)? (stu)? (tin)? (RTu) (STu) (TT uy? 





rei) GREW GREW) | 0 we w 
m ae | (ng gu) (fu) (fj u) - = aa 20 ug 
2 | 2 ae? 
| (ne éin) (qu) ES Im" oe? 0 
re sun Beat Ug Uy? Us? = eng Bia? mans ((esx)) 


512- pencey pea 64-128 (1)4 
- 5.8 Ae ((o ° = 


(4)°-At anpeA"((eon)) = 2 0,5, r)); 


und ganz thnlich: 


(99x) (goa)? (gtx)? | (Ex)? (Enax)? (Ebx)? 
(e6x)? (662)* (Gta)? ¥ 256 (11) A? =| (yx)? (nya)? (nEx)? 
(otax)* (Gta) (tra)? | (Ex)? (nba)? (86a)? 


=2 (nga) (SEa)* (Eqa)? = 512(11)A? (r,s, ). 
Wir haben also unmittelbar nach § 2.: 


— (44) r+ (2(34) — 16(224)) r?s — ((83) — 32(124)) rs? 


2((r,s,t)) = + (4 (23) — 12 (14)) rst 
iinet s-theiecataie calles 16(12)s¢t2 
+4(1)e, 


{__ 8 (144) 93 +. 2(34) 90?-+2(4)o3 — ((33) — 32(124)) 9? 
2((0,6,7)) =! + (4(23) — 12(14)) eer 
+ (4(13) — 32(122)) 92? —(3) 62x48 (12) 672—4(11)r°, 
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Abschnitt II. 
Rationale Typik. 
§ 11. 


Typische Darstellung von zwei Kegelschnitten und einer beliebigen 
geraden Linie. 


Wir adjungiren nunmehr den beiden Kegelschnitten @ und s eine 
beliebige gerade Linie @,, und wollen diese drei Gebilde in der Weise 
typisch darstellen, dass wir als Ecken des Coordinatendreiecks die 
Pole von @, in Bezug auf e, 6, t wihlen. Man hat dann: 


(1) Weg = Uy, Wgtg = Uy, Grr = Uy 


und es erscheinen hiernach die Coefficienten @,, @,, @, der ange- 
nommenen Geraden unmittelbar als die Invarianten 


(2) @, = @", @,=@,', @, = @,’. 

Es handelt sich jetzt darum, die drei Kegelschnitte r,s, ¢ in der 
? ? ? 

Weise darzustellen, dass méglichst niedere simultane Bildungen von 

@, s, @ bei der Darstellung benutzt werden. Zu dem Zwecke gehe 


ich von den Formeln (6) des § 2., bez. den Formeln (3) des § 5. aus. 
Es ist denselben zufolge: 


(v7, 0+2,6+2,1, %0+2,6+ 2,1, y) =Ilr?+ms,/+nt,?, 
also: 


“~N 
L(ru@)?+- m(su@)?+ n(tuo)*=(x,0+a,6+4,1, 24,0+27,6+2%,7, ua)? 
= 2 (X, te? + 2, Ue’ + 1, Uz?) (@, We? 4+-X, We? + 7, @,") 


— 2 (a, Up Gp Ly Ug Wo + 24 Ug Wy)’ 
=2(2,9+ 7,64 %,1t)@,—2u,’, 
oder: 


(3) U2’ =, (%7,90+2,6+2,17) — . (1 (rua)? + m(sua@)? + (tr @)’). 


Hier braucht man die «. nun: nur durch die Symbole von *, s, ¢ 2u 
ersetzen. So kommt: 


P= Oz (Ly 7? + 2g Pa? + Ly 72”) — ; (1 (rr@)?-+-m(rs@)?-+n (rto)’), 
S= @z(X, Sy? + 185? + 2, 8,7) — s(t (rs@)?+ m(ss@)?+n (stw)?), 
t= p(x, te? +a to? +275 t-) —+(I(rto)? + m(sto)? + n(tto)?) 


und hieraus nach den Formeln des § 1. das definitive Resultat: 
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r= @,(6(1) 2, + 16(12)a,+(3) 2) 
1 ore 
— } (80)0,2+ 0, m +(3)0,4+2(1)@,)n), 
s= @,(2(2)2, + (8) ay +3(4) a) 
1 , 6 
(4) wh (o,1-+@,m-+ ((4)o,4+2(2)@,)n) ? 
t= o,(8)x, + (2(23)-+6(14)) 2, 4+8(24) 2) 
1 ° ¢ 
— } ((B)o, +2(1)@,)1-+ ((4)@, +22) @,) m 
+ (8(24)@, —2(4) , + (3)@3)n): 
Ersetzt man in Formel (3) die « durch die Symbole a eines be- 
liebigen weiteren Kegelschnittes a,?, so erhilt man die Formel 
(4a) Az? = Wz(X, Me? + 1,de* + X47’) 
— ; (Ware)? + m(as@)*? + n(ata)?) . 
Hier treten rechter Hand im Ganzen 13 Invarianten auf: 
(5) (1), (2), (3), (4), @,, @, @3, Ay’, ao", ar’, (awr)*, (aws)*, (awt)?. 
Es ist dies genau die richtige Zahl. Denn drei beliebige Kegel- 
schnitte bringen 3-6 = 18 Constante mit sich, denen sich sodann 
noch die 3 Constante der geraden Linie @ zugesellen, wiihrend 8 Con- 
stante wegen der linearen Transformationen der Ebene in Abzug zu 
bringen sind. Die 13 Invarianten (5) sind daher von einander un- 
abhiingig. 
§ 12. 
Typische Darstellung einer Curve vierter Ordnung durch Kegelschnitt- 
biischel und gerade Linio. 


Wir wollen nunmehr eine beliebige Curve vierter Ordnung a,‘ 
auf das Coordinatensystem des vorigen Paragraphen beziehen. Aus 
der Formel (3) daselbst ergiebt sich sofort 


x? Ag? == @z(L, Ag? Ae,” + Ly Ag? Ag” + X3 Ag? Az”) 

— ; (la,2(aar)? + map? (as)? + nag? (a af)?), 
Az? Ag? = Wz (a, Ag" Ag? + Ly Mg? Ag," + %y Ag? Az") 

_ ; (laa? (ar)? + mag? (as)? + nag? (awt)’) ' 
Ae? Ay? = Oy (4, Ag? Ae? + yA? a7" + #4; dy”) 
— 5 (la2 (aor)? + maz (as)? + na? (aat)’), 


(1) 
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Gz? (Ly Ag? + Ly Aq” + Ly Az") (L, 9,? + Xylte,” + Ly Az,”) 
— @z(£,Ae? +-2,44?+ x, az) (1 (awr)’+m(aa@s)?-+n(aa t)*) 
4- ; (i(awr)? + m(a os)?-+-n(aat)?) 


. (\(a@r,)?+ m(aas,)? + n (awt,)*) ‘ 
Die 3-6 + 15 = 33 Coefficienten 


(la) a, 


(1) Ae Ai Agr AAs A? a;Ay; 


a,*, a%d, +++, as! 

erscheinen also ohne Weiteres durch folgende 28 Invarianten aus- 
gedriickt: 
(Ila) (1), @, @), (4), @, @, @, 
(II b) ye”, Gg? e", Med”, aga’, agar, a az’, 
(IIc) a?(awr)*, a?(a@s)*; a?(amt); as(a@r); a,*(aws)’; 

ag (a@t); a/(awr)*?; a(a@s)*; a?(aat); 
(Il d) (amr)? (awr,)*; (awr)*(a@s)?; (awr)* (aot); 

(a@s)? (a@s,)*;  (a@s)*(a@t)*?; (amt) (awt,)*. 

Aber nur 22 dieser Invarianten kiénnen von einander unabhingig 
sein. Denn die Curve vierter Ordnung zusammen mit den beiden 
Kegelschnitten des Biischels und der geraden Linie @ liefern 15 + 2 
-6+ 3 = 30 Constante, von denen wegen der linearen Transfor- 
mationen der Ebene noch 8 in Abzug zu bringen sind. In der That 
gelingt es nun, die sechs Invarianten (11d) als Functionen der 22 anderen 
darzustellen. Hierzu dienen die Entwickelungen des § 6. Ersetzen 
wir in der dort gegebenen Determinante H die willkiirlichen « durch 
aa, so erhalten. wir die Determinante: 

| 2a? @,—2a,? ay? @,4- Ae? @,—24,a, ay’ @,+a,? @,—2a, a, 
H=\a,? @,+ a? @,—2 a, a, 2 a,°@,—2a,? Ag? @,-+-4,? @,—2. a, a), 

lag @,-+- a7 @,—2a, a, dg? @,+-a,? @,—2 a, 4, 2a,?@,—2a,? | 
deren Unterdeterminanten (die wieder H,, genannt sein sollen) die 
folgenden Werthe haben: 

A, , = — (do? @, — a7? @,)° — 44," a7? @, — 44,7 dg? @, + 44,45 a9? @, 
+ 44,4, 4, @,, 

@) H,, = — (a, @, — ag? @,)? — 4a," ae? @, — 4a, 07? @, + 44,4, a7 @, 
+ Baza, ag? as, 

H,, = — (ag? @, — ag" @,)* — 4.4, a9? @, — 4a," ap? @, + 44, a, ay? @, 


+ 4a, a,a,’a,, 
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Hy, = — (dg? @3— Az? @,) (Ag? , — Ag? @,) — 2 Ay By Mp? y— 2 A, Ay Me? @, 
— 2, 3A," @, — 2 a, Az Aq" @, +40, 43 ag @, 
+2a,?a,’ @,-+2a,?a,*o,, 
Hy, = — (dg? @, — Ag? W) (Az? @,— Ag? @,) — 2 Ay Ay Ag? @,— 2 A, Ay Ay? @, 
(2) — 24,4, Ag? @, — 24,4, 47? @, +44, 4, a5 @, 
+2a,7? a? @,-+ 24,7 ag? @;, 
Hy. = — (ae @,— 7? @5) (ag? ©,— a7 @,) — 2A, Az 47 @, —2a,4, Ao? @, 
— 2a, 4,47 @,—2 a,a,4,? @, + 44, a,a7° @, 
+2 a,? ag? +2 a4? ae" @, , 
sich also aus den 22 ersten Invarianten (II) zusammensetzen. Aus 
diesen H;, bilde man sodann dem § 6. zufolge Gréssen P;,. Dann 


geben die Schlussformeln des § 6. gerade das hier gewiinschte Re- 
sultat. Man erhilt nimlich: 


D (ax)? (ar, @)?=6(1) P,, + 16(12) P,, + (3) Ps, 

D (as@)? (as, @)? =2 (2) Pj, + (3) Px» +3 (4) Pye, 

D(at @)*(at, @)? = (3) Py + (2 (23) +6(14)) Py +8(24) Pys, 
D (aso)? (at@)? =(3) Pyp + (2(23) + 6 (14)) Ppp +8 (24) Ppp 


(3) =2(2) Pi, +(3) Py, -+3(4) P33, 
D(ata)?(as@)? =6(1) P\y+ 16 (12) P,s+ (3) Pog 
= (3) P,, +(2(23) +6(14)) Pyy+ 8 (24) Ps, 
D(aro) (asa)? = 2(2) Py, + (3) P.,+3 (4) Py, 
=6(1) Py, + 16(12) P,,+(3) Py. 


Ich erwiihne noch den speciellen Fall, in welchem s die Polare 
von @ in Bezug auf a,‘ ist, also 


S$ = agra,” 
statthat. Es wird dann: 


(4) ag?ay?=2(2);  ag?ae? =(3); Pa? =3(4); a? (aor)! =—a,; 
g?(a@s)?=@,; de’(a@t)?—=(4) @, +2(2) a, ; 

es bleiben also von den 22 Invarianten (Ila), (IIb), (IIe) nur die 

folgenden 16 iibrig: 

(Hla) (15 (2)5 5 Ay 45 Q5 3 

(IIIb) Gig’fig,?; Ag'Ge?s Aq°Gx,7; 

(lI e) fg? (a@r)?; de*(a@s)*; do?(awt)’; 


af(a@r); ar(aws)*?; a?(awt). 


Mathematische Annalen, XIX. 
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Dieselben sind wieder von einander unabhingig. Denn von den 22 
im Allgemeinen vorhandenen unabhiingigen Invarianten sind hier, wo 
s nicht mehr willkiirlich ist, die friiher fiir s mitgezihlten 6 willkiir- 
lichen Constanten in Abzug zu bringen. 


§ 13. 
Typische Darstellung von drei Kegelschnitten. 


Es mége jetzt ausser den beiden Kegelschnitten @ und s noch 
ein dritter p = p,” gegeben sein. Drei Kegelschnitte geben in mannig- 
fachster Weise zu linearen Covarianten Anlass. Indem ich eine der- 
selben auswahle und an Stelle der in § 11. eingefiihrten geraden 
Linie @ treten lasse, ermdglicht sich eine typische Darstellung, bei 
welcher nur die Invarianten und simultanen Invarianten der drei Kegel- 
schnitte benutzt werden. 

Ich setze insbesondere 


(1) oO, = Po Pe(QT 2). 
Dann folgt aus den Formeln (4) des § 11., die ich hier noch 
einmal hersetze: 


r = @,(6(1) x, + 16(12) x, + (3) a) 
‘hes s (8(1)o,1+ @,m + ((3) @, +2(1) ,)n) , 
— ox(2(2) 2, + (3) ty + 3(4) 2) 
= ; (0, + @,m +((4 @, + 2(2) o,)n) ’ 
- = a(x, pg? + #2 Po* + ©, pr?) 
ol ; (ipo r)? + m(peas)? + n(pat)?), 


dass sich die typischen Coefficienten der Formen r, s, p unmittelbar 
durch folgende 13 Invarianten darstellen: 


(ila) | Q); @); 8; @; 

(IIb) De? Pos Pr’; 

(IIe) @, = We"; @, = We"; @, = @,"; 
(Id) (por); (pas); (pas)’. 


Hier sind die Formen (IIa) und (IIb) hinreichend einfach. Dagegen 
werde ich versuchen, die Formen (IIc) und (IId) noch auf niedere 
Bildungen zuriickzufiihren. Ich setze dabei zur Abkiirzung 


(pp u)? = u,’. 











(4) 
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Uebrigens benutze ich die Formeln des § 8. Man hat denselben 
zufolge: 


02? = (pp pe(or2)) 
(4) rn’ s+ (4) 82°97 + tp? pP— = ttn” — (4) pg ( ps ox) 
3 Ay ‘ 
” =) —ipe (pr vx) + (4)p.?@ + 2 (24) (x oa)? — = (4) (won)? 


++ (3) (ara), 





also: 

©, — (Ai pg? Pa?+ > (3) Pe? Pe? —(1) pe De? (24)ra?-+3(14)5?— (8)t,2, 

@,—= --4 (24) py," po? + 2((23)— (14)) pg? p.?+ (4) Do? po? —+ (3) po%p.? 
: 5 1 

4) + (4224) — + (84) r22-+ (4 (83) —4(124)) 542 

+ (3(14) — (23)) 4, 


= — 2(44) pg? p?-+ 4 (24) pe? De? —(4) pat pe? > (44) 1792-42 BA) 59? 





— 2 (24) é,?, 
“und 
—2(4) De’ Pe Pa? + (3) pe Pe? p?—2(1 pepe pe+- ©) Yn’ Po* 
6a) (por — rg2pP 44 (14) 52mg? + (1) tape — © (3) te py! 


+ (gy (33) — (4)(124))p., 


—(4) pg? Pg? pe? -+2 (2) pe? p.? pr — . Po® Pe? Po? + (4) rn? p,? 
(5b) (peos)—} + 5 (4) Sx” po? + 5 (4) ta? Be? + + (8) Su? pe? — (2) ta? pe? 
— 2(24) 8,2 pet (< (224) — + (34)) Pa’, 
~~ 2(44) pe? pe’ pe? + 4(24) pe? pe? pe? — 2(4) pe? pe? pi? 
+ ; (3) De? De” Pe? — (1) pr? pa? pr? 2 (44) pe? rx? 4 (14) p 7? $n? 
+2 (24) peta? + + (4) pe?ta? — + (3) pete? 


+ pa®(+ (234) — 3(144)) 
36* 
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Es lassen sich also die Invarianten (II) auf die (Ila), (IIb) und 
iibrigens die Invarianten py*, rn®, Sa’, tx? euriickfiihren, siberhaupt 
also die typischen Coefficienten von r,s, p durch folgende 11 Inva- 
rianten ausdriicken : 


(IM) - (1), (2), (3), @, Be? Po?, Be’, Da®, T°, Sn°, ty’. 


Die Kegelschnitte enthalten 3-6 = 18 Constante. Bringt man 
hier von wegen der linearen Transformationen der Ebene 8 Einheiten 
in Abzug, so bleiben noch 10 Willkiirlichkeiten. Die 11 Invarianten 
(IIl) sind also nicht von einander unabhingig, sondern es besteht 
zwischen ihnen eine Relation, die aufzustellen bleibt. 

Derselbe Umstand stellt sich im erhéhten Maasse ein, wenn 
wir noch einen vierten Kegelschnitt g,? hinzunehmen und diesen 
auf unsere typische Darstellung beziehen. Wir haben nach § 11. 
Formel (4a): 

(6) Ga” = W(X, Ge + 24a" + 2392”) 


1 ‘ A ; 

—<(I(qor)? + m(qas)? + (qot)’) 

und finden fiir die hier rechter Hand auftretenden Invarianten: 
(qar)*, (q@s)*, (qat)’ 

die folgenden Werthe: 
— 2(4) pe? qe? pa? + (3) 9? Ge? Pe? — 2(1) de? De? pr’ 

¢ 2. : 1 9 
+(4)(par) po? + 2(24) rx’ de’ — > (4) 127 qo" 
— = (3)(pqr)?p,2-+2(14)sq?q¢? — 4(14)( pqs)? pe? 


— (1) te? qe? + 2(1) (pat)?qe? + aa?(= (33) — 8(124)) 


(7a) (q@r)P? =) 





+ 6(14)(sq ex) —1a)(¢q ox), 


— (4) pe re? G2 + 2(2)pe pe ge — + pe’ pege? + (4)re ae 
1 9 f 9 9 9,2? 
— = (4)(par?pe+ (4) (pqs)"pe®’—~ (4)8a2q ?+(4) ta? ae” 


(7b) (qa@s)?= ‘ 
+(4)(p qt) py? + T (3) Sa? qx? — (2) tr? qe? — 4 (24) (pqs)? py 








+4 (84) 94?-+ 2(24) (sq ox) — 8 (4) (tq ox), 
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—2(44) peng? de? + 4 (24) pe?pe? a? — (Ape pa? ae 
+ 5 (3) Pe? pe? Ge? — (1) pe” pe? Ge? — (4) pa* De? Go? + (44) rx7Gy” 
+ (44) (p ar)? pe? — (34) (pqs)? pe? +2 (24) ra? Qe? 
(Ze) (qe@t)’=) __2(24)( par)? p2 + 2(14)s,.2q2? +2 (14) (pqs)? pe? 
— 5 (4)te? ga? + (4) (pat)? pe? + B)te ae 


+ qn ((234) —3(144)) + (34)(sq ox) — 4(24)(tg ox) 





Die typischen Coefficienten von r, s, p, q driicken sich also durch 
folgende 20 Invarianten aus: 


(IV) (1), (2), (3), (4), Pe’; Po", Px’, Pu*, Ta", Sa°, tn’, 
§ q \2 D 2 2 “Ay “A; 
(par), (pas), (pat), dn*, de, 0, dX’, (sq ox), (tq ox). 


Nun haben 4 Kegelschnitte 24 Constante und es sind also unter 
den vorstehenden Invarianten nur 24 — 8 = 16 unabhiingige. Anders 
ausgedriickt: Zwischen den 20 Invarianten (IV) bestehen 4 Relationen. 


§ 14. 
Typische Darstellung von Curve vierter Ordnung und Kegelschnitt. 
Ks sei nun endlich eine Curve vierter Ordnung a,‘ und ein 
einzelner Kegelschnitt @ vorgelegt. Wir bilden uns 
(La) Gz? de” = 8,", 
sodann das System von g und s, setzen ferner: 
(1b) a,” a, aun Be Ay? Ag? an Yx’, 
berechnen : 
(Le) De Pe(QTL) = Wy 
und verwenden nunmehr die typische Darstellung des vorigen Para- 
graphen. Dann folgt (vgl. § 12., Formel (Illa), (IIIb), (II1¢)), dass 


sich die typischen Coefficienten von a,* und g durch folgende In- 
varianten ausdriicken lassen: 


(1), (2), (3), (4), @,, 2, @s, 
(H Pe, Do = 4", Yo’, 
(per), (pes), (pat), ar)’, (gas), (gat). 


Diese selbst reduciren sich aber nach § 13., Formel (4), (5), (6), (8) 
auf folgende: 
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(1), (2), (3), (4), Pe’, Po’, Pe’; Pa’, Yx*, Sn°, tx’, (par), (pqs)’, 
re van y ( ~N y’ 
(pat), an*, ae ao, 4% (sq ox), (tegen), 
die ihrerseits wieder nach Formel (1) auf folgende zuriickkommen: 
(1)5 (2)5 (3)5_ A)§ G0? aa? aa? ae? ae? Oe, 
de’ by? (abr)?; ae be,?(abs)?; aby? (abt); ae? be (abr); 
CH) a,2b.2(abs)2s de2be?(abt)?; (abc)2az? by? c,2; (abe)2a,? bg? ces 
“—N “~S “~N AN? 
ig* by? Cz,” (se Q ab); Ag? b?? ¢z,? (e oa b) : 


Diess sind 17 Invarianten. Die Curve vierter Ordnung hat 15, der 


Kegelschnitt @ 6 Constante; von den 17 Invarianten (Il) sind daher 
nur 13 unabhingig. 


Erlangen, im Januar 1882. 
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Sur les Fonctions Uniformes qui se reproduisent par des 
Substitutions Linéaires. 


Par 
H. Poincaré a Paris. 


1. Les fonetions que je veux étudier dans cc travail ont les plus 
grandes analogies avec les fonctions elliptiques et modulaires qui n’en 


* sont que des cas particuliers. On sait quels services les transcendantes 


& deux périodes ont rendus 4 l’analyse; et on comprend que tous les 
géometres ont dd avoir Vidée qu'il y avait lieu de les généraliser. Les 
fonctions elliptiques ont pour propriété essentielle de se reproduire quand 
on augmente leur argument € de l’une des périodes. Le plan se 
trouve partagé en une infinité de parallélogrammes qui forment une 
sorte de damier dont l'ensemble ne varie pas, mais dont les cases 
se permutent quand on augmente € de l'une des périodes. 

Nous allons rechercher s’il existe une fonction uniforme F'(§) qui 
ne change pas quand on applique & € |’une des substitutions linéaires 
en nombre infini: 

Q a § =) 
Si— (6, Sra): 

Je suppose que l’indice 7 prend toutes les valeurs 0, 1, 2, --- ad 
inf. et que l’on a: ° 

a= =1, % =p =—9, a0; — Bini = tb. 

En d’autres termes je cherche, s'il y a une fonction uniforme F'(§) 
jouissant de la propriété: 

1 ( b+ 2) 
FO) =F (Gers): 

Il est clair que les substitations S; devront former un groupe et 
un groupe discontinu, cest & dire que la portion du plan ov la 
fonction F' existe, peut étre divisée en une infinité de régions 

«$+ B; 


R,, R,, ---, Ri, «++ telles que quand € parcourt Ry, yE+ 6, Pa 
t t 
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court R;. Ces diverses régions formeront comme dans le cas des 
fonctions elliptiques une sorte de damier dont l'ensemble ne variera 
pas, mais dont les cases se permuteront, quand on appliquera a £ 
Yune des substitutions S;. A chacune des substitutions S; correspond 
de la sorte une des régions F;. 


Si lon appelle points correspondants les divers points ort. la 
fonction J’ reprendra la méme valeur en deux points correspondants 
et il y aura dans chacune des régions R; un point correspondant a 
un point donné et un seul. Deux régions R seront dites limitrophes 
quand elles seront contigiies tout le long d’un are de leur périmétre. 
Les substitutions qui correspondent aux régions limitrophes de R, 
seront des substitutions fondamentales dont toutes les substitutions S; 
seront des combinaisons. Il en résulte que le groupe sera complétement 
déterminé quand on connaitra ces substitutions fondamentales et par 
conséquent quand on connaitra le polygone R, et les polygones 
limitrophes. 

2. Je vais chercher d’abord & former tous les groupes discontinus 
formés de substitutions 8; ot les coéfficients «;, B;, y;, 0; sont réels. 

Je ies appelle groupes Fuchsiens, Dans ce cas, il est aisé de voir 
que les régions R; qui forment le damier peuvent étre réduites a des 
polygones curvilignes situés tout entiers au-dessus de l’axe des quantités 
réelles (que j’appelle pour abréger X) et ayant des cdtés de deux sortes; 
ceux de la 1** sorte sont des arcs de cercle ayant leur centre sur X, 
ceux de la 2° sorte sont des segments de l’axe X lui-méme. 

Chacune des substitutions fondamentales du groupe changera le 
polygone R, en un polygone limitrophe R,, et par conséquent l'un 
des cétés de la 1*° sorte ab de R, en un autre cdté cd de ce méme 
polygone. Cela montre que les cdtés de la 1** sorte sont en nombre 
pair et se répartissent en paires de cdtés conjugués (ab, cd). Si 
a, b', ¢, d sont les quantités imaginaires conjuguées de a, b, ¢, d, 
on devra avoir: 

(1) a—a b—D e—c¢ d—-d 


sv toa ) ¢-a a—e- 








Cette condition est suffisante pour qu'il existe une substitution 
S; a coéfficients réels, qui change ab en cd; cette substitution est 
Wailleurs parfaitement déterminée. [1 resulte de la que si l’on se 
donne le polygone R, et la distribution de ses cdtés en paires, les 
substitutions fondamentales, et par conséquent le groupe lui-méme 
seront parfaitement déterminés. 

Nous avons vu qu’on ne pouvait avoir deux points correspondants 
& Vintérieur de R,; les points du périmétre, au contraire, se corre- 


~ 





spondent deux & deux, de maniére qu'un cdté corresponde a son. 
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conjugué. De plus deux ou un plus grand nombre de sommets pour- 
ront étre des points correspondants. Je dirai alors qu’ils appartiennent 
a’ un méme cycle. 

Voici une régle pratique pour former les cycles; on partira d'un sommet 
queleonque, on considérera le coté suivant (en parcourant le périmétre 
de Rt, dans un sens convenu), si ce coté est de la 1*° sorte, puis le 
coté conjugué, puis le sommet suivant, puis le cdté suivant s’il est de 
la 1° sorte, puis son conjugué, etc.; on ne sera arrété que si l’on 
arrive & un coté de la 2° sorte, auquel cas le cycle sera owvert, ou 
si l’on retombe sur le sommet qui a. servi de point de départ, auquel 
cas le cycle sera fermé. ‘Tous les sommets rencontrés de la sorte for- 
meront un cycle. 

Un cycle fermé sera de la 1° catégorie si tous ses sommets sont 
au-dessus de X et de la 2° dans le cas contraire. . 

Nous avons vu que pour déterminer un groupe Fuchsien il suffit 
de connaitre RF, et la distribution de ses cdtés en paires. On connait 
en effet les substitutions fondamentales, et on peut construire les 
polygones limitrophes de R,, puis les polygones limitrophes de ceux-ci, 
et ainsi de suite. Pour que le groupe Fuchsien existe, i! faut et il 
suffit que les polygones obtenus de la sorte recouvrent towte une partie 
du plan et ne la recouvrent qu'une fois, de maniére & former un 
damier. 

Quelles sont les conditions uécessaires et suffisantes pour qu'il en 
soit ainsi? Je les ai déterminées par des procédés empruntés a la 
géométrie non-euclidienne; j'ai montré qu’outre la condition (1), le 
polygone R, est assujetti a la condition suivante: 

La somme des angles qui correspondent aux divers sommets dun 
cycle de la 1° catégorie doit étre une partie aliquote de 2x. 

3. Pour former tous les groupes Fuchsiens, il suffira done de 
former tous les polygones Jt, qui satisfont & ces deux conditions. En 
voici quelques exemples. 

lv cas. Je suppose que R, soit un polygone de 2n cdtés de la 
le sorte dont les sommets se succédent dans l’ordre suivant: A,, A, - + + 
An, Antiy Bu, Bui, -- +» By, Ay; les cotés A, A,, A,B,; A,A;, B,Bs; - + +; 
Ac Anyi, Be Bezis ++ +3 AnAnti, BrAnzi; seront conjugués, il y aura 
alors » + 1 cycles formés respectivement des sommets: 

Ai; Ay, By; As, Bs; Ay, By; ++ -3 Any Bus Anyi. 

Le polygone R, satisfera a la condition (1) et de plus les angles 
A,, A, + B,, A; + B,, -- +, An+ Bn, Anyi seront des parties ali- 
quotes de 27. 


Si je suppose de plus que le polygone est symétrique par rapport 
& A, An41 et que cette droite est perpendiculaire & X, Ry se trouvera 
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divisé en deux polygones Ry =A, A, +++ Angi, et Ry” =A, B,B,-+-BrAnsy 
dont tous les angles seront des parties aliquotes de a. Chacun des 
polygones R; du damier se trouvera de méme divisé en deux polygones 
Rj et R;’. Le damier sera ainsi formé d’une infinité de polygones 
Rj, R;’ et de telle sorte que deux polygones limitrophes soient dérivés 
Yun de l’autre par une transformation par rayons vecteurs réciproques 
qui n’altére pas leur frontitre commune. Si on suppose en particulier 
nm = 2, on retombera sur le cas examiné par M. Schwarz au tome 75 
du Journal de Crelle. 

2¢ cas. Je suppose que les. sommets du polygone R, soient au 
nombre de 2” et que les cdtés opposés soient conjugués. Si m est 
pair, tous les sommets appartiennent au méme cycle et la somme des 
angles doit étre une partie aliquote de 2a. Si m est impair, il y a 
deux cycles formés, l’un de tous les sommets de rang impair, l’autre 
de tous les sommets de rang pair. La somme de tous les angles de 
rang pair, comme celle de tous les angles de rang impair devront 
diviser 22, 

3° cas. Ry, a 8 sommets ABCDEFGH; les cotés BC, DE, 
FG, HA sont de la 2° sorte; les cdtés AB et CD, EF et GH sont 
conjugués; tous les cycles sont owverts; un pareil polygone n'est 
assujetti & aucune condition. 

4° eas. L’un des cas particuliers les plus remarquables est celui 
ott les coéfficients des S; sont entiers, et qui a fait l’objet des savantes 
recherches de M. Klein sur les fonctions modulaires. 

4. J’ai supposé jusqu’ici que les coéfficients des S; étaient réels; 
il est facile de faire une premiére généralisation. Posons: 


« [et] 45 


ta 28 +2 Pe riS+9; 
— ef+d? ; yaa ee 
76+ 9; 
a, b, c, d étant quatre constantes imaginaires telles que: 
ad — be = 1. 
A la substitution S; correspond la substitution linéaire: 
T; = (t, t;) 


dont les coéfficients sont imaginaires. Mais de méme que les sub- 
stitutions S; conservent X et changent également en lui-méme le demi- 
plan qui est au-dessus de cet axe; de méme les substitutions 7; con- 
serveront un certain cercle qui a pour équation: 


partie imaginaire de ae == ( 


et que j’appellerai cercle fondamental. 





De plus si les substitutions §; 
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forment un groupe discontinu, il en sera de méme des substitutions 7;; 
a chacune d’elles correspondra, comme dans le cas précédent, une case d’un 
certain damier formé par des polygones R dont les cétés de la 1*¢ sorte 
sont des ares de cercle coupant orthogonalement le cercle fondamental 
et ceux de la 2° sorte sont des ares du cercle fondamental. Mais la 
surface totale de ce damier sera finie (contrairement & ce qui avait lieu 
dans le cas précédent) car elle ne recouvrira que l’intérieur du cercle 
fondamental ou une partie seulement de ce cercle. Nous conserverons 
le nom de Fuchsiens a ces groupes dont les groupes a substitutions 
réelles ne sont que des cas particuliers. 

Reste & examiner le cas le plus général, celui ot l’on ne fait 
aucune hypothése sur les substitutions S;. Dans ce cas il y a encore 
des groupes discontinus que j'ai appelés Kleinéens et dont j’ai dé- 
montré Vexistence et étudié le mode de génération par des procédés 
empruntés & la géométrie non-euclidienne & trois dimensions. Dans 
certains cas particuliers des méthodes plus simples peuvent étre em- 
ployées, mais dans le cas le plus général les conditions aux quelles 
sont assujettis les groupes Kleinéens sont trés compliquées et ne 
peuvent étre énoncées ici. Nous aurons encore un damier dont les 
cases, en nombre infini, seront des polygones limités par des arcs de 
cercle, et dont la surface totale sera en général finie. 

5. De lexistence des groupes discontinus, on pourrait sans doute 
par des procédés analogues & ceux de M. Schwarz déduire celle de 
fonctions uniformes reproduites par les substitutions de ce groupe; mais 
on n’aurait pas ainsi l’expression explicite de ces transcendantes. Aussi 
est-il préférable d’employer d’autres méthodes. Mon point de départ 
est ce fait que la série 

eee Bt 
7 (7:5 + 0;)?™ 
(od m est un entier plus grand que 1) est convergente. Je m’appuie 
sur ce que l’aire totale du damier est finie: Dans les cas particuliers 
ov cela ne serait pas, un changement linéaire convenablement choisi 
de la variable nous raménerait au cas général. La série: 


00 S4(S4) oedags 


ot H(g) est une fonction rationnelle queleonque, est convergente et 
définit une fonction uniforme de £. 
Cette fonction jouit de la propriété: 
a; €+ B; 
0 (STH) =O e+ ay 
De plus le nombre des zéros et des infinis de cette fonction intérieurs 
& R, est toujours fini, ce que j’établis par la considération de l’intégrale: 
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* 0'(8) dé 
| 0(£) 


si aucun des angles de R, n’est nul, et par un raisonnement plus com- 
pliqué dans le cas contraire. ©(€) s'appellera une fonction théta- 
fuchsienne ou thétakleinéenne selon que le groupe correspondant sera 
Fuchsien ou Kleinéen. 

Soit F(g) le quotient de deux fonctions telles que 0(€) correspon- 
dant & une méme valeur de m. Il est clair, qu’a l’intérieur de R,, 
cette fonction n’aura qu'un nombre fini de zéros et d’infinis et qu'elle 
jouira de la propriété: 

1 «$+ B; vy 
- (74 7) an 


Nous appellerons fonction Fuchsienne (ou Kleinéenne) toute fonction 
jouisant de ces deux propriétés. 

Occupons-nous d’abord des fonctions Fuchsiennes. Si le polygone 
R, u’'admet pas de cycle ouvert les fonctions © et F’ n’existeront 
qu’a Yintérieur du cercle fondamental dont la circonférence est pour 
elles une ligne singuliére essentielle. Dans certains cas _particuliers 
méme, les transcendantes n’existent pas dans tout le cercle fondamental, 
mais seulement dans un domaine limité par une infinité de circon- 
férences coupant orthogonalement le cercle fondamental. Si au con- 
traire 2, admet des cycles ouverts, les fonctions 0 et F’ existent dans 
tout le plan et leurs points singuliers sont isolés, quoique en nombre infini. 

Supposons de nouveau que f, n’admette pas de cycle ouvert. Si 
H(£) a des infinis intérieurs au cercle foudamental, la fonction © aura 
des infinis et on sera certain qu'elle n’est pas identiquement nulle. 
Mais si H(g) ne devient pas infini a |’intérieur du cercle fondamental, 
la fonction © sera holomorphe & lintérieur de ce cercle, et pourra 
méme étre identiquement nulle. Et en effet on voit aisément que toutes 
les fonctions © sans infini peuvent (pour une méme valeur de m) 
s’exprimer linéairement par un nombre fini d’entre elles. Ces relations 
linéaires, dont l’existence se démontre aisément a priori, peuvent étre 
effectivement écrites , grace & la considération de fonction auxiliaires de 
la forme: 


et) 


(2) > hd (109, ) oat Bieri 
— Oth  (y,a+8)™ 
1O+ 9; 
C'est de la méme maniére qu’on arrive a exprimer une fonction 
Fuchsienne donnée a l’aide de séries telles que © et cela d'une infinité 


de maniéres; mais je ne puis insister davantage sur ce point, cela 
m’entrainerait trop loin. 
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Passons maintenant aux fonctions Kleinéennes. Les unes existeront 
dans tout le plan et auront des points singuliers isolés; les autres 
n’existeront que dans un certain domaine. La limite de ce domaine 
nest pas une courbe analytique; la tangente en un de ses points est 
généralement déterminée, mais il n’en est pas de méme du rayon de 
courbure. 

6. Entre deux fonctions Fuchsiennes (ou Kleinéennes) F et F, 
correspondant 4 un méme groupe, il y a toujours une relation algé- 
brique; car & une valeur de F correspondent un nombre fini de valeurs 
de F’, et réciproquement. Toutes les fonctions qui correspondent a un 
méme groupe s’exprimeront donc rationnellement en fonctions de deux 
d’entre elles que j’appelle x et y et entre lesquelles il y a une relation 
algébrique a 


Quel est le genre de cette relation? La géométrie de situation permet 
aisément de le déterminer. Soit 2” le nombre des cétés de la 1* 

a ‘ n+1— . 
sorte, p célui des cycles fermés. Le genre sera: zs = P giln’y a 
pas de cycle ouvert et » — p s'il y en a. Reprenons les exemples que 
nous avons envisagés plus haut. Dans le 1 cas le genre est nul; 


: n n—1 : : ° 
dans le 2° i] est > ou —,— selon que n’est pair ou impair; dans le 
3° il est égal a 2. 

7. Nous allons voir maintenant comment les fonctions 2 et y 
définies plus haut permettent d’intégrer certaines équations linéaires 


du 2¢ ordre. Soit: 
See = . = % 
Vy = dé ’ V» = dt 


la fonction v, et v, seront des intégrales d’une équation linéaire du 
1 2 $ 1 
2° ordre de la forme: 


wv 
(4) an =v 9(%,¥), 


gy étant rationnel en x et en y; et y étant lié a a par la relation 
algébrique (3). Ici x est une fonction Fuchsienne ou Kleinéenne du 
rapport € des intégrales. Jl existe done des équations linéaires de la 
forme (4) telles que la variable indépendante soit wne fonction uniforme 
du rapport des intégrales. 

Il s’agit maintenant, étant donnée une équation de la forme (4), 
de reconnaitre si 2 est fonction Fuchsienne ou fouction Kleinéenne 
ou encore, fonction non uniforme du rapport des intégrales et dans 
les deux premiers cas, d’exprimer x 4 l'aide des séries ©. Le second 
probléme peut se résoudre & l’aide des considérations dont j'ai parlé 
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plus haut et qui permettent d’exprimer toute fonction Fuchsienne par 
les séries ©. Disons quelques mots du premier probléme. 

Les conditions auxquelles sont assujetties les coéfficients de l’équa- 
tion (4) pour que & soit fonction uniforme du rapport des intégrales 
sont trés-compliquées; voici quelle est la forme la plus simple sous 
laquelle on pourra les présenter; on pourra exprimer les coéfficients 
de Véquation (4) en fonctions trauscendantes, mais wniformes d'un 
nombre égal de paramétres auxiliaires convenablement choisis. Les 
conditions cherchées se réduiront alors & un certain nombre d’inégalités 
ou WVégalités algébriques entre les parties réelles et imaginaires de ces 
nouveaux paramétres. Je ne puis ici entrer dans plus de détails. 

8. J’ajouterai cependant quelques mots en ce qui concerne le cas 
le plus simple, celui ot l’équation (4) est de la forme: 

&v P 


—7 =~ « ——__—__ Ps 2 
sal (a —a)* (a@—b)? ..-(a—Y? 


P,, tant un polyndme de degré n en 2. 
Supposons d’abord: 


(5) ac2, B<2,---,4S2,nKCa+B+---+4—2. 


C’est le cas od les intégrales sont réguliéres, (suivant |’expression de 
M. Fuchs) dans le voisinage de chacun des points singuliers a,b,---, 1,00. 
Pour que x soit une fonction uniforme du rapport des intégrales, il 
faut d’abord que la différence des racines de chaque équation détermi- 
nante soit nulle ou soit une partie aliquote de l’unité. Mais cette con- 
dition n’est pas suffisante. Si de plus les coéfficients de P, satisfont 
i certaines inéyalités, x sera fonction Kleinéenne du rapport des in- 
tégrales, sils satisfont en outre a certaines ¢galités, x sera fonction 
Fuchsienne de ce rapport. Done, si l’on suppose remplie la condition 
relative aux équations déterminantes, il suffit pour que x soit fonction 
uniforme du rapport (€) des intégrales, que certaines quantités soient 
comprises entre certaines limites; pour que ce soit une fonction 
Fuchsienne de ce rapport €, il faut en outre que ces quantités prennent 
certaines valeurs déterminées, 

Si a est fonction Fuchsienne de z, cette fonction n’existe qu’d 
Vintérieur du cercle fondamental. Si nous supposons de plus que les 
racines de chaque équation déterminante soient égales, nous verrons 
aisément que x ne peut prendre aucune des valeurs a, J, - - -, 1, co 
quand € est intérieur au cercle fondamental. 

Supposons maintenant que les inégalités (4) cessent d’avoir lieu, 
de telle sorte que les intégrales deviennent irréguliéres. Dans ce cas, 
& pourra encore étre fonction Fuchsienne de €, mais cette fonction, 
au lieu d’exister dans tout le cercle fondamental, n’existera plus que 
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dans un domaine limité par une infinité de circonférences qui coupent 
orthogonalement ce cercle. 

9. Nous avons vu quwune fonction Fuchsienne peut s’exprimer 4 
laide de séries telles que ©; mais on en peut trouver beaucoup d’autres 
expressions. Si par exemple 2 ne peut devenir infini quand € est in- 
térieur au cercle fondamental, on pourra exprimer cette fonction par 
une série toujours convergente et ordonnée suivant les puissances, crois- 
santes de  — §, (§, étant le centre du cercle fondamental). Dans le cas 
contraire on pourra représenter x d’une infinité de maniéres comme le 
quotient de deux pareilles séries dont on pourra caleuler les coéfficients 
par récurrence. LKnfin nous pourrons encore exprimer une fonction 
Fuchsienne d’une infinité de maniéres & l'aide de séries telles que (2). 

10, J’ai démontré le théoreme suivant: 

On peut toujours construire une fonction Fuchsienne F (§) n existant 
qua Vinterieur du cercle fondamental et ne pouvant prendre a Vintérieur 
de ce cercle aucune des n + 1 valeurs données: 

yy Ag, °° +, Any. 

Le caleul numérique des constantes qui servent & construire cette 
fonction est assez long; mais si au lieu de calculer exactement ces 
constantes, on n’en prend que des valeurs approchées, on aura con- 
struit, au lieu de F’(g), une fonction Kleinéenne jouissant des mémes 
propriétés. 

Ce théoreme a une premiére conséquence importante. Soit une 
relation algébrique queleonque: 


f(a, y) = 0 
admettant comme points singuliers 
yy An, ***y An- 
Faisons-y 
a = F($) 
F(§) étant la fonction définie plus haut; tant que € sera 4 )’intérieur 
du cercle fondamental, 2 ne pourra passer par aucun des points 
singuliers; si € sort de ce cercle, # cessera d’exister. I] résulte de 
la que y est une fonction uniforme de £ qui n’existe qu’é lintérieur 
du cercle fondamental et on voit aisément que cette fonction est une 
fonction Fuchsienne. 

Done les coordonnées des points d'une courbe algébrique quelconque 
peuvent s'exprimer par des fonctions Fuchsiennes d’un méme’ parametre €. 
11. Considérons maintenant une équation linéaire quelconque: 

n n—2 n—3 
(6) = + Pr a + Pr-s a +---+P, hd + Pw=0. 
Je suppose que les P soient des fonctions rationnelles de deux variables 
z et y liées entre elles par une relation algébrique: 
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(7) f(s y) =0 


et qu’on ait fait disparaitre le coéfficient de ; 
; tf 


ly ° : 
ce qui est toujours 
a 


possible. Soient: 
My, Aq,°°*, On 
les points singuliers de |’équation (7) et les infinis des P. Faisons, 
comme dans le paragraphe précédent: 
x = F(§). 

On démontrerait par un raisonnement tout semblable & celui qui 
précéde que les n intégrales de |’équation (6) sont des fonctions g, (§), 
@.(&),---, Pn(€) uniformes en § et n’existant qu’d Vintérieur du cercle 
fondamental. Ces fonctions, comme J’(£) d’ailleurs, peuvent s’exprimer 
par des séries toujours convergentes ordonnées suivant les puissances 
de € — § et dont les coéfficients se caleulent par récurrence. 

12. Je dis que fonctions: 


-; (f), 9, (8), ke 9 (§) 


sont des fonctions zétafuchsiennes, si elles sont uniformes et si elles 
jouissent de la propriété: 


8) (TEN) Amt ot +Aagal). 


Les A sont des constantes dont le déterminant est l’unité, et les sub- 
«f+ B; 


stitutions (¢, = ) sont toutes celles d’un groupe fuchsien G. 


Les substitutions linéaires 


yi = Asay, + Adat, +++ + Ana yn 
devront évidemment former un groupe H isomorphe a G. 

Les fonctions @,, 9.,°°*,; Pa du paragraphe précédent sont 
évidemment des fonctions zétafuchsiennes, ce qui me permet d’énoncer 
le résultat suivant: 

Toute équation différentielle linéaire a coéfficients algébriques est 
intégrable par les fonctions fuchsiennes et zétafuchsiennes. 

Mais le procédé indiqué au paragraphe précédent n’est pas unique; 
au lieu de substituer F’(g) & la place de x dans l’équation (6) on aurait 
pu substituer une infinité Pautres fonctions fuchsiennes et on aurait 
également ojtenu pour les intégrales un systeme de fonctions zéta- 
fuchsiennes. On aurait pu aussi substituer 4 la place de « une in- 
finité de fonctions Kleinéennes, et les intégrales auraient été des fone- 
tions zétakleinéennes, formées avec un groupe Kleinéen comme les 
fonctions zétafuchsiennes le sont avec un groupe Fuchsien. Le nombre 
des integrations de ]|’équation (6) a l'aide des transeendantes nouvelles 
est done infini. 
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13. Nous ne pourrons dire toutefois que nous avons intégré 
Péquation (6) que quand nous aurons donné une expression explicite 
des fonctions g,, 9,,°-+, Pn} nous en avons une déja, il est vrai, 
sous la forme de séries toujours convergentes et ordonnées suivant les 
puissances de €— £,; ou bien encore sous la forme d’un quotient de 
deux pareilles séries. Mais on peut en donner une expression différente 


analogue & celle des fonctions Fuchsiennes a l’aide des séries 0. 
Soient (en reprenant les constantes A du paragraphe précédent) 


i i i 
M1,2,; G2,a, ** %, Ana 
les mineurs du déterminant des A‘. 
Cela posé, je considére les groupes G et H comme données, et 


j‘éivisage » fonctions rationnelles de ¢, H,(&), H,(),---, H,,(§). Je 
forme les ” séries : 


® GO Dla Mera) teeth Gera) + 


paw Hal ETE) | t+ ay. 


Ces séries sont convergentes pourvu que m soit assez grand. Elles 
jouissent de la propriété: 


rg ba 2, (§) +Ab.2 Do (6) +o» + An. On (6) (218 + 4). 


Les ” fonctions: 

(8: 

O(f) 
od O(£) est la série du paragraphe (5), sont des fonetions zétafuchsiennes 
et si l’on considérait un systéme quelconque de fonctions zétafuchsiennes, 
on verrait que ces fonctions peuvent toujours s’exprimer rationnellement 
par un certain nombre de séries de la forme O(§) et de séries de la 
forme (9). 

14. Je n’ai pu donner ici les démonstrations de ces théoremes, 
je n’ai pu qu’énoncer des résultats en supprimant tous les raisonne- 
ments intermédiaires que je publierai prochainement dans un travail 
de longue haleine. L’énoncé des résultats eux-mémes n’a pu étre 
complet, je prie le lecteur de vouloir bien m’excuser. ® 

Je ne parlerai pas ici des applications des fonctions fuchsiennes a 
Varithmétique, et au calcul des intégrales abéliennes de 1°"* espece et 
je me bornerai 4 résumer en ces quelques lignes les résultats de ce travail: 

Si Von envisage une équation différentielle linéaire a coéfficients 
algébriques, on peut exprimer la variable indépendante et les integrales 
en fonctions uniformes @un méme parametre €. 

Mathematische Annalen. XIX. 37 
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Ces fonctions uniformes peuvent d'une infinité de maniéres s’exprimer 
rationnellement par un certain nombre de séries a cotfficients entiers ou 
rationnels*), 


Paris, 17, Décembre 1881. 

*) Die vorstehend abgedruckte Arbeit des Herrn Poincaré resumirt gewisse 
Resultate, welche der Verfasser in einer Reihe aufeinanderfolgender Artikel in 
den Comptes Rendus dieses Jahres mitgetheilt hat. Es wird kaum nithig sein, 
dieselben der Beachtung der Mathematiker noch besonders zu empfehlen. Handelt 
es sich doch um Functionen, welche geeignet scheinen, in der Lehre von den 
algebraischen Irrationalitiiten den Abel’schen Functionen erfolgreiche Concurrenz 
zu machen, und die iiberdies einen ganz neuen Ejinblick in diejenigen Abhiingig- 
keiten gewiihren, welche durch lineare Differentialgleichungen mit algebraischen 
Coéfficienten bestimmt sind. Indem ich Herrn Poincaré im Namen der Annalen- 
redaction den besonderen Dank dafiir ausspreche, dass er uns vorstehenden Auf- 
satz hat iiberlassen wollen, glaube ich ihm nur in dem Punkte entgegentreten 
zu sollen, dass ich die von ihm vorgeschlagene Benennung der in Betracht kom- 
menden Functionen als verfriiht bezeichne. Einmal niimlich bewegen sich alle die 
Untersuchungen, welche Hr. Schwarz und ich in der betreftenden Richtung bislang 
veréffentlicht haben, auf dem Gebiete der ,,fonctions fuchsiennes“, iiber die 
Hr, Fuchs selbst nirgends publicirt hat. Andererseits habe ich tiber die allge- 
meineren Functionen, welche Hr. Poincaré mit meinem Namen in Verbindung 
bringt, von mir aus bisher nichts drucken lassen; ich habe nur gelegentlich Herrn 
Poincaré auf die Existenz dieser Functionen aufmerksam gemacht (siehe Comptes 
Rendus 1881, I, p. 1484). Letzterer Umstand ist aber um so irrelevanter, als sich ein 
specieller Fall jener allgemeineren Functionen bereits anderwiirts bei Gelegenheit 
in Betracht gezogen findet, niimlich in der Arbeit von Hrn, Schottky im 83ten 
Bande von Borchardt’s Journal. Es werden dort (pag. 346 ff.) Functionen be- 
sprochen, welche sich symmetrisch reproduciren, wenn man einen ebenen Bereich, 
der von lauter getrennten Kreislinien begrenzt ist, an eben diesen Kreislinien 
spiegelt. Uebrigens méchte ich auch auf die Dyck’schen Arbeiten im 17*" und 
18" Bande dieser Annalen sowie insbesondere auf dessen demniichst (in Bd. XX) 
erscheinende Habilitationsschrift verweisen, wo Gebietseintheilungen der allge- 
meinsten hier in Betracht kommen Art zu gruppentheoretischen Zwecken verwandt 
werden. — Vielleicht ist es gut, diesen kleinen Bemerkungen noch eine allge- 
meinere zuzugesellen und bei vorliegender Gelegenheit zu constatiren, dass alle die 
hier in Frage kommenden Untersuchungen, und zwar sowohl diejenigen, welche 
ein geometrisches Gepriige besitzen, als auch die mehr analytischen, die sich 
auf die Lisungen linearer Differentialgleichungen beziehen, auf Riemann’sche 
Ideenbildungen zuriickgehen. Der Zusammenhang ist ein so enger, dass man be- 
haupten kann, es handele sich bei Untersuchungen im Sinne des Hrn. Poincaré 
geradezu um die weitere Durchfiihrung des allgemeinen functionentheoretischen 
Programm’s, welches Riemann in seiner Doctordissertation aufgestellt hat. 


Leipzig, den 30, December 1881. 


F. Klein. 
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Ueber eindeutige Functionen mit linearen Transformationen 
in sich. 


Von 


Ferax Kiem in Leipzig. 


Im Anschlusse an die vorstehende Note des Hrn. Poincaré will 
ich einige Sitze verdffentlichen, welche sich auf demselben Gebiete 
bewegen und der Aufmerksamkeit der Mathematiker nicht unwerth 
erscheinen. Allerdings muss ich gestehen, dass ich den Haupisatz 
bislang nur durch gewissermassen irregulire Methoden bewiesen habe. 
Hoffentlich gelingt es mir, dieselben zu ordnen und vollig durchsichtig 
zu gestalten, und werde ich dieselben dann in ausgearbeiteter Form 
dem Publicum unterbreiten. 

Sei eine Riemann’sche Fliche gegeben, deren p ich, um nicht 
immer der Ausualmestellung der niedersten Kalle gedenken zu miissen, 
grésser als Eins voraussetzen will. So ziehe ich auf derselben irgend 
p sich selbst und einander nicht schneidende Riickkehrschnitte <A, , 
A,,-++,A,. Ich betrachte sodann solche auf der Fliche existirende 
complexe Functionen des Ortes*), §, welche nirgendwo verzweigt sind, 
auch nirgendwo Kreuzungspunkte besitzen; und die sich nach Durch- 
laufung eines beliebigen auf der Fliche construirbaren geschlossenen 





‘ ‘ w& +B , , 
Weges linear (also in der Form 73 TF) reproduciren. Man zeigt 


leicht, dass es, von linearen Substitutionen abgesehen, denen man das 
einzelne € unterwerfen mag, allemal genau oo*”—3 derartige Functionen 
§ giebt. Ich sage nun, dass unter diesen — immer eine und nur eine 
ausgezeichnete Function y existirt, welche von unserer zerschnittenen Fliiche 
eime besonders einfache Abbildung liefert. Um nicht durch den Werth 
n= co behindert zu sein, will ich mir die complexen Werthe von 4 
auf einer Kugel gedeutet denken. Dann iiberdeckt auf der y-Kugel 
das Bild unserer zerschnittenen Riemann’ schen Fliiche einen 2p-fach 


*) Wegen dieser Redeweise und den sonstigen im Texte zu Grunde gelegten 
Anschauungen vergl. meine neuerdings erschienene Schrift: Ueber Riemann’s 
Theorie der algebraischen Functionen und ihrer Integrale, Leipzig, B. G, Teubner, 1882. 
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566 F. Kiem. 
zusammenhiingenden, iiberall einfach ausgebreiteten Flichentheil. — Dieser 
Flachentheil hat den verschiedenen Ufern der Riickkehrschnitte A,, 
A,,--+,A, entsprechend natiirlich 2p Randcurven; ich will dieselben 
resp. mit A,’, A,,---, Ap und A,”, A,”,+--+, A, bezeichnen. 

Alles Folgende ist nun eine einfache Consequenz aus dem hiermit 
gegebenen Hauptsatze. 

Zuniichst ist deutlich, dass jede Randcurve A; aus der zugehdrigen 
A; durch eine lineare Substitution von 4 hervorgeht. Wendet man 
diese Substitution, im positiven oder negativen Sinne, auf unsere Ab- 
bildung an, so legt sich ein zweiter Bereich, der die analytische Fort- 
setzung des ersten ist, neben diesen. Die beiden Bereiche haben die 
Randeurve A; (oder A;’) gemein, aber collidiren iibrigens in keiner 
Weise. Die umnendlich vielen analytischen Fortsetewngen unserer Ab- 
bildung iiberdecken also die y-Kugel nirgends mehrfach. Je weiter man 
sie vervielfiltigt, um so mehr nihern sie sich gewissen in unendlicher 
Zahl vorhandenen singuliiren Punkten, welche sie indess niemals 
wirklich erreichen. 

Es folgtalso: Von den singuliéren Werthen y abgesehen entspricht jedem 
n ein und nur cin Punkt unserer Riemann’ schen Fliiche. Oder, indem 
wir zu den algebraischen Gleichungen iibergehen, welche durch die 
Riemann’sche Fliche definirt werden: Ist {(w, 2) = 0 irgend eine 
algebraische Gleichung, die zu unserer Fliiche gehirt, so lassen sich w 
und z als solche eindeutige Functionen von y darstellen, welche sich bei 
den linearen Substitutionen, die  erfihrt, ungedndert reproduciren. 
Umgekehrt, wenn wir von dem Fundamentalbereiche auf der »-Kugel 
und den zugehérigen linearen Substitutionen ausgehen und wir con- 
struiren irgend zwei eindeutige Functionen w und ¢ von , die sich 
bei diesen Substitutionen reproduciren, und die innerhalb des Funda- 
mentalbereiches nirgendwo eine wesentlich singulire Stelle besitzen, 
so besteht zwischen w und gz eine algebraische Gleichung, von deren 
zweckmiissig zerschnittener Riemann’scher Fliiche der Fundamental- 
bereich eine conforme Abbildung liefert. 

Nun erwachsen aber die linearen Transformationen, denen » unter- 
worfen wird, durch Combination und Wiederholung aus den p linearen 
Substitutionen, welche die A; in die A;’ iiberftthren. Diese ,,erzeugen- 
den“ Substitutionen sind durch die Gestalt des Fundamentalbereiches 
an gewisse Ungleichheiten gebunden, aber iibrigens unabhingig. Sie 
enthalten also 3p veriinderliche Parameter, von denen aber, da 9 von 


vorneherein durch ein beliebiges qitt ersetzt werden kann, drei als 
unwesentlich in Abzug kommen. Wir werden also zu einer Darstellung 
siimmtlicher Gleichungen f(w, 2) =O von gegebenem p gefiihrt, welche 
genau so viele wesentliche Constanten enthdlt, als nach der Riemann’schen 
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Theorie Moduln vorhanden sind. Und es ist also eine Methode ge- 


eser 
A, wiesen, um alle Gleichungen, welche zu einem gegebenen p gehdren, 
lben in independenter Weise aufzustellen. 


Ich wiinsche nun, wie ich es in meiner Schrift that*), die Auf- 
merksamkeit insbesondere auf solche Riemann’sche Flichen, be- 


= ziehungsweise Gleichungen zu lenken, welche durch eindeutige Opera- 
, tionen, mégen dieselben nun directe oder inverse (symmetrische) sein, 
belt in sich tibergehen. Die Anzahl derselben sei N. Man zeigt, dass y 
_— einer jeden solchen Operation entsprechend lineare Umformungen erfihrt, 
a und dass also in einem solchen Falle die Gruppe der y-Substitutionen, 
, welche wir seither betrachteten, als ausgezeichnete Untergruppe vom Index 
A die N in einer wumfassenderen Gruppe linearer Substitutionen enthalten ist ; — 
— ein Satz der sofort umgekehrt werden kann. 
& Unter den so ausgezeichneten Fliichen will ich diejenigen noch 
— niher discutiren, welche symmetrisch sind. Es lassen sich dieselben, 
cher wie ich |. c. ausfiihrte, durch den Umstand charakterisiren, dass unter 
mole den zu ihnen gehdrigen algebraischen Gleichungen f(w, 2) = 0 solche 
sind, welche durchaus reelle Coefficienten besitzen. Als Curve gedeutet 
re mdge ein solches f 4 reelle Ziige aufweisen. Dann hat die Rie- 
ee mann’sche Fliche, wie ich mich ausdriickte, 4 Uebergangscurven. Und 
fe zwar hat man nach dem Werthe von 4 und der Lage der Uebergangs- 
Ah w curven gegeneinander =a Flichenarten zu unterscheiden, die 


. bei sich in zwei Hauptclassen einordnen**). Bei den Flichen der ersten 


abe Classe kann 4 nach Belieben 0, 1, ---,p sein; die Uebergangscurven 


ugel miissen aber so liegen, dass die Fliche, liings derselben zerschnitten, 
— noch nicht in Stiicke zerfiillt. Bei den Flichen der anderen Classe 
sich _ tritt ein solches Zerfallen ein; es ist tiberdiess 0 << 4<p-+ 1 und 
nda- die Differenz p — 4 eine ungerade Zahl. 
zen, Beziiglich dieser symmetrischen lichen besteht nun zuniichst der 
meee allgemeine Satz, dass den 4 Uebergangscurven auf der y-Kugel allemal 
ntal- Kreise entsprechen. Dann aber kann man mit Leichtigkeit angeben, 
wie man den Fundamentalbereich auf der y-Kugel auszuwihlen hat, 
nter- um jede symmetrische Fliche wenigstens einmal zu erhalten. 
ae Zu dem Zwecke betrachten wir zuniichst eine symmetrische Fliche 
—™ der ersten Classe, und verlegen auf ihr 4 von den p Riickkehrschnitten 
ches in die 4 Uebergangscurven, wiihrend wir die iibrigen p— A, was 
Sie immer moglich ist, sich selbst symmetrisch wihlen. Dann kann man 
von 


dem Fundamentalbereiche auf der y-Kugel eine solche Lage geben, dass 
i als er in Bezug auf den Kugelmittelpunkt sich selbst symmetrisch (also 
»diametral symmetrisch*) ist. Die beiden Randeurven, welche dem- 


lung neon 
elche *) Cf, pag. 71 ff. 
chen **) Vergl, auch diesen Annalenband, pag. 159, 160. 
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selben Riickkehrschnitte A; entsprechen, sind selbst diametral. Und 
zwar entsprechen sich auf diesen beiden Randcurven im Falle der 4 
Uebergangscurven die diametralen Punkte, wahrend auf den tibrigen 
Randcurvenpaaren die zusammengehorigen Punkte gegen die diametrale 
Lage um 180° gedreht erscheinen. — Das Wichtige ist nun die evidente 
Bemerkung, dass riickwirts ein so auf der 7-Kugel construirter Bereich 
auch nothwendig zu einer symmetrischen Riemann’ schen Fliche der 
ersten Classe mit 4 Uebergangscurven Anlass giebt: — 

Bei der zweiten Classe symmetrischer Flichen verfahre ich in der 
Weise, dass ich nur (A — 1) der Riickkehrschnitte A,,---, A, mit 
ebensovielen Uebergangscurven zusammenfallen lasse, und die iibrigen 
(p — 4+ 1) Riickkehrschnitte zu symmetrischen Paaren ordne. Man 
kann dann der Abbildung auf der n-Kugel eine solche Gestalt ertheilen, dass 
sie in Bezug auf einen Meridian, der ganz im Inneren der Abbildung 
verliiuft, symmetrisch ausfillt. Dieser Meridian repriisentirt diejenige 
Uebergangscurve unserer Riemann’ schen Fiche, welche nicht als Riick- 
kehrschnitt benutzt wurde. Den iibrigen (4 — 1) Uebergangscurven ent- 
sprechen dann auf der y-Kugel je zwei zu diesem Meridiane symmetrische 
Kreise, deren symmetrische Punkte zusammengehéren. Die iibrigen 
2(p — 4-+ 1) Randcurven des Bildes aber treten zu je 2 in der Art 
zu Paaren zusammen, dass immer zwei Paare und auch die Zuord- 
nungen, vermége deren die Curven im Paare verbunden sind, zu 
einander in Bezug auf den Meridian symmetrisch sind. — Auch hier 
wieder gilt die oben bemerkte wichtige, aber evidente Umkehrung. — 

Unter den letztgenannten Abbildungen ist augenscheinlich diejenige 
besonders einfach, welche 4 = (p-+ 1) entspricht. Es liisst sich als- 
dann die ganze auf der y-Kugel in Betracht zu ziehende Figur durch 
symmetrische Reproduction eines Ausgangsbereiches gewinnen, der von 
irgend (p + 1) sich nicht schneidenden Kreisen begrenzt wird. Diess 
ist eben diejenige Figur, welche Hr. Schottky, wie ich in meiner 
Schlussbemerkung zu Hrn. Poincaré’s Note hervorgehoben habe, 
gelegentlich in Betracht gezogen hat, allerdings ohne ihre principielle 
Wichtigkeit zu betonen. 


Leipzig, den 12. Januar 1882. 
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Sur un théoreme relatif aux surfaces pour lesquelles les 
coordonnées d’un point quelconque s’expriment par des fone- 
tions abéliennes de deux paramétres. 


Par 


Emite Picarp a Paris. 


(1) On sait que Clebsch a étendu aux surfaces algébriques la 
notion de genre si importante dans la théorie des courbes planes 
(Comptes rendus, décembre 1868) et cette étude a fait depuis l'objet 
des travaux de plusieurs géométres, parmi lesquels je citerai M. Nother 
(Mathematische Annalen). Je considérerai seulement ici des surfaces 
n'ayant d’autre singularité que des courbes doubles et je supposerai 
de plus qu’en tous les points de la courbe double, les deux plans 
tangents 4 la surface sont distincts. Je rappelle que le genre d’une 
surface d’ordre n est, d’apres Clebsch, le nombre des coéfficients 
restant arbitraires dans une surface d’ordre m — 4, passant par la 
courbe double. 

Considérons une surface n’ayant d’autre singularité que celles qui 
ont été indiquées et telle que les coordonnées d’un quelconque de ses 
points puissent s’exprimer par des fonctions abéliennes de deux para- 
metres a et B. L’objet de cette étude est de montrer que le genre 
dune telle surface est au plus égal a Vunité*): c'est, on le voit, une 
proposition toute semblable & un théoreme bien connu dans la theorie 
des courbes planes. Nous suivrons la méme marche dans la dé- 
monstration, aussi m’arréterai-je tout d’abord sur la proposition relative 
aux courbes planes et qui peut s’énoncer ainsi: si les coordonnées d’un 
point quelconque d’une courbe plane irréductible de degré m 


peuvent s’exprimer par des fonctions doublement périodiques d’un 
paramétre z, le genre de la courbe ne peut étre supérieur a l’unité. 





*) Cf. Comptes Rendus de l’Académie des Sciences, 1881, I, p, 1495 ff. 
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Nous supposerons, comme on le fait souvent dans la théorie des 
fonctions abéliennes, que l’équation (1) contienne un terme de degré 


m par rapport a y, et que le rapport £ ait m valeurs finies et distinctes 
pour 2 infini. 

; f(a, y) da 

Soit Fy (a, Y} 

tive & Véquation (1). 

J’envisage l’expression 


une intégrale abélienne de premiere espéce rela- 


" da 
f(a, y) dz 
(2) ape ehieeren 
F, (#9) 
qui est manifestement, comme a et y, une fonction doublement 
périodique de z, mais nous allons voir quelle n’a pas de poles et 
quelle se réduit par suite 4 une constante. 
Examinons d’abord ce qu'elle devient pour un pole z= a de zg. 
Dans le voisinage de z = oo, on aura, puisque lintégrale est de 
premiere espéce 


raw _ ?Ce) 
’ 


i (x, y) be a al” 
1 , oe 2 ; : 
P ( = ) représentant une série ordonnée suivant les puissances 


‘ 1 ome , 
croissantes de = et prenant une valeur différente de zéro pour x= 00; 


m est un entier égal ou supérieur & deux. Si maintenant » désigne 
le degré de multiplicité du pdle de a; on aura 


f(a, y) (2 


KF; aw _— ial a)" n P(z aa a), 


P(z—«a) représentant d'une maniére générale une série ordonnée 
suivant les puissances croissantes de 2 — a, et par suite 


dx 


f(x, ¥) ay 


=e a (2 als q)=—Ne-1 P(e —_ a). 
Fi, (x,y) 


Or on a certainement 

(m—1)n>1, 
puisque ” n’est pas nul et que m> 2. Par suite l’expression (2) a une 
valeur finie pour z = a. 

Soit maintenant z, une valeur de z, telle que la valeur corre- 
spondante z, de «x soit un point critique de la fonction algébrique 
de x, définie par l’équation (1) et désignons par y, la valeur de y 
pour ¢=42,. A une valeur de z voisine de z, correspondent une valeur 
de x et une valeur de y. Supposons que cette derniére fasse partie 
dun certain systéme circulaire de racines de l’équation (1), relatif au 
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point critique x, et soit p le degré de ce systéme circulaire. Je suppose 
que ce degré soit réduit autant que possible, c’est & dire que ce ne 
puisse étre qu’aprés un nombre de tours égal & p ou & un multiple 
de p de la variable x autour de x, que la fonction algébrique y reprenne 
la méme valeur. I] est facile de voir que, dans ces conditions, z= 4, 
devra étre une racine de |’équation «= 2, avec un degré de multi- 
plicité égal & un multiple Ap de p (A>1). En effet soit q ce degré 
de multiplicité; 2 ayant tourné une fois autour de 2, x a tourné q 
fois autour de x, et y a nécessairement repris la méme valeur; donc 
q = Ap. 
On a nécessairement d’ailleurs dans le voisinage de 7 = 2 
Jaf. aa 
FY (&y) g@* 
(w—2q) * 
M(x) prenant une valeur finie et différente de zéro pour 2 = a, et 
lentier positif ou négatif q satisfaisant a linégalité q < p. 
(x — a ) contenant d’autre part. en facteur (2 — 4)”, on aura: 


d 
f(x, y) > 
= (2 — £)(?-9-1 P, 


FS (ey) 
P prenant une valeur finie et différente de zéro pour ¢ = 4. Mais 
on a 
A(p — 9) 21, 
puisque p — g > O et que l’entier 2 est au moins égal a l’'unité. Par 
suite expression (2) garde une valeur finie pour ¢ = 4. 


Il est done établi que pour toute valeur finie de z, expression 
(2) a une valeur finie parfaitement déterminée. Cette expression, étant 
@ailleurs une fonction doublement périodique, se réduit & une constante. 
Ceci posé, supposons que le genre de |’équation (I) soit supérieur 
a un, il existera au moins une seconde intégrale de premiere espéce, soit: 


ti , y) dx 
By (&; y) 


dx 
fi(a, y) — 


. 


et expression se réduira aussi & une constante. 


(x, y) 
2, Y) 
missible, car il ne peut exister deux relations distinctes entre x et y. 

(II) Nous allons suivre une marche toute semblable pour dé- 
montrer le théoreéme précédemment énoncé. Au lieu d’employer les 
coordonnées ordinaires x, y, 2 pour un point de la surface, prenons 
les coordonnées homogenes 2, y, 2, t, et soit alors 


serait donc aussi constant: conclusion inad- 





tent 
Le quotient r 
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f(@, y, 2,t) =0 
léquation de la surface. Nous pouvons supposer que 2, y, 2, ¢ sont 
des fonctions uniformes et continues des paramétres @ et B 

«= P,(a, 8), y= P,(a, 8), 2= Pia, 8), t= P(e, B) 


et se reproduisant comme les fonctions © 4 un facteur exponentiel 

prés (le méme pour toutes) par l’addition 4 @ et B de périodes corre- 

spondantes. Il pourra arriver que pour des systemes de valeurs (a, b), 
> 





un ou plusieurs des rapports Pp. soient indéterminés, mais ces couples 
j 


de valeurs (a, b) seront en nombre limité, abstraction faite, bien 
entendu, de multiples des périodes. Ceci revient & dire que pour une 
fonction abélienne de deux variables @ et 6, il y a seulement un 
nombre limité de couples de valeurs de @ et B (en faisant abstraction 
de multiples des périodes), pour lesquelles la fonction est indéterminée, 
Nous pouvons de plus supposer que les quatre fonctions P ne s’annulent 
simultanément que pour un nombre limité de couples de valeurs des 
variables. Cette derniére supposition, dont la justification présente 
quelques longueurs, n’est d’ailleurs pas indispensable pour notre objet; 
arrétons nous simplement sur ce point que pour toute valeur (a, {,) 
de « et B, ne coincidant pas avec un systeéme de valeurs (a, b), et 
annulant les quatre quantités P, on peut choisir trois des quantités P 
de telle maniére que leur quotient par la quatrieme aient pour a = a, 
6B = B, des valeurs finies, parfaitement déterminées. Tout d’abord il 
est clair que ces quotients auront des valeurs parfaitement déterminées, 
puisque le couple (@,, B,) ne coincide pas avec un couple (a, b) d’indé- 
termination. II] s’agit seulement de voir qu’en prenant convenablement 
une des quantités P et divisant par elle les trois autres, les quotients 
ont une valeur finie. Or toute quantité P peut se mettre sous la 
forme = 


Pa(a — a, B—B,) + Pays (@ —@,, B—B,)+--- 


les m étant des polynomes homogenes en « — a, et B — B,, dordres 
marqués par lindice. Or prenons pour polynome diviseur celui pour 
lequel le premier indice m est le plus petit possible: il pourra y en 
avoir plusieurs pour lesquels aura la méme valeur minima, on prendra 
Yun quelconque d’entre eux; il est clair que de cette maniére, chacun 
des quotients aura une valeur finie. 

Ces préliminaires posés, soit maintenant 


Q(x, y,2,t) =0, 


une surface d’ordre (n — 4) passant par la courbe double de la sur- 
face, jenvisage |’expression: 











| 
des 1 
prod 
par 
const 


déno 
él n—1 
aun 
par 
péric 
anal 
une 


vale 
pas 

ce | 
évid 
Yon 


dor 






sont 


tion 
née, 
lent 
dies 
ente 
jet; 
1B,) 
, et 
is P 
= Gy 
‘d il 
es, 
ndé- 
nent 
euts 
s la 


dres 
our 
r en 
idra 
cun 


sur- 








Sur les fonctions abéliennes. 


“2 Yy t 
da dy at 
Q (a, y, a, t) Oa Oa Oa | 
bu by at | 
me: ee ae Re 
(w) = Fe, y, #1) 


I] est aisé de voir que c’est une fonction quadruplement périodique 
des variables « et 6. En effet chacune des fonctious «, y, z,¢ se re- 
produit, par l’addition & @ et B de multiples des périodes, multiplié 
par une expression de la forme e4*+4?+¢, ot A, B et C sont des 
constantes. 

Done Q(#, y, 2,4) se reproduit multiplié par e-4)(4¢+4e+°), le 
dénominateur qui est de degré (wm —1) se reproduit multiplié par 
e™-1)(4a+86+C), i) reste & considérer le déterminant entrant en facteur 
au numérateur; on reconnaitra sans peine qu'il se reproduit multiplié 
par e(4¢+46+° et par conséquent l’expression (uw) est quadruplement 
périodique. Nous allons montrer que cette fonction, comme |’expression 
analogue rencontrée plus haut pour les courbes planes, se réduit a 
une constante, 

(III) Considérons d’abord un systéme de valeurs (@, 8), non équi- 
valent 4 un systéme (a, b) précédemment défini, et de plus ne donnant 
pas un point de la courbe double; je dis que Vexpression («) a dans 
ce cas une valeur finie parfaitement déterminée. La proposition est 
évidente si ou n’a pas pour ces valeurs f, = 0, mais remarquons que 
Yon a: 

tfe+ yfyt ef + thi =9, 
O% pr OY pr 02 p Ot 
Fa fs + Ad fy + jaf + ee Ht =0, 
OZ p> OY er 02 pr Ot py 
apf +R fs + fs + ap ft =0,. 


dow V’on conclut: 





y 8 t | = x t @ y 
dy dz at | | dz Ot du | ot da oY 
Oa Ou Ga | | @w @a Ga da Oa Oa 
dy 02 Ot | | 02 ot Ou Ot ox oy 
06 06 06 | | 06 06 06 | _ | 0B 0B 0B 
Ay * i i 

. 2 #4 

be dy Os 

Oa da Ca 

Ox Oy 02 


_ | 08 of oe | . 
fi ; 
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or (a, 6) ne donnant pas par hypothése un point de la courbe double, 
les quatre dénominateurs précédents ne seront pas nuls, et la propo- 
sition est dés lors établie. Ceci suppose que le couple (a, 8) n’annule 
pas les quatre quantités P; mais c’est li une difficulté qui se leve 
aisément. Nous pouvons supposer, comme nous |’avons montré, que 
. , ¥; + aient en (@, 6) des valeurs finies, parfaitement déter- 
minées. Si nous revenous, pour un instant, aux coordonnées ordi- 
naires 2, y, 2, admettons que la dérivée partielle f; ne soit pas nulle, 
expression (w) s’écrira maintenant 
gies nn( 30 of — Se ay 
Fy (@, 2) 

et on voit qu’elle a en (a, 6) une valeur bien déterminée. 

(IV) Soit maintenant («,, 6,) un couple de valeurs des paramétres 
donnant un point de la courbe double; je suppose d’ailleurs que (a, f,) 
nest pas équivalent & un couple (a, b) et jadmets d’abord que (a, ,) 
n’annule pas les quatre fonctions P. Soit ¢ différent de zéro, c'est a 
dire que - , ; 
Revenons, comme plus haut, aux coordonnées ordinaires; |l’expression 
(w) aura les différentes formes 


ont pour a—a,, B=, des valeurs finies. 


oy dz oz Oy af Oe as 02 Ox 
Q@ CCE op — ae op) CNRS Op — Fe B8 
by (® Ys 2) . fy (&, Yy 2) ’ 


Ox 04 Oy Ox 
Va») G 36 ~ Oe a6 
fy (a, Y, 2) 
et 
ey 
Ou Oy 
Qe, y,2)| Oa Oa 
dx oy 
op a8 
fy (&, Yy, 2) 


a 


@®) @ 
Rw 


@® 
a 





a= 
i) 
| 


Les quatre dénominateurs sont nuls ici pour «—a,, B = B,, 
mais nous avons maintenant a faire intervenir ’hypothese que Q(z, y, 2) 
passe par la courbe double de la surface. Soit pour a = a,, B = f,, 
XZ, y, et 2, les valeurs de x, y et 2. Par le point (x,, y,, 2,) passent 
deux nappes de la surface, ayant par hypothése deux plans tangents 
différents. Considérons un axe de coordonnées, qui ne soit paralléle 
& aucun de ces plans tangents; soit l’axe des z. Pour |’une des nappes, 
on aura dans le voisinage de x,, 4, 
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Sur les fonctions abéliennes, 
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(1) 2—4 =a(e—24,)+ by—y,) + 9(@—%,y¥—¥9), 


g ne renfermant que des termes de degré supérieur au premier. 
Pour l'autre nappe, on aura pareillement: 


et on n'a pas a la fois a—=a’ et b= V’. 
rdi- L’équation de la surface donnée pourra évidemment se mettre sous 
alle, la forme: 


0=f(a, Y, 2) 
=| — 2, -- a(@ —a,) — b(y—y,)] [e — 2, — ¢ (a@—2,) — V (y—y,)] 
+ P(a@—%,y¥—Y,, 2—%), 


P ne renfermant que des termes en (% — z,), (y—y,), (@ — &) de 


‘tres degré supérieur au second. 
1 B,) On aura: 
B , ’ , 
st Y fr (&,Y,2) = —2, — a(t—zx,) —b(y—y,) +2 — 2,—@' (w@—a,) —D (y—y,) 
vind + Pi (a@—2%,, y—Y, 2—%). 
sion Pour «=a, et B=, onaxvr—2,,y=—y, et 2—2,. Si nous 


donnons & « et B des valeurs voisines de a, et B,, x, y et 2 prendront 
des valeurs voisines de 2,, ¥,, 2, correspondant & des points situés sur 
) lune ou l’autre des nappes (1) et (2): soit, pour fixer les idées, la 

; nappe (1). Alors, en remplagant dans /, (x, y, 2) 2 par sa valeur tirée 
du développement (1), on a: 


f2 = (a—a’) (w@—a,) + (6—b) (Y¥—y) + S@—4,, y—-), 


S ne renfermant que des termes de degré supérieur au premier. 
Passons maintenant 4 l’expression de Q(2, y, 2). 
Soit 


Q(2,y,2)=A(a—2,)+ Bly —9,) + C(e—2,) + P(e —X, y—Yy, 2-4) 


cette surface est tangente au point (#,, y,, 2) & Vintersection des 
nappes (1) et (2), puis qu'elle doit passer par cette intersection. On 


a done: 
> B,, A B—€ 
. ‘la b+1/=0, 
> Pay | , , 
sent ou Lapaiahiok + 
“ A(b — b’) + Bia _ a) —_ C(al’ — ba’) = 0 
éle 


relation qui peut s’écrire 


(3) (A + Ca) (b — V) — (B+ Cb) @— a’) =0; 


pes, 
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or en remplagant dans @Q(#, y, 2), 2 par sa 
(1) on a: 
Q(x, y, 2) = (A + Ca) (w — %) + (B+ Cb) (y—y)+--- 


les termes qui suivent étant de degré supérieur au premier, on 
a done 


valeur tirée de |’équation 


Q@y,2)_ _ (A+Ca) (w@—2,) + (B+ Cb) (y—y:) + --: 
f, (@,y, 2) (a—a’) (a—a,) + (b6—b') (y—y,) ++: 


et on voit d’aprés la relation (3) que les coefficients de x — a, et 
y —y, sont proportionnels dans le numérateur et dans le dénomi- 
nateur. Par suite si le point x, y, z se rapproche sur la nappe (1) 


: +5 y— ° 
du point 2,, y,, 2,, de telle maniére que — n’ait pas pour 


—. @—@ , pid te . 
limite ——;;, expression précédente tendra vers une limite parfaite- 


ment déterminée. Or cette circonstance est évidemment réalisable 
et d'une infinité de maniéres: par suite l’expression (uw), quand « 
et 6 tendent respectivement vers a, et 6,, tend vers une limite déter- 
minée; nous n’avons, il est vrai, examiné la question que quand « 


et B tendent vers a, et B, de telle maniére que £ — = n’ait pas pour 
limite = , mais le cas particulier laissé de cété n’a aucune im- 
portance pour la suite de notre démonstration. 

J’ai supposé que le couple de valeurs (a@,, 6,) n’annulait pas a 
la fois les quatre quantités P; il est entitrement évident, d’aprés les 
remarques précédemment faites, que cette hypothése n’améne aucune 
modification dans la démonstration, si on suppose, bien entendu, que 
(a,, B,) nest pas équivalent & un couple (a, b). 

(V) Nous avons étudié l’expression (wu) pour tout systéme de 
valeurs (@,, 8,) non équivalent & un systéme (a,b). Cette étude nous 
a montré que pour un tel systéme de valeurs, la fonction avait une 
valeur finie bien déterminée, du moins quand « et 6 se rapprochaient 
de «, et 6, d'une. manitre queleconque, c'est & dire en laissant de 
edté certains cas tout particuliers. Mais si l’on considére une fonction 
abélienne de deux variables « et 6, on reconnait aisément qu’elle 
doit nécessairement devenir infinie pour une infinité de couples non 
équivalents de valeurs de ces variables, c'est & dire quiil y a une 
infinité de systémes (A, B) non équivalents tels que « et B se rap- 
prochant de A et B d'une maniére quelconque, la fonction devienne 
infinie. Or pour l’expression (w) qui vient d’étre étudiée, les couples 
(a, 6), en nombre fini si l’on fait abstraction des multiples des périodes, 
seraient les seuls qui pourraient la rendre infinie. Cette expression 
doit par suite se réduire nécessairement 4 une constante. 
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(VI) La démonstration s’achéve maintenant comme dans le cas 
des courbes planes. Si la surface est d’un genre supérieur au premier, 
il existera un second polynome Q,(, y, 2, ¢) permettant de former 
une seconde expression analogue a |’expression (u). Chacune d’elles 
Q (a, Y; 2, t) 
Q(x, y, %, t) 
pour tous les points de la surface; mais cette conclusion est inad- 
missible, car on ne peut avoir deux relations distinctes entre les 
coordonnées d’un point d’une surface. La proposition énoncée est 
donc complétement établie: le genre de la surface proposée ne peut 


étre supérieur ‘a l’unité, 


étant constante, leur quotient serait lui-méme constant 


Paris, le 19. Janvier 1882. 












Integraleigenschaften der adjungirten Kegelfunctionen. 


Von 
G. LeonnarptT in Stettin. 


Im 18'* Bande dieser Zeitschrift, Heft 2, pag. 195ff. hat Herr 
Neumann ausgehend von Formeln, welche die Kegelfunctionen K;{“ 
und L“ durch nach Kugelfunctionen fortschreitende Reihen ausdriicken, 
einige Integralformeln iiber ein Product von Kegelfunctionen gegeben. 
Es liegt nun der Gedanke nahe zu untersuchen, ob sich nicht ‘ihn- 
liche Integrale iiber ein Product von adjungirten Kegelfunctionen finden 
lassen, also Integrale von den Formen 


+1 


+1 
J LOKG dw und J KY KS du. 
—1 


—1 


Mit der Herleitung dieser und ahnlicher Formeln beschiiftigt sich die 
folgende Untersuchung. Was die Bezeichnung anlangt, so werde ich 
der des Herrn Neumann folgen und mir nur die Aenderung gestatten, 
den Ausdruck 2 cos i# — 2 cos @, nicht wie Herr Neumann mit 9, 
sondern Herrn Mehler folgend mit t zu bezeichnen. 

Zu Grunde lege ich den folgenden Untersuchungen die beiden 
Formeln, welche Herr Neumann § 3. der erwihnten Abhandlung als 
Formel (19) und (20) bezeichnet hat. Differentiirt man Formel (20) 

J 
j-mal nach uw, multiplicirt beiderseits mit (1 — u?)*, gebraucht die 


J 
abkiirzende Bezeichnung K\4) fiir (1 — u?)* K\” (u) und wendet schliess- 
lich Formel (19) an auf das Argument 
cos y = COS @ COS @, + sin @ sin @, cos (p — g,) 


=u, + V1 — uw? V1 — pg, cos (p — ,), 
so erhalt man 


(3) 
(4) 
fiihr 


den 


drii 
fun 


(1) 


cos 
(5) 
(6) 


80 
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(u) S} ("Nv (u) 
(1) Coke == ; Wi ot Pas wo N=n++ 


D 1 
cos 2 N cos und C, = ———-- 
Q) Dyas 2 wa¢Pe"” 1 c08 gat 


Multiplicirt man das Product beider Formeln mit cos jg du dg, 
integrirt nach w von — 1 bis +1 und nach @ von 0 bis 22, setzt 


abkiirzend 
(3) PY} cos jp = Of, 
(4) Kj}? cos jp = Ce”, 


fihrt die Integration. auf der rechten Seite aus, bringt den auftreten- 





1 is 1 1 

den Bruch (W@W? +e) auf die Form — al Nite NP. rd und 
Herr driickt die nach Kugelfunctionen Rn: Reihen durch Kegel- 
Kw functionen aus, so gelangt man zu der Formel 
cken, tA" (His Prd (415 Pa) 
oben (I) f fuse 6M dudgp = —*— [“=— 3 ot | 
ithn- J : m oF C, Co 
inden 


-—a = (og ™ cos q aE ita eg” cos oxi] ; 


Multiplicirt man das Product der Formeln (1) und (2) nicht mit 
cos jp dudg, sondern mit sinjgdudg und setzt abkiirzend 





(5) PS) sin jg = SY”, 
h die (6) KY} sin jg = oy”, 
» ich 
oe so gelangt man durch dieselben Rechnungen zu der Formel 
; ? 
it v, +1 22 
Se > Pd oltas f~) 
(II) J J Lo"? S) dudgp = | +, |“% pm <5 — | 
eiden witli . C 
ig als eee (Hr > Pa) _ Sli» Pi) 
* (20) a — [ot ™ cos g xi — SH" cos @ wil. 
t die Multipheirt man ferner Formel (I) mit @; und (II) mit B;, wo 
a; und f; beliebige, nur von j abhiingige Constante bedeuten, addirt 
eual die beiden Formeln, summirt nach j von 0 bis oo und setzt, analog 


wie in der Theorie der Kugelfunctionen der Ausdruck 


an 


(7) >} Pi} (a; cos jg + B; sin jp) mit Yy” 
0 





bezeichnet wird, den hier auftretenden Ausdruck 


Mathematische Annalen. XIX. 
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(8) >) KY (a; cos jp + B; sin jp) = YK”, 
0 


so gelangt man zu der Formel 


cos s 5 9.) gm > 9) 
(111) ff ”) yi ® dudg =—— oar [ ra = 


ae cos q xi ray git» pf.) cos @ nil, 





st i, 
welche Formel der aus der Theorie der Kugelfunctionen bekannten 
Formel 

+1 2a 


(cosy) y7(u,9) 4n (41, 9) 
Je rs dudg=s47 Y;, 





—1 0 
véllig analog gebildet ist. Es liegt nun nahe, ebenso wie man die 


Function Y{“"" die allgemeine Kugelfunction nennt, die hier einge- 
fiihrte Function 


(9) io? — >} KY” [a; cos jp + B; sin jg] 
0 


als ,,allgemeine Kegelfunctionen“ zu bezeichnen., 

Aus den Formeln (I) bis (III) erhilt man drei weitere Formeln, 
wenn man beiderseits mit C, cos g@ dq multiplicirt und nach q von 0 
bis oo integrirt. Dann tritt auf den linken Seiten das Glied 


aD 

3 1 

C, L&*” cos q@ dq =—~——— — 
J =. q q V2 cos i& — 2 cos y 
0 


auf, und man erhiilt 


ol ) 
a) “i ” dp dg pa if congo | iin) _ er) 2] ie 
omy 1% — 2 cosy @ ¥ 7, ; 
" eue dud e C 
wet - bd ce Si #:) 7 oye 4 | dq, 
Veen ia “Scosy ¢—e° Co 
(u, p) 
a) ie = on = /' cosg@ [ng 7.) — yr © | dq 
V2cos t# —2cosy —?¢ q C, 


Um nun zu weiteren Formeln zu gelangen, gehen wir aus von 


der Formel (I). Entwickeln wir niimlich das dort auftretende L‘°°*” 
nach dem Additionstheorem (die hier nicht abgeleiteten Formeln wall 
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die angewendeten Bezeichnungen finden sich simmtlich in der erwihnten 
Abhandlung des Herrn Neumann), so ist 


(10) 7 = 7) 8 Eg; LY Kis cos j (p — 9) 
0 


[Voraussetzung w < m,], wo ¢ eine Constante bedeutet, welche = 1 
ist fir 7 = 0 und = 2 fiir j7 = 1,2,3,... und 














a 
(11) Ey = ate. : 
8 qo5—1 
ten wo 
1\2 
a =-¢+(5), 
3\2 
(12) je =#¢+G), 
die ‘ ; 
. 2wj—1\2 
“7 ome + (zy. 
Setzt man diese Entwickelung in (I) ein, fiihrt die Integration nach 
g aus, bringt die von mw freien Glieder auf eine Seite und wendet die 
Formel, welche fiir beliebige Werthe von uw, gilt, wenn nur uw, > p, 
fiir w, = 1 an, so ergiebt sich, wenn man ‘fir KJ’) (1) und E,; ausser- 
eln, dem ihre Werthe setzt, 
n 0 
+1 
() Feu) a 2(—1) Qi-O@s" "Caja Mt *Uj—1 
(IV) [ss Ko; du= ™ (q? — @) E T, se Sided =| 
=} 
17 [ *Q.***Q9;_1* COS GHiI—Q, *Qe+* COs O77] 
= (gq? — oF) 101° Os" * * O2j—1° CO8G 91 °93°**G2j3—1 Ox}, 
welche Forme! fiir 7 = 0 in die von Herrn Neumann § 3., (25) ab- 
geleitete Hormel 
1; 
KY) dy —_ 1 __—s1 7} _ 2{cosgxi—cose xi] 
(IVa) fi KP de — Zea [te |e 
oi libergeht, womit die gesuchte Integralformel iiber ein Product von 
adjungirten Kegelfunctionen gefunden ist. 
Wird in (IV) 9 —q, 80 ergiebt sich 
q 
) fix an = (—19 + ggg +++ Gaya a, 
von 
e welche Formel fiir 7 = 0 in die von Herrn Neumann § 3., (26) ab- 
und geleitete Formel 


38* 
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+1 
(Va) JipKe dp = — sen an 


tibergeht, und hieraus endlich fiir g = 0 


+1 
(Vb) / LYK du=x, 
—1 


Aus dieser Forme] folgt eine einfache Relation. Driickt man 


nimlich nach Formel (1) und (2) die Kegelfunctionen K$’ und L{? 
durch die nach Kugelfunctionen fortschreitenden Reihen aus und fiihrt 
die Integration aus, so ergiebt sich 


D Rin 1)” ae cae , (— 1)” ws 23 
a wa ~«Cder > (Qn+1)> ~~ 32 





Setzt man in (V) erst g = 0 und dann j = 0, so erhiilt man 


1 
(Ve) f Li) Ki du = (—4) (1-3-5---@j—NP-z, 
—1 


welche Formel fiir 7 = 0 wiederum in (Vb) iibergeht. 
Nach analoger Methode, miisste man nun erwarten, liessen sich 


+1 +1 
auch Integrale von den Formen J Li) LY du und J Kf} Ke} du 
—1 —1 


ableiten, Diese Integralwerthe erscheinen jedoch in der unbestimmten 
Form co — co (man erhiilt diese Formeln, wenn man in (I) das dort 
auftretende L‘°*” unter der Voraussetzung «>, nach dem Additions- 
theorem entwickelt), und in der That verlieren diese Integrale im all- 
gemeinen ihre Bedeutung. Denn da, wie Herr Neumann § 4., 10) 
gezeigt hat, L fiir w —1 unendlich wird wie log (1 — «), so wird 


(LY (u)),—1 unendlich wie (1— «w)-, also (Z“?),—: unendlich wie 


J 
(1—w) *, mithin das Product (ZL L{)),-1 und ebenso das Product 
(KY K§?),—-1 unendlich wie (1—j)-’ resp. wie (1-++m)-’, so dass 
das Integral von w= — 1 bis w= -~+- 1 ausgedehnt tiber diese Producte fiir 
j=1 ebenfalls einen unendlich grossen Werth annimmt. Der Fall 7 = 0 
ist von Herrn Neumann § 3., 28) abgeleitet worden. Das dortige Re- 
sultat erscheint zwar auch in der unbestimmten Form co — oo; hier 
jedoch gelingt es, diese Unbestimmtheit aufzuheben. In Betreff der 
analogen Formeln, in denen das Product L\) K\? vorkommt, findet 
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diese Bemerkung keine Anwendung, da hier das Unendlichwerden des 
einen Factors durch das Nullwerden des anderen compensirt wird. 
Diese Bemerkung verdanke ich einer brieflichen-Mittheilung des Herrn 
Mehler. 


Die hier eingefiihrte allgemeine Kegelfunction 9)? gestattet eine 
Kiirzung der Aufgabe, die electrische Vertheilung auf einem Conoide 





man zu bestimmen. Diese Aufgabe ist in ihrer einfachsten Form bereits 

LY von Herrn Mehler durch die Methode der reciproken Radii vectores 

Fihrt gelést worden; die allgemeinere Aufgabe hat Herr Neumann § 10. 
der erwihnten Abhandlung dadurch gelést, dass fiir die Dichtigkeit x 
der Belegung eine gewisse Entwickelung gesetzt wird; diese ist nun 
nichts anderes als eine Entwickelung nach allgemeinen Kegelfunctionen. 
Herr Neumann setzt namlich*): 

: x—=tVt F(%,), wo t=—2cosi#®—2ecos@ und 4,0, 
die dipolaren Coordinaten eines Punktes sind, und macht fiir F'(@, ») 
den Ansatz 

F(8, g) = {> {«; cos g? + y; sin q#) cos jp 
e 0 

sich . -+ (6; cos g@ + 0; sin q) sin jp} dq. 

) Setzt man nun 

; du 
(a) a; cos q% + y; sin go = Ki? f{?, 

nten : fod 49) 

dort (b) B; cos q® + 0; sin go = Kz; gj, 

jons- so wird ‘ 

all- > 
7 4 “ (iF ° 3): e 
Be F(®, 9) -/{> Kj} (£1) cos jp + py sin jp) dq. 
wird . 0 
0 

wie . . . . 
Der Summenausdruck ist aber nichts anderes als eine allgemeine 

duet Kegelfunction 9)" d. h, die Dichtigkeit x ist in eine nach allgemeinen 

dass Kegelfunctionen fortschreitende Reihe entwickelt von der Form 

» fiir : a 

= 0 *) Die nahere Ausfiihrung hat Herr Neumann in der erwihnten Abhand- 

Re- lung nicht gegeben. Ich entnekme sie einer Vorlesung desselben und habe auch 

hier in meiner Dissertation ,,Ueber die Vertheilung der Electricitit auf einem durch 

de Rotation zweier Kreisbogen um die gemeinschaftliche Sehne entstehenden Kérper ; 
Halle 1881“ dieselbe Methode angewandt, um die Vertheilung der Electricitaét auf 
ndet einer Conoidschale zu bestimmen. 
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“= Tt y= foe dq. 


0 

Nun ist das Potential V eines Conoides 
SS+o In 
V= J “xT de, 


=-e g=0 















wo x die Dichtigkeit, Z'’ die reciproke Entfernung zwischen einem 
beliebigen Punkte und einem Punkte des Conoids, und de ein* Flichen- § 
element ist. 

Entwickelt man nun * nach allgemeinen Kegelfunctionen, wobei 
ein Integral nach g von 0 bis co auftritt, und setzt man fiir 7’ seinen 
Ausdruck in Kegelfunctionen , wobei noch ein solches Integral auftritt, 
so ist zuniichst der Werth des Integrals 







22 +2 2 Pa 
(c) J feof vyerdg f C, L&E” cos g (# — #,) dq} dg 
0 —a % 0 


zu ermitteln, wo 


(a) Mio? = S) KY (49 cos jp + oY sinjg), 


0 








(e) cos y = COs @ Cos @, + sin @ sin @, cos (p — g,) 


= eu,tyV1— we V1 — uw cos (p—@,). 











Das dreifache Integral in der Klammer kann man nun nach den 
Formeln, welche Herr Neumann § 6. unter B, B’, B” gegeben hat, 
in ein einfaches verwandeln, wenn man setzt 







(f) fi} = a; cos gH + y; sin g@, 
(g) gp) = B; cos gH + 4; sin g@. 


Entwickelt man ausserdem 1°” nach Kegelfunctionen, fiihrt die 
Integration nach g aus und setzt- abkiirzend 







(h) py = C,E,; Li) Kj? 
(i) ait) = C,E,; (KiPY 


wo C, = — E,; die bei dem Additionstheorem der Kegel- 
cos g xt 


functionen auftretende Constante ist, so erhilt man nach einigen 
Rechnungen, deren Einzelheiten ich hier iibergehe, 


(V1) 


fi 


Integraleigenschaften der adjungirten Kegelfunctionen. 


« 22 +a o © 
wm f| fas foerag)c,Le” cos 4 (@— 9} ag 
“—o 0 0 


mal ° 
=e > fw KY {f.?" cos jp, + v5” sin jy] dq 
0 
0 


wenn @, < @ also uw < my, 


DT 
ssall -2 3+ @ Li | fy? © cos jp, + 53” sin j p,] dq 


wenn @ < @, also uw, < pw. 
wobei 


einen # Unter Benutzung der letzten Forme! lasst sich nun die Vertheilung 

ftritt, der Electricitaét auf einem Conoide leicht bestimmen. Man setze naim- 
lich voraus, dass, ebenso wie sich die electrische Dichtigkeit auf einer 
Kugel in eine nach allgemeinen Kugelfunctionen fortschreitende Reihe 
entwickeln lisst, sich hier die Dichtigkeit nach allgemeinen Kegel- 
functionen entwickeln lasse, dass man also setzen kann 


(k) x=—=ty/t ef oeaem ore fixe [£5 cosj p+ g\9’ sin jg] dq. 


Os 


Ferner ist 


(1) Eien LES OPS 


Tt 


(m) ees bern [ C, LY” cos q (# — #4) dq, 


U 





folglich das Potential V, des Conoids auf einen iusseren Punkt #,, @a, Pa 


+a 2n 


Va -f Je T de 
=-2 g=0 
2s ? 
=2asino/t. | | Jao forraaf co cos q (# — #,) dq} dg, 
0 _—e 0 


und unter Benutzung der eben gefundenen Formel (V1) 


(n) V, yteoinay eS fx ) Kk K (ta) | feos 59a +) sin jpa|dq, 


also das Oberflichenpotential 
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(0) V=4ax* sino >) Sf 28? KY [A9 cos. j@ + 9 sinjglda. 


Ebenso erhilt man das Potential V; des Conoids auf einen inneren 
Punkt #;, @;, g; unter Benutzung von (V1), wo jetzt aber uw, <u ist, 


8 


(p) V;—4az' sing V5 >} a LM) | £8) cos jg; + (9) sin jy)| dq, 


also das Oberfliichenpotential 


(q) V =4az? anor fatuy iw cos jp + 92) sin jp] dq. 


Nun ist bei der Green’schen Function 


5, Det 43 Vee fo ae cos q (# — #.) dq fiir einen dusseren 


Centralpunkt O., @e, Po; 


(r) 


(@) V= ai Ys. fo, Ly” cos q (® — @,) dq fiir einen -inneren 


0 Centralpunkt #,, @,, 9, 
und zwar ist 


% <a<e@, oder w ou < My. 


Durch Vergleichung der beziiglichen Formeln fiir V erhalt man also 
im Falle der Green’schen Belegung 


(#) 
Ly - 


Cc @V ta 
(9) _ «Ey, ‘ ; 
(Vila) fj; Gata® cin = ae K“ ) cos q (® — #,) cos ja, 


qj 
C aV tat L® 
(9) a &; j i * ae! a 
=) w= ‘Sata? sin a KW Ky ) cos g (# — Oa) sin j pu 
oder 
C eV % 8; KW 
ee oe « Tom 2 (He (o __ . 
(Villa) fj par cae iW Ly ) cos g (# — @,) cos jg, 


(VIIIb) 9? = eC Ve S Ei ky 


‘8a?x' sinew ni) LY 


. LM) cos q (* — a.) sin JQ, . 


Setzt man hier noch die Werthe von pM) und x) aus (h) und (i) 
ein und substituirt die Werthe von (3) und gj’ in die Entwickelung 
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fir x, so erhalt man, wenn man /(#) und g(@) aus den Formeln (VII) 
nimmt, die einem iusseren Centralpunkte entsprechende Dichtigkeit 
der Green’schen Belegung, und, wenn man sie aus (VIII) nimmt, 
die einem inneren Centralpunkte entsprechende Dichtigkeit, und zwar 
erhilt man genau dieselben Formeln, wie Herr Neumann sie § 10. 
der erwihnten Abhandlung gefunden hat. Vertauscht man endlich 
in f(®) und y(#) der Formeln (VII) # mit @, und in den Formeln 
(VIIl) # mit 4; und setzt die hieraus folgenden Werthe von p\)f(9q) 
und pp (®_) in die Formel fiir V, und die von 2 f (8) und 
a) p(;) in die Formel fiir V; ein, so ergeben sich die Green’schen 
Functionen in einem fusseren resp. inneren Punkte, und zwar erhiilt 
man genau dieselben Formeln, wie Herr Neumann sie § 10. der 
erwihnten Abhandlung gegeben hat. Eben dieselben Ausdriicke habe 
ich auch in meiner Dissertation als Specialfaille der Conoidschale 
gefunden. : 

Diese Methode lasst sich natiirlich auch ohne weiteren Aufwand 
an Formeln auf eine Conoidschale anwenden, worauf ich jedoch hier 
verzichte. 


Stettin, 10. Januar 1882. 












Ueber ein neues und allgemeines Condensationsprincip der 
Singularititen von Functionen. 


Von 


Gzora CANnTorR in Halle a. d. Saale. 


Bekannitlich hat H. Hankel, dessen scharfsinnige Publicationen 
den Verlust, welchen die Wissenschaft durch sein friihzeitiges His- 
scheiden zu beklagen hat, aufs deutlichste hervortreten lassen, kurz 
Zeit vor seinem Ende eine Abhandlung verdffentlicht in Form eines 
Tibinger Universitiitsprogramms (zum 6. Miirz 1870): ,, Untersuchungen 
iiber die unendlich oft oscillirenden und unstetigen Functionen, ein 
Beitrag zur Feststellung des Begriffs der Function tiberhaupt“. 

Es finden sich in dieser Schrift geistvolle, dem damaligen Stand- 
punkte der betreffenden Fragen vollkommen entsprechende, auf genauer 
Kenntniss der einschligigen Literatur beruhende, wenn auch in mancher 
Beziehung nicht ganz strenge Erorterungen iiber den Umfang des all- 
gemeinen Functionsbegriffs und die ersten beachtenswerthen Versuche, 
Unterschiede ausfindig zu machen, auf welche eine naturgemiisse 
Classification der betreffenden Begriffsgebiete gegriindet werden kénne. 
Jedenfalls hat diese Arbeit anregend auf die beziigliche Richtung der 
mathematischen Forschung gewirkt, wie man an vielen spiiter er- 
schieuenen Untersuchungen anderer Mathematiker ersehen kann, z. B. 
an dem verdienstvollen Werke von Herrn Ulisses Dini: ,,Fonda 
menti per la teorica delle funzioni di variabili reali“. 

Dasselbe enthilt einzelne Kapitel, welche ausdriicklich der 
genaueren Untersuchung und Umgrenzung von Fragen gewidmet sind, 
die H. Hankel, wesentlich angeregt durch Riemann’s Forschungen 
im Gebiete der trigonometrischen Reihen, zum ersten Mal .in oben- 
genannter Abhandlung einer ausfiihrlichen und selbstiindigen Be- 
sprechung unterzogen hat. 

Der interessanteste Abschnitt in der Hankel’schen Arbeit, auf 
dessen vollige Klarstellung die Bestrebungen des Herrn Dini mit 
Erfolg gerichtet waren, bezieht sich auf eine Methode, welche von 
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Hankel ,,Condensationsprincip der Singularititen* genannt wird und 
mit welchem es ihm gelingt, aus Functionen g(x), die an einer ge- 
gebenen Stelle, (c = 0), irgend eine Singularitit (wie etwa eine Un- 
stetigkeit oder den Mangel eines bestimmten Differentialquotienten) 
darbieten, andere Functionen herzustellen, welche dieselbe Art von 
Singularitét nicht allein an unendlich vielen Stellen zeigen, sondern 


































sogar an einer Mannichfaltigkeit von Stellen, welche, wie ich mich 
ausdriicke, in jedem Intervalle diberalldicht ist (s. Mathem. Ann. Bd. XV, 
der pag. 2). Es ist dies die Menge aller Stellen, fiir welche x eine ratio- 
nale Zahl ist. 
Das besagte Princip besteht einfach in der Bildung folgender 
Function: 
(I) f(c) = 4 erp (sin (v x)) . 
yv=1 
tionea wobei durch angemessene Wahl der Reihencoefficienten c, fiir die 
5 Hit Convergenz dieser Reihe sowohl, wie der aus ihr hervorgehenden 
kuree Reihen, soweit letztere gebraucht werden, gesorgt werden muss. — 
| = Diese von Hankel erfundene Methode der Condensation von ge- 
ae gebenen Singularitiiten auf alle rationalen Stellen der Verinderlichen x 
2, & birgt, so einfach sie scheiat und so verdienstlich sie zweifellos auch 
; gewesen ist, doch mancherlei Mangel in sich, die schon in einer 
Stand. kurzen Besprechung hervortreten, welche ich sehr bald nach Er- 
=: scheinen der Hankel’schen Schrift tiber dieselbe gegeben habe. 
ancher (M. s. Literarisches Centralblatt v. 1871, pag. 150, v. 18. Februar). 
a Erstens ist die Untersuchung der Function f(x) dadurch erschwert, 
ental dass die auf eine Stelle 7 = = iibertragene Singularitiét an unendlich 
k6nne. vielen Gliedern der Reihe gleichzeitig auftritt, nimlich an allen den- 
ing der jenigen Gliedern, in welchen, wenn p und q relativ prim sind, v ein 
ter er- ein Vielfaches von q ist; dadurch tritt die Méglichkeit einer gegen- 
1, u B seitigen Compensation der Irregularitiaten ein und es wird bestenfalls 
Fonda- die Miihe gefordert, den Nachweis zu fiihren, dass diese Eventualitiit 
nicht vorliege. 
sh der Zweitens fiihrt man durch die Anwendung des Sinus unter dem 
ot sind, Functionszeichen » Schwankungen herbei, die den Gang der Function 
hungen f(x) in iiberfliissiger und mit dem gesetzten Ziele gar nicht zusammen- 
 oben- hingender Weise compliciren. 
on Be- Drittens endlich entbehrt die Hankel’sche Methode insofern der 
Allgemeinheit, als die Mannichfaltigkeit der Stellen, auf welche die 
it, auf Singularitiét von g(x) tibertragen wird, die Menge der rationalen 
ni mit Zahlen ist und es ist nicht abzusehen, in wie weit sich das Princip 
he von auf andere Mengen von Singularitiitsstellen verallgemeinern liesse. 
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Nun bildet aber die Menge aller rationalen Zahlen ebenso wie andere 
Mannichfaltigkeiten, welche viel umfassender und inhaltreicher sind, 
wie beispielsweise die Menge aller algebraischen Zahlen, wie ich vor 
acht Jahren gefunden, eine sogenannte abzihlbare Menge, (m. s, 
Borchardt’s J., Bd. 77, pag. 242, Bd. 84, pag. 250, ferner Math, 
Aun. Bd. XV, pag. 4); d.h. man kann eine solche Menge, wnerachtet 
und trotz ihres Ueberalldichtseins in jedem Intervalle, (auf viele Weisen) 
nach einem bestimmten leicht zu definirenden Gesetze in die Form 
einer einfach unendlichen Reihe mit dem allgemeinen Gliede ,, wo 
v ein positiver unbeschriinkter ganzzahliger Index ist, bringen, so dass 
jedes Glied oder Element der Menge an einer bestimmten Stelle » 
dieser Reihe steht und auch umgekehrt jedes Glied w, der Reihe ein 
Element der gedachten Mannichfaltigkeit ist. — Diese Bemerkung 
fiihrt, worauf mich Herr Weierstrass aufmerksam gemacht hat, zu 
einer viel einfacheren Methode der ‘Condensation von Singularitiiten 
als die Hankel’sche ist, und, was die Hauptsache zu sein scheint, 
es ist diese Methode zugleich frei von allen Umstiinden, welche die 
Anwendung jener ilteren zugleich beschriinken und erschweren. Ist 
wiederum g(x) eine gegebene Function mit der einzigen singuliren 
Stelle «—0O und hat man eine beliebige abzdihlbare Menge von 


Werthen, die wir @,, @,,---, @y, +--+ nennen, beispielsweise die 
Menge aller algebraischen Zahlen, so setze man: 
pistes 
(1) f(a) = >! cp(a — a), 
v=1 


wo durch passende Wahi der Coefficienten fiir die absolute und gleich- 
miissige Convergenz der Reihe fiir f(7) und ndéthigenfalls auch der 
aus ihr abgeleiteten oder mit ihr zusammenhingenden Reihen gesorgt 
werde. 

Man erhiilt auf diese Weise Functionen, welche an allen Stellen 
x=, dieselbe Art der Singularitit haben, wie g(x) an der Stelle 
«==, und an den iibrigen Stellen, welche von den Stellen o, ver- 
schieden sind, wird sich f(#) im Allgemeinen regular verhalten. Der 
Vorzug unserer Methode vor der iltéren diirfte, neben der einfacheren 
Bildungsweise, auf den Umstand zuriickzufiihren zu sein, dass die auf 
die Stelle « = @, iibertragene Singularitit ausschliesslich dem einen 
Gliede der Reihe (II) zu verdanken ist, in welchem v = wp ist, wih- 
rend alle iibrigen Glieder, in denen v von mw verschieden ist, sich an 
der Stelle « — @, reguliir verhalten und auch ihre Gesammiheit, bei 
gehériger Wahl der Coefficienten c,, keine fremdartige Complication 
herbeifiihrt. 

Auf diese Weise scheint, da sowohl die Function (x) nach Mass- 
gabe des jeweiligen Bediirfnisses und desgleichen auch die abzdhlbare 
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Menge der Singularititsstellen @, frei gewiahlt werden. kénnen, ein 
ziemlich weites Feld fiir singulire Functionsbildungen und deren Unter- 
suchung erdffnet, welches denjenigen Fachgenossen vielleicht nicht 
unwillkommen sein wird, die sich fiir die Ausbildung der Functionen- 
lehre in der auch von Hankel mit Erfolg betretenen Richtung inte- 
ressiren. 

Indem ich mir vorbehalte, auf diesen Gegenstand ausfiihrlicher 
zuriickzukommen, méchte ich hier nur auf zwei besondere Fille auf- 
merksam machen, die ich der Giite meines hochverehrten friiheren 
Lehrers, des Herrn Weierstrass verdanke. 


Das erste betrifft die Annahme p(x) = jz, womit bei passender 
Wahl der positiven Coefficienten c, eine Function f(#) gewonnen wird, 
die endlich und stetig fiir alle endlichen reellen Werthe von ~ ist, 
mit # gleichzeitig zu- und abnimmt, und dennoch die Eigenthiimlichkeit 
hat, an allen Stellen a=, einen unendlich grossen Differential- 
quotienten zu besitzen. Das zweite Beispiel erlaube ich mir wirtlich, 
abgesehen von unbedeutenden Vereinfachungen, in der Darlegung des 
grossen Mathematikers zu geben. 

Es sei 2 eine reelle Veriinderliche und: 


(1) p(“) =a — > x sin(+ log («*)), 


wo dem Logarithmus von 2? sein reeller Werth gegeben werden soll; 
so ist m(x) differentiirbar fiir jeden von Null versehiedenen Werth der 
Griésse 2 und es eke der rpg 


(2) gy (2) = 1— = 3 sin = + log («*)) — 5 cos (5 log («?)) 
, 1 ; 

=1— BS Sige § ; log (a?) 
bestiindig in dem durch die beiden Grenzen 1 — 7 , 1+ = bezeich- 
neten Intervalle. Sind daher 2,, x, irgend zwei bestimmte Werthe 
und setzt man: 
(3) P (2) — P(X) = (@, — X) H(, %), 
so ergiebt sich zuniichst fiir den Fall, wo z,, 7, dasselbe Zeichen haben, 
dass der Werth von g(x,, 2) ebenfalls in dem angegebenen Inter- 
valle liegt. Da aber g(x) eine durchweg stetige Function ist, so 


gilt das Gesagte auch, wenn eine der Gréssen 2,, x, gleich Null ist. 
Haben endlich diese Gréssen verschiedene Zeichen, so hat man: 


P(X) = 2, H(O, Lo), (a) = 2, pa, 9), 


(a) — 9(2,) = (@, — 2) J 90, me) + ——"*- (a, )f 


Uy — X 
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und es ist demnach, da 





2 — &; 
W_— 2,’ %y— x, 
Summe derselben gleich 1 ist, g(z,,,) ein Mittelwerth zwischen 
(0, z,) und g(z,,0), also nach dem eben Bemerkten auch jetzt in 
dem genannten Intervalle enthalten. Man hat daher in allen Fillen: 
— <2) —9@) » 
® . v= X_ — Hy S'It+y, 
Dies vorausgeschickt sei nun: 


positive Gréssen und die 


(5) 1, @y, @3, ** +) Dy, **> 

irgena eine abzihlbare Mannigfaltigkeit von reellen unter einander 
verschiedenen Zahlwerthen , ferner: 

(6) C1) Coy Cgy sy Coy oo 


eine unendliche Reihe positiver Gréssen, welche nur die Bedingungen 
zu erfiillen hat, dass die beiden Reihen: 


>> ¢c, und > [@,] ¢, 


v=1 v=1 
convergiren. (Ich bemerke, dass was auch die Reihe (5) sei, die Reihe 
(6) immer so gewahlt werden kann, dass diese beiden Bedingungen 
zugleich realisirt sind. Besonders einfach liisst sich solches erreichen, 
wenn (5) aus allen algebraischen Zahlen in derjenigen Anordnung be- 
steht, welche ich in Borchardt’s Journal Bd. 77, pag. 259 auf- 
gestellt habe. Man iiberzeugt sich nimlich leicht, dass bei dieser An- 
ordnung simmtlicher reellen algebraischen Zahlen immer [@,] < »; 
es geniigt also in diesem Falle c, =k” zu setzen, um jenen beiden 
Bedingungen zu geniigen, vorausgesetzt nur k > 0 und < 1.) 
Nun definire man eine Function f(x) mittels der Gleichung: 


(7) f(a) = >) «pe — a), 
v=1 
so ist f(a”) eine continuirliche Function, welche ebenso wie (x) mit 
der Verinderlichen gleichzeitig wiichst und abnimmt und iiber deren 
Differentiirbarkeit sich folgendes feststellen lisst: 
1, Giebt man der Veriinderlichen x einen Werth x,, der nicht 
in der Reihe (5) enthalten ist, so nihert sich der Quotient: 


th 


wenn die Veriinderliche h irgendwie unendlich klein wird, einer be- 
stimmten endlichen Grenze und diese wird erhalten, wenn man in der 
angegebenen Reihe (7) von jedem einzelnen Gliede die Ableitung be- 
stimmt und dann z = x, setzt. 
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Zuniichst folgt aus (2) und der iiber die Gréssen c, gemachten 
Annahme, dass die Reihe: 


(8) 9 (a) = > Cr @ (8%) — ay) 


einen bestimmten endlichen Werth hat. Unter w eine beliebige ganze 
positive Zahl verstehend, sei nun: 


8. = > a9 — 0), 
v=1 











(9) jn 
8,' = 2, CyQ (%y — Wy), 
Toe! 
ferner: 
( 
fu(2) = Cy (% — @,), 
(10) ) Fula) = (2) — fue) =>) og (@ — a), 
y—utl 
~~.) 
C,, = Cy 
4 => , 
80 wird: 
f(a +h) — flay) fu(@o +h) — fu (xy) F, (@ + h) — F,, (&o) 
He ee ee “ee + ny h ae 


und es ist nach dem Obigen fiir einen beliebigen von Null verschie- 
denen Werth der Grésse ‘* 


: 1 ‘u(%o + h) —'F’,, (0) as 
(11) C.(1— 7) <= tial sn IPE (+5 7a)" 
Man hat also: 


wo: 


fy, (@o + h) — hu (a9) 
h 





ces Su— Si + Cu 0.; 


1 1 
1 Ye Se SIT 


Nun sei 0 eine beliebig klein angenommene positive Grésse, so 
kann man der Zahl w einen so grossen Werth geben, dass fiir jeden 
Werth von h der absolute Betrag von 

ii Su + C, On 
kleiner als 0 ist. Da nun ferner: 
h 
Lim f,(®o + am f,, (%o) a v 


h=0 
80 folgt aus (12), dass der Werth von LSet) — fee) stets zwischen 
g(x) — 20 und g(a) + 206 hegt, sobald der absolute Betrag von h 
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unterhalb einer bestimmten Grenze angenommen wird, d. h. dass” 


Le ef — Flee) , wenn h unendlich klein wird, sich der bestimmten 


endlichen Grenze g(a.) nahert; w. z. b. w. 
2. Giebt man dagegen der Veriinderlichen x einen in der Reihe 
(5) enthaltenen Werth ,, so nihert sich der Quotient 


F@, +h) — f(@,) 
h 

keiner bestimmten Grenze, sondern schwankt zwischen zwei verschie- 
denen endlichen Grenzen in der Art, dass es unter den Werthen von h, 
welche kleiner als eine -beliebig angenommene Grisse sind, stets solche 
giebt , fiir welche der in Rede stehende Quotient einen zwischen den 
genannten Grenzen beliebig anzunehmenden Werth hat. 

Es giebt nimlich unter den Gliedern der Reihe (7) eines, das dem 
Werthe » = 4 entspricht; trennt man dasselbe ab und setzt: 
(13) f(&) = ag (x — wi) + F(a), 
so hat man: 


(14) f(a, + _— F(a) as F(a, +h) — F(a') 


gp (h) 
es pS 7 


= Cj (1 — > sin e log (i#))) += 





Der Quotient nihert sich nach dem unter 1. 
Bewiesenen, wenn h unendlich klein wird, einer bestimmten endlichen 
Grenze, die mit G(@,) bezeichnet werde. Die Function 1—isin($ log (i) 
kann aber, eine wie kleine obere Grenze man auch fiir den absoluten 
Betrag von h festsetzen mége, jeden in dem Intervalle 
1 3 


enthaltenen Werth annehmen. 
F(@, +h) — ~ f(@,) 


Der Werth des Quotienten - <a schwankt also in der 


angegebenen Weise zwischen den Grenzen; 
+a+G(m) md 24+ 4), 
was man auch so ausdriicken kann: 

Der in Rede stehende Quotient kann fiir unendlich kleine Werthe 
von h jeden zwischen den angegebenen Grenzen liegenden Werth an- 
nehmen. Die Function f(x) hat also fiir die der Reihe @, , @,, ---, @2,-* 
angehdrigen Werthe von x keinen bestimmten Differentialquotienten, 
obwohl der Quotient Kah) — fe) bei gegebenem Werth von « fiir 
jeden Werth von h zwischen zwei angebbaren Grenzen bleibt. 


Halle a. d.8., den 11. Februar 1882. 
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Fig. 20. 
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.Simony : Uber neue Thatsachen aus dem Gebiete der Topologie. 
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Fig. 28. 
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